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Bachdruckerei  Ton  HehurUh  BrUL 


JJie  Schrift,  wovon  icli  dem  Publicum  hiermit  den  ersten 
Theil  übergebe,  ist  diejenige,  welche  ich  bereits  im  Jahre 
18S8  iu  Poggeiidorfs  Annaleii  der  Ph3'.sik  oiid  Chemie,  Bd.  I4 
S.  I.  angezeigt  habe,  nebst  ausführlicher  Angabe  des  dabei 
zn  Gruud  gelegten  Planes,  der  vorzüglichsten  allgemeinen 
Resultate  und  der  Motive,  welche  mich  bewogen  haben, 
diese  mit  bedeutendem  Zeilaufwande  verbundene  Arbeit  zu 
ODternehmen.  Später  wurden  die  drei  ersten  Kapitel  im  9'*" 
uüd  10'^"  Bande  der  Zeitschrift  für  Physik  und  Mathematik 
von  llaumgarlner  und  v.  Elfiiigsbausen  abgedruckt,  und  ich 
würde  die  PHblicalion  auf  diese  Weise  fortgesetzt  haben , 
wenn  jenes  Journal  nicht  eine  abgeänderte  Einrichtung  erhallen 
hatte,  wonach  die  Aufnahme  ausgedehnterer  uiatbemalischer 
Arbeiten  ausser  meinem  Plane  lag. 

Die  Fortschritte,  welche  seit  dieser  Zeit  in  der  Cou- 
strnction  der  optischen  Instrumente  stattfanden,  machten  eine 
Umarbeitung  der  daselbst  gegebenen  Formeln  nothwendig, 
um  sie  in  allen  Fällen  gebrauchen  zw  können,  welche  sich 
bei  der  Ausführung  darbieten,  und  hierdurch  haben  sie  ihre 
gegeuwärtige  Gestalt  erhalten.  Nicht  nur  dieser  Umstand, 
l  ■eudern  auch  der  Wunsch,  die  schon  früher  begonnene  An- 
'  Wendung  der  Formeln  auf  die  gebrauchlichen  Instrumente 
TOr  der  endlichen  Redaclion  des  Werkes  noch  weiter  fort- 
zusetzen, führten  die  eingetretene  Verzögerung  in  der  Publi- 
cation  desselben  lierbt'i,  zugleich  aber  auch  den  Vorlheil, 
dass  vielfällige  Yergleicliungeu  der  gefundenen  Kewultate  mit 
deii  Beobaclituugen  benutzt  werden  konnten,  um  sich  von  der 
Anwendbarkeit  der  gebrauchten  Metboden  zu  versichern. 


vm 

trigonometrischen  Formeln  und  einigen  theoretischen  Unter- 
suchungen die  allgemeinen  Anwendungen  der  im  ersten  Theile 
entwickelten  Theorie  auf  Glaser  und  Spiegel,  sodann  die 
durch  die  Erfahrung  geleiteten  speciellen  Anwendungen  der- 
selben auf  die  gebräuchlichen  Instrumente  enthalten,  und  es 
werden  ihm  die  nöthigen  Tafeln  beigefügt  werden,  um  die 
Dimensionen  der  Instrumente  mit  Leichtigkeit  berechnen  zu 
können. 

Schliesslich  muss  ich  noch  mein  Bedauern  darüber  aus- 
drücken, dass  mir  die  dioptrischen  Untersuchungen  von  Gauss 
zuerst  nach  dem  Drucke  des  fünften  Kapitels  zu  Gesicht 
kamen,  daher  ich  von  denselben  keinen  Gebrauch  machen 
konnte.  Indessen  sind  mehrere  merkwürdige  Resultate,  welche 
von  Möbius  und  Bessel  in  Bezug  auf  ein  System  von  Linsen- 
gläsern gefunden  wurden,  in  jenem  Kapitel,  auf  ein  System 
von  sphärischen  brechenden  Flächen  ausgedehnt,  ebenfalls 
enthalten. 

Mögen  die  Schwierigkeiten,  welche  eine  neue  Behand- 
lung dieses  ohnehin  verwickelten  Gegenstandes  darbietet  und 
welche  durch  die  vielen  in  Betracht  kommenden  Nebenum- 
stände noch  vermehrt  werden ,  bei  Beurtheilung  dieser  Schrift 
billige  Rücksicht  finden. 

Darmstadt,  im  August  1842. 

MMer  VerfoMser. 
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Einleitung. 


1)  llie  in  der  analytischen  Optik  gebraociilichen  \äheniog;sfor- 
"wdn  werden  nach  der  Einrichtang,  welche  ihnen  Euler  gegeben  hat, 
unter  der  Vornasselzung  entwickelt,  dass  der  Halbmesser  der  we^en 
der  Helligkeit  erforderlichen  OelToung,  die  Tann^ente  des  halben  Ge- 
Sichtsfeldes  und  die  Unterschiede  zwischen  den  Brechiingsverhält- 
nissen  der  verschiedenen  farbigen  Strahlen  kleine  Grössen  sind,  deren 
höhere  Potenzen  vernachlässigt  werden  künnen.  Hierbei  berücksich- 
tigt man  ausser  den  von  den  Abweichungen  unabhängigen  Gliedern 
gewöhnlich  nur  diejenigen,  die  sich  auf  die  Abweichung  wegen  der 
Gestalt  iii  der  Axe  beziehen,  und  mit  dem  Quadrate  oder  der  drillen 
Potenz  des  Oeffnungshalbmessers  multiplicirt  sind,  je  nachdem  von 
der  Längen-  oder  Seitenabweichung  die  Rede  isl;  sodann  diejenigen 
Glieder,  welche  die  crsle  Potenz  von  dem  Unterschiede  des  Brechungs- 
'  Verhältnisses  enthalten,  itnd  die  Farbenzerslreuung  in  und  ausserhalb 
der  Axe  näherungsweise  ausdrücken.  Dagegen  werden  nicht  nur  die 
dazu  gehörigen  Glieder  höherer  Ordnungen,  sondern  auch  diejenigen 
vernachlässigt,  in  denen  Potenzen  von  der  Tangente  des  halben  Ge- 
sichtsfeldes oder  Productc  derselben  mit  Potenzen  des  Oeffnungshalb- 
tnessers  vorkommen,  und  weiche  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt 
ausserhalb  der  Axe  angeben.  Die  Vernachlässigung  der  letzleren 
Glieder  gründet  sich  auf  eine  Betrachtung,  welche  vorzüglich  bei 
achromatischen  Objectiven  Anwendung  findet.  Druckt  man  nämlich 
den  Oeffnungshalbmesser  in  Theilen  der  Brennweite  des  zusammen- 
gesetzten Objeclivs  aus,  so  ist  er,  obgleich  selbst  eine  kleine  Grösse, 
doch  viel  bedeutender,  als  die  Tangente  des  halben  Gesichtsfeldes, 
wodarch  man  veranlasst  wird,  die  Potenzen  dieser  Tangente  zu  ver- 
nachlässigen, wenn  man  blos  die  bedeutendsten  Glieder  berücksichtigen 
will.  Erscheinen  nun  gleich  hiernach  die  bei  der  Entwicklung  der 
Näher ungs formein  angenommenen  Grundsätze  in  Bezug  auf  die  Ob- 
jective  gerechtfertigt,  eo  sind  doch  jene  Formeln  selbst  zur  Berechnung 
der  letzteren  nicht  vollkommen  hinreichend,  eines  Theils,  weil  die 
Glieder  höherer  Ordnungen  einen  zu  bedeutenden  Einlluss  haben,  um 
bei  der  erforderlichen  Genauigkeit  der  Rechnung  vernachlässigt  wer- 
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den  zu  können,  andern  Theils,  weil  durch  die  approximaliven  Formeln 
Dicht  alle,  bei  dem  Objective  vorkommende,  willkälirliche  Grössen 
bestimmt  werden,  zu  welchem  Zwecke  es  nothwendtg  ist,  die  höheren 
Glieder  zu  benutzen. 

Noch  weit  weniger  kann  man  aber  die  erwähnten  Grundsätze 
als  richtig  anerkennen,  sobald  die  danach  entwickelten  Formeln  auf 
die  Berechnung  der  Oculare  angewendet  werden  sollen.  Bei  jedem 
derselben  ist  nämlich  das  von  den  vorhergehenden  Gläsern  oder 
Spiegeln  hervorgebrachte  Bild  als  der  Gegenstand  zu  betrachten, 
dessen  Grösse  undEntTernung  vom  Oculare  das  Gesichtsfeld  bestimmt. 
Da  nun  die  Bilder  meistens  sehr  nahe  bei  den  Ocularcn  liegen,  so 
wird  das  hiernach  bestimmte  Gesichtsfeld  bei  diesen  »ehr  gross,  ond 
bringt  in  den  Formeln  Glieder  hervor,  die  weit  bedeutender  sind,  als 
di^enigea,  welche  von  dem  Oeffnungshalbmesser  abhangen.  Nach 
der  oben  angerührten  Verfahrungsart  werden  daher  bei  den  Ab- 
-weichungeii  der  Oculare  wegen  der  Gestalt  gerade  die  bedeutendsten 
Glieder,  welche  die  Tangente  des  halben  Gesichtsfeldes  enthalten, 
vernachlässigt,  die  minder  bedeutenden,  von  dem  Oeirnungshslbmesser 
abhängenden,  dagegen  beibehalten.  Dasselbe  findet  auch  mehr  oder 
weniger  bei  den  meisten  übrigen  Instrumenten  statt;  kein  Wunder 
also,  wenn  die  hiernach  berechnete  Gestalt  der  Gläser  mit  der  durch 
die  Erfahrung  gefundenen  nicht  übereinstimmt,  und  Klagen  der  Künst- 
'  1er  über  die  Unrichtigkeit  der  angeblichen  Theorie  entstehen. 

2)  Um  diese  N'achtheile  zu  beseitigen,  hat  zuerst  Klügel  bei  den 
achromatischen  Objecliven  eine  strenge  trigonometrische  Rechnung  an 
die  Steife  der  Näherungsformeln  gesetzt,  welche  Methode  seitdem  bei 
allen  genauen  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  beibehalten 
und  weiter  ausgebildet  wurde,  wobei  Klügel,  Bohnenbcrger.  Gauss, 
Herschel  und  Littrow  verschiedene  Bestimmungen  der  bei  einem 
zweifachen  Objective  übrig  bleibenden  willkührlichcn  Grössen  in  Vor- 
schlag brachten.  Sodann  haben  Malus  und  Hamilton  allgemeine  ana- 
lytische Formeln  zur  Berechnung  der  Lage  der  gebrochenen  und  re- 
flectirten  Strahlen  gegeben,  und  sehr  merkwürdige  Eigenschaften  der- 
selben entdeckt,  wodurch  man  in  den  Stand  gesetzt  wird,  genaue 
Rechnungen  hierüber  ohne  Anwendung  von  Näherungen  anzustellen, 
oder  die  letzteren,  wenn  man  sie  vorzieht,  so  weit  zu  treiben,  als  es 
die  Umstände  erfordern.  Es  unterliegt  hiernach  keinem  Anstände^ 
sich  zur  Auflosung  der  in  der  Optik  vorkommenden  Probleme  im  All- 
gemeinen entweder  der  genauen  trigonometrischen  Formeln  zu  be- 
dienen, welche  aber  alsdann  auch  auf  die  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
genden Strahlen  ausgedehnt  werden  müssen,  oder  die  erwähnten  ana- 
lytischen Formeln  anzuwenden.  Beide  Methoden  führen  indessen  zu 
mühsamen  Hechnungen  und  bestimmen  nur  die  Lage  einzelner  Strahlen, 
oder  die  auf  ihre  Durchschnitte  sich  beziehenden  Curven  und  Flächen, 
woraus  es  in  vielen  Fällen  schwierig  ist,  die  vnri heilhafteste  Ein- 
richtung eines  Instrumentes  abzniciten. 


I 


EINLEtTCNe.  3 

Diese  Gründe  msphen  es  daher  wünsehenswerth.  ftir  den  be- 
^  «täadi^n  Gebrnucb  in  der  Optik  Näheruiio;j;roriueln  za  erhalten,  welche 
bei  einer  einfachen  l<'orni  eine  für  dieAasübun^  biiilan^lidie  Genauig- 
keit gewähren.  Solche  Furmcln  sind  um  so  nützlicher,  da  in  allen 
Fällen,  Jo  denen  die  Abweichungen  nicht  so  vollkominen  als  möglich 
aiirgehoben.  sondern  nur  vermindert  werden  können,  eine  approxi- 
mative Berechnung  derselben  hinreicht,  in  denjenigen  Fallen  dngegen, 
wo  eine  grössere  Scharfe  nothwendig  ist,  die  Anwendung  der  ge- 
nauen {■'ormeln  sehr  durch  eine  vorläufige  genäherte  Rechnung  er- 
leichtert wird.  Ausserdem  ist  es  auch  von  Interesse,  die  verschie- 
denen Abweichungen  abgesondert  auszudrücken,  weil  hierdurch  am 
leichtesten  die  Mittel  zu  ihrer  Aufhebung  oder  Verinindening  gefun- 
den werden  können,  welches  bei  den  genauen  Formeln  nicht  durch- 
gängig, wohl  aber  bei  den  \aherungsforincln  statt  findet. 

33  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  hnbeu  mich  schon  vor 
|:erauiDer  Zeit  veranlasst,  die  Formeln  der  analytischen  Optik  von 
?jeuem  und  unter  der  Voraussetzung  zu  entwickeln .  dnss  die  Tangente 
des  halben  Gesichtsfeldes  eben  so,  wie  der  Ooffnungshalbmesser  be- 
iiandell,  und  diejenigen  Glieder  der  höheren  Ordnungen  beibehalten 
werden,  welche  nicht  als  unbedeutend  zu  betrachten  .sind.  Ich  habe 
■Dich  ferner  bemüht,  eine  all^remetne  Methode  aufzusuchen,  wodurch 
die  .\nwendung  jener  Formeln  auf  einzelne  Falle  so  viel  als  möglieb 
erleichtert  und  das  verlangte  Resultat  auf  unzweideutige  Weise  er- 
hallen wird.  Da  jedoch  hierbei  viele  Nehenuinslande  in  Betracht 
kommen,  welche  nothwendig  berücksichtigt  werden  müssen,  wenn 
die  Unlersuchungen  nicht  einseitig  ausfallen  sollen,  so  wird  dadurch 
dieEnlwickelung  etwas  weilläuftig,  und  oft  können  Gegenstände,  die 
hierauf  Bezog  haben,  nicht  an  derjenigen  Stelle  vorgetragen  werden, 
welche  sonst  für  den  sysleiualischen  Vortrag  die  passeiidi^te  seyn 
würde,  weil  dazu  Vorkenntnisse  erforderlich  sind,  die  erst  später 
vorkommen.  Es  wird  daher  nicht  am  unrechten  Orte  seyn,  hier  eine 
üebersicht  über  den  Gang  der  L'ntersuchungen  vorauszuschicken,  um 
danach  den  Zusammenhang  derselben  desto  leichter  übersehen  zu 
können. 

43  Zuerst  beschäftige  ich  mich  mit  der  Brechung  des  Lichtes 
in  Flachen  von  beliebiger  Gestall.  und  bestimme  nach  der  von  Malus 
bereits  angewandten  Methode  die  Gleichungen  der  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahlen,  ohne  dabei  Näherungen  zu  gebrauchen.  Zur 
leichteren  Entwtckclung  der  dadurch  erhaltenen  Formeln  ist  es  jedoch 
nothwendig,  ihnen  eine  etwas  veränderte  Gestalt  zu  geben,  wodurch 
sie  zugleich  auf  die  Reflexion  anwendbar  werden,  da  sich  bekannt- 
lich die  Brechung  in  jene  verwandelt,  wenn  das  Brechungsverhallniss 
=1  —  I  gesetzt  wird,  üebrigens  sind  diese  Formeln  von  den  Theorieen 
über  die  Entstehung  des  Lichtes  völlig  onabhangig,  indem  ihnen  nur 
die  durch  die  Beobachtung  bestätigten  Gesetze  der  Refraction  zur 
Grundlage  dienen. 
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t  leicht  KD    I 

brechende     ^ 


Von  dem  so  eben  betrachteten  allgemeinen  Falle  ist  es  I 
dem  specielleren  über  zu  ^ehen,  in  welchem  sammtliche  brechende 
Flächen  als  Ku|;elt1ächen  angenommen  werden,  deren  Millelpunkle 
sich  in  einer  und  derselben  geraden  Linie,  äer  Axe  des  Intirumciitet, 
befinden.  Dieser  Fall  begreift  die  gewöhnlichen  dinplrischcn  und 
katoptrischen  Werkzeuge  in  sich,  indem  sich  das  System  von  Ktigel- 
flüchen  in  ein  System  von  Linsengläsern  oder  von  sphärischen  Spiegeln 
verwandelt,  je  nachdem  man  die  Zwischenräume  jener  Flachen  ab- 
wechselnd mit  Glas  und  Luft  ausgefüllt  denkt,  oder  dem  Brechnngs- 
verbältnisse  den  oben  erwähnten  Werlh  beilegt, 

Nach  einer  schon  von  Biet  gemachten  Bemerkung  werden  die 
optischen  Formeln  symmetrischer,. wenn  man  annimmt,  dnss  die  cod- 
cave  Seite  säramllicher  brechenden  Flachen  dem  Gegenstände  zuge- 
kehrt sey;  da  diese  Voraussetzung  keinerlei  Nachtheile  in  der  An- 
wendung herbeiführt,  so  habe  ich  sie  hier  ebenfalls  zu  (>rund  gelegt. 

Sodann  ist  es  bequem,  den  Formeln  bei  der  ferneren  Enl- 
wickehmg  die  in  der  Optik  bisher  gebräuchliche  Gestalt  zu  geben, 
wonach  sie  Functionen  von  den  Vereinigungsweilen  der  Cenlralslrahlen 
sind.  Ein  einfaches  Mitlei  hierzu  bietet  die  schickliche  Wahl  des 
bei  den  Gleichungen  der  gebrochenen  Strahlen  angenommenen  Coor- 
dinatensystems  dar.  Zu  dem  Ende  lasse  ich  eine  der  Coordinalenaxen 
mit  der  Axe  des  Instrumentes  zusammenfallen  und  lege  eine  der 
coordinirlen  Ebenen  durch  den  leuchtenden  Punkt,  von  welchem  die 
Lichtstrahlen  ausgehen,  den  Ursprung  der  Coordinalen  aber  nach 
jeder  Ureehung  in  den  Scheitel  der  corrcspondirenden  brechenden 
Fläche. 

Bestimmt  man  nun  die  Durchschnittspunkte  der  gebrorhenen 
Strahlen  mit  jener  coordinirlen  Ebene,  so  sind  ihre  .\bscissen  von 
den  erwähnten  Vereinigungsweilen  nur  um  kleine  Grössen  von  der 
Ordnung  der  Abweichungen  verschieden,  daher  es  leicht  wird,  die 
lelzleren  statt  der  ersleren  in  den  Formeln  einzuführen.  Obgleich 
das  gewählte  Coordinalensysleni  nur  speciell  ist.  so  bietet  doch  die 
Auflösung  eine  hinreichende  Allgemeinheil  dar,  indem  die  Coordinaleo 
sehr  leicht  durch  die  bekannten  Formeln  in  andere  beliebige  verwandelt 
werden  können;  bei  den  Anwendungen  zeigt  sich  jedoch  jenes  System 
■als  das  bequemste,  daher  es  unnütz  ist,  die  Verwandlung  im  Allge- 
meinen vorzunehmen. 

53  Bis  hierher  sind  die  Formeln  vollkommen  genau ;  zur  Erhaltung 
bequemer  NäherungsformelD  ist  es  jedoch  nölhig,  sie  in  Beihen  za 
entwickeln. 

Als  kleine  Grössen,  nach  denen  die  Beihen  geordnet  werden, 
nehme  ich  hierbei  die  Coordinaten  des  Einfallspunkles  des  Strahles 
auf  der  ersten  brechenden  Fläche  an,  sodann  die  Tangente  des  Win- 
kels, welchen  eine  von  dem  leuchtenden  Punkte  nach  dem  Scheitel 
jener  Fläche  gezogene  Linie  mit  der  Axe  des  Instrumentes  macht. 
Aas  den  ersleren  tässt  sich  der  OelTnnngshatbmesser  leicht  ableiten, 
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und  der  letztere  Winkel  verwandelt  sich  in  das  halbe  Gesichtsfeld, 
wenn  der  leuchtende  Punkt  an  der  Grenze  desselben  angenommen 
wird,  daher  die  Formeln  hierdurch  die  verlangte  Einrichtung  erhalten. 
Theiit  man  nun  die  Glieder  der  Reihen  so  in  Ordnungen  ab,  dass  die 
Ordnungszahl  jedesmal  die  Stelle  aiigiebt.  welche  das  Glied  in  der 
Reihe  einnimmt,  so  enthalten  die  Glieder  der  ersten  Ordnung  genäherte 
Ausdrücke,  ohne  Rücksicht  auf  die  Abweichungen;  die  Glieder  der 
höheren  Ordnungen  dagegen  bestimmen  die  Abweichungen  wegen  der 
Gestalt  in  und  ausserhalb  der  Axe.  deren  bedeutendste  Theile  diejenigen 
der  zweiten  Ordnung  ausmachen.  Fangt  man  mit  den  Grossen  der 
ersten  Ordnung  an,  geht  dann  nach  und  nach  zu  den  folgenden  über, 
Bod  behalt  in  der  dritten  Ordnung  nur  diejenigen  Glieder  bei,  welche 
merkliche  Werthe  erhalten  können,  so  wird  die  Entwickeluiig  einfach 
und  führt  zu  endlichen  DilTerenzengleichungen ,  deren  Integrale  leicht 
erhalten  tverden. 

Ungeachtet  der  angegebenen  Abkürzungen  werden  die  Formeln 
doch  noch  sehr  weitlauflig,  daher  es  zur  Erleichterung  der  Rechnung 
nothwendig  ist ,  alle  Mittel  zu  ihrer  Vereinfachung  anzuwenden.  Hierzu 
kann  vorzüglich  der  Umstand  benutzt  werden,  dass  es  bei  den  meisten 
optischen  Untersuchungen  hinreicht,  die  Lage  der  gebrochenen  Strahlen 
iD  der  Nahe  des  letzten,  durch  sie  hervorgebrachten  Bildes  zu  kennen, 
um  dasselbe  so  vollkommen  als  möglicii  zu  machen,  bei  welcher 
Voraussetzung  viele  Glieder  unmerklich  sind,  und  daher  vernachiüssigt 
werden  können. 

Ausserdem  ist  die  Berücksichtigung  der  zur  dritten  Ordnung 
^hörigen  Grössen  nur  in  dem  Falle  noihwcndig,  wenn  durch  die 
besondere  Einrichtung  des  Instrumentes  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung 
fast  günzlich  aufgehoben  werden,  wie  es  z.  U.  beiden  acbroraatischea 
Objectiven  statt  findet.  Bei  der  Entwickelung  der  ersteren  Grössen 
kann  man  daher  die  letzteren  als  zu  derselben  Ordnung  gehörig  be- 
trachten, wodurch  sich  die  Formeln  bedeutend  simpliUciren. 

6^  Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  auf  die  verschiedene  Brechbarkeit 
der  farbigen  Strahlen  Rücksicht  zu  nehmen.  In  den  genauen  Formeln 
ist  hierzu  weiter  nichts  erforderlich,  als  bei  jeder  Farbe  das  ihr  ent- 
sprechende Brecbungsverhaltniss  zu  gebraueben;  in  den  Naherungs- 
fomeln  dagegen  ist  es  zweckmässig,  die  aus  diesem  Umstände  ent- 
springenden Glieder  von  den  übrigen  abzusondern.  Man  gelahgt  hierzu, 
wenn  man  zuerst  unter  den  verschiedenen  farbigen  Strahlen  einen 
nach  Willkühr  auswählt,  welchen  man  als  den  mittleren  ansieht,  ohne 
Jedoch  vorerst  eine  Bestimmung  über  seine  Farbe,  oder  was  hiermit 
'  etoerlei  ist,  über  seine  Lage  im  Spectrum  zu  machen;  wenn  man  so- 
dann für  einen  anderen  Strahl  von  beliebiger  Farbe  die  Formeln  so 
entwickelt,  dass  der  Unterschied  zwischen  den  Brechungsverhält- 
nissen beider  Strahlen  als  eine  kleine  Grösse  betrachtet  wird. 

Die  Erfahrung  zeigt  jedoch,  dass  sich  dieser  Unterschied  bei 
verschiedenen  brechenden  Körpern  nicht  nach  einerlei  Gesetz  verändert, 
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wtiDn  man  von  einem  Tarbigen  Strahle  zu  einem  andern  iibergelil. 
lim  daher  die  Anzahl  der  veränderlichen  Grossen  so  viel  als  möglich 
zu  vermindern,  kann  man  einen  brechenden  Körper  nach  Willkühr 
wählen,  um  ihn  xiir  Vergleichung  der  übrij^en  zu  gebrauchen.  >Sieht 
man  alsdann  bei  dem  ersleren  den.  den  einzelnen  farbigen  Strahlen 
entsprechenden,  unterschied  desBrechungsverhältnisses  als  die  absolute 
veränderliche  Grösse  an,  so  sind  die  correspondirenden  Lnterschiede 
der  übrigen  Körper  als  F'unclionen  von  Jenem  zu  betrachten,  welche 
wegen  der  Kleinheit  desselben  in  Reihen  verwandelt  werden  können. 
Hierdurch  entstehen  in  den  Gleichungen  der  gebrochenen  Ntrahlen 
Glieder,  welche  die  durch  die  verschiedene  Brechbarkeit  oder  Farben- 
zerstreuung hervorgebrachten  Abweichungen  in  und  ausserhalb  der 
Axe  ausdrücken.  Zur  zweiten  Ordnung  werden  hierbei  diejenigen 
gerechnet,  welche  die  erste  Potenz  jenes  L'uterschiedes  enthalten,  zur 
dritten  Ordnung  dagegen  diejenigen,  die  Iheils  von  dem  Quadrate 
desselben,  theils  von  der  Farbenzerstrcuung  und  Abweichung  wegen 
der  Gestalt  zugleich  abhangen. 

?3  Uurch  die  Vereinigung  der  nach  den  angegebenen  Prineipieo 
entwickelten  Glieder  werden  endlich  die  Gleichungen  der  Strahlen 
nach  den  verschiedenen  Brechungen  und  die  Coordinaten  ihrer  Dnreh- 
schnitts|iunkte  mit  den  brechenden  Flachen  erhalten,  wodurch  Alles 
gegeben  ist,  was  auf  die  Lage  der  Strahlen  Bezug  hat,  da  hierbei 
auf  sämmtliche  Abweichungen  wegen  der  Gestall  undParbenzerstreuung 
die  geeignete  Uücksicht  genommen  wurde. 

Die  Formeln  enthalten  jeilocli  mehrere  Grössen,  welche  theils  - 
willkührlich  angenommen,  iheils  durch  die  Integration  der  endlichen 
DilTerenzengleichungen  eingeführt  worden  sind,  es  ist  daher  noihwendig, 
dieselben  für  die  in  der  Ausübung  gewöhnlich  eintretenden  Falle  zu 
bestimmen  und  zugleich  einige  ^'ebenumslünde  zu  berücksichtigen, 
w*elche  bei  der  Enlwickelung  der  Formeln  noch  nicht  in  Betracht  ge- 
zogen werden  konnten. 

8^  Die  erste  Bestimmung  der  Art  betrifft  die  Einfallspuncte  der 
Strahlen  auf  der  ersten  brechenden  Flache,  deren  Coordinaten,  nebst 
einer  davon  abhängenden  Conslante,  in  den  Formeln  als  beliebig  ange- 
nommen wurden.  Da  nämlich  in  den  Instrumenten  hiiulig  Blendungen 
angebracht  werden,  welche  einen  Theil  der  einfallenden  Strahlen  auf- 
fangen, so  ist  es  nölhig,  jene  Coordinaten  auf  eine  solche  Weise  auszu- 
drücken, dass  man  in  den  Stand  gesetzt  wird,  die  durch  die  Blen- 
dungen unwirksam  gewordenen  Strahlen  auszusehliessen. 

Ich  setze  hiernach  voraus,  dass  an  einer  beliebigen  Steile,  in 
einer  auf  der  Axe  des  Instrumentes  senkrecht  stehenden  Ebene,  eine 
die  Lage  der  Strahlen  bestimmende  Blendung  befindlich  ist,  welche 
ich  die  Hnuplblendung  nenne.  Führt  man  nun  in  den  Formeln  statt 
der  Coordinaten  der  Einfallspunkle  der  Strahlen,  die  ihrer  Durchschnitte 
mit  der  Ebene  der  Hauptblendung  ein,  so  wird  der  beabsichtigte 
Zweck  erreicht,  wenn  man  jene  Durchschnitte  stets  so  annimmt,  dass 
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sie  innerhalb  der  Oeffnung  der  Hauptblendung  lieg:en.  Die  obi»;c  Vor- 
aussetzung ist  übrigens  allgemein  und  begreift  selbst  diejenigen  In- 
strumente in  sich,  an' welchen  keine  eigentliche  Ulendungen  angebracht 
sind,  indem  bei  diesen  entweder  die  Fassung  des  Objectivs,  oder  die 
Papille  lies  hinter  ihnen  befmdlicheD  Auges  die  Stelle  der  Haupt- 
Uendung  vertritt. 

9^  Eine  zweite  Bestimmung  ist  in  Bezug  auf  diejenigen  Con- 
•tanten  oothig,  welche  durch  die  Integration  der  endlichen  DifTerenzen- 
gleichungeu  eingerührt  weiden,  und  kleine  Aenderungen  in  der  Lage 
des  leuchtenden  Punktes  sowohl,  als  des  Eiiifallspunktcs  ausdrücken. 
Sie  wurden  in  den  ullgcmeinen  Formeln  beibehalten,  um  dieselben  auf 
die  Verbindung  des  Instrumentes  mit  dem  Auge  anwenden  zu  können, 
die  als  zwei  Instrumente  von  derselben  Art  zu  betrtichten  sind.  So- 
bald aber  nur  von  einem  Instrumente  die  Rede  ist.  und  der  leuchtende 
Punkt  eine  unveränderliche  Lage  behält,  sind  alle  jene  Conslaoten  =^  0 
und  fallen  daher  aus  den  Formeln  weg.  Dagegen  ist  es  in  Bezug 
auf  die  Fernrohre  wichtig,  den  Einfluss  zu  berechnen,  den  eine  Ver- 
änderung in  der  Entfernung  des  Gegenstandes  auf  die  Lage  der  ge- 
brochenen Strahlen  üussert.  Bliebe  die  Einrichtung  des  F'ernrohres 
stets  unverändert ,  so  würde  jener  Einlluss  ebenfalls  durch  die  erwahnteD 
Constanten  bestimmt  werden  können;  sobald  man  aber  dasselbe  nach 
verschieden  entfernten  Gegenständen  richtet ,  verschiebt  man  zugleich 
die  Oculare,  um  das  von  demObjectlve  hervorgebrachte  Bild  jederzeit 
deutlich  zu  sehen,  und  aus  diesem  Grunde  kauu  das  Fernrohr  keines- 
wegs als  ein  unveränderliches  Instrument  betrachtet  werden.  Es  ist 
daher  nöthig,  hierüber  eine  besondere  Untersuchung  mit  Berücksich- 
tigung des  letzteren  Umstandes  anzustellen,  und  die  dadurch  entstehen- 
den Glieder  den  Formeln  zuzusetzen. 

lOJ  Eine  wettere,  unserem  Zwecke  entsprechende  Modification 
der  Formeln  wird  durch  die  Einfuhrung  des  Üauplslrahlts  bewirkt. 
Man  verstand  bekanntlich  bisher  unter  jenem  Strahle  gewöhnlich  den- 
jenigen, welcher  durch  die  Mitte  der  ersten  brechenden  Fläche,  oder 
des  ersten  Gla»!cs  geht,  wenn  seine  Dicke  vernachtässigt  wird.  Diese 
Definition  hatte  den  Zweck,  den  Hauptslrahl  zur  Bestimmung  der 
Ijage  der  übrigen  dazu  gehörigen  Strahlen  zu  benutzen,  ein  Zweck, 
welcher  in  der  Tliat  erreicht  wird,  so  oft  in  dem  Instrumente  keine 
abgesonderte  Hauplblendung  angebracht  Lst,  die  Fassung  des  Objectivs 
vielmehr  ihre  Stelle  vertritt.  In  diesem  Falle  bilden  nämlich  die  von 
demselben  leuchtenden  Punkte  ausgehenden  Strahlen,  oline  Hücksicht 
auf  die  Abweichungen,  nach  den  verschiedenen  Brechungen  Kegel  mit 
kreisförmigen  Basen,  deren  Axen  mit  dem  Hauptstrahic  zusammen- 
fallen, und  in  deren  Scheitel  sich  die  nach  jenen  Brechungen  ent- 
stehenden Bilder  befinden,  wonach  die  Lage  der  Strahlen  allerdings 
von  der  Lage  des  Ilauptstrahles  abhängt.  Anders  verhiilt  sich  aber 
die  Sache,  wenn,  wie  wir  oben  gethan  haben,  an  einer  beliebigen 
JStelle  des  Instrumentes  eine  llauptblendung  angenommen  wu'd.    Setzt 
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man,  wie  es  gewöhnlich  statttinilet ,  voraus,  dttss  dieselbe  die  Gestalt 
eines  Kreises  hat,  dessen  Mittelpunct  in  der  Axe  des  Instrumentes 
liegt,  so  bilden  die  Strahlen  nitch  den  verschiedenen  Brechungen  zwar 
ebenso,  wie  in  dem  vorhergehenden  Falle.  Kegel  mit  kreisförmigen 
Basen;  ihre  Axen  fallen  aber  nunmehr  mit  demjenigen  Strahle  zu- 
sammen, dessen  Durchschnittspunkt  mit  der  Ebene  der  Hanplblendung 
in  der  Axe  des  Instrumentes  liegt.  Da  nun  der  letztere  Fall  der  all- 
gemeine ist,  welcher  den  ersteren  in  sich  begreift,  und  bei  der  Enl- 
wickelonj;  der  Formeln  vorausgesetzt  wurde,  so  isl  es  zweckmässig, 
die  Definition  des  Hauptstrahles  hiernach  abzuändern,  so  dass  unter 
diesem  der  zuletzt  erwähnte  Strahl  verslanden  wird.  Die  folgenden 
Unlersutrhungen  zeigen  ferner,  dass  es  am  bequemsten  ist,  den  auf 
diese  Weise  bestimmten  Haupistrahl  von  mittlerer  Brechbarkeit  anzu- 
nehmen, weil  hierdurch  alle  auf  die  Undeutlichkcit  sich  beziehende 
Abweichungen  in  einer  einzigen  Formel  begrifTeu  werden,  was  bei 
der  später  gebrauchten  Methode  nothwendig  ist. 

Sehen  wir  jetzt  den  Hauptstruhl  als  eine  Axe  an,  auf  welche 
die  Lage  der  übrigen  dazu  gehörigen  Strahlen  bezogen  wird,  so  ist 
es  leicht,  die  Gleichungen  derselben  hiernach  zu  modiüciren,  wozu 
weiter  nichts  erforderlich  ist,  als  die  beiden,  auf  der  Axe  des  Inslrn- 
mentes  senkrecht  stehenden  Coordinaten  eines  jede»  Strahles  von  dem 
seiner  Abscisse  zugehörigen  Punkte  des  Hauptstrahles  an  zu  zählen. 
Fügt  man  sodann  zu  den  auf  diese  Weise  ausgedrückten  Gleichungen 
noch  die  des  Haiiptsirahics,  welche  ohne  Mühe  aus  den  allgemeinen 
Gleichungen  erhalten  werden,  s«  reichen  dieselben  hin,  um  die  Lage 
der  Sirahlen,  nicht  nur  gegen  den  Hanptstrahl,  sondern  auch  gegen 
die  Axe  des  Instrumentes  zu  bestimmen,  und  treten  daher  an  die 
Stelle  der  ursprünglich  gefundenen  Gleichungen. 

11^  Die  ohne  Anwendung  von  Näherungen  erhaltenen  Gleichungen 
der  einfüllenden  Strahlen  können  auf  ähnliche  Weise  behandeil  werden, 
wie  es  bei  den  gebrochenen  Strahlen  geschehen  ist.  um  daraus  Nähe- 
rungsformeln abzuleilcn.  Die  letzleren  folgen  aber  auch  unmittelbar 
aus  denen  der  gebrochenen  Strahlen,  wenn  man  voraussetzt,  dass 
jeder  Strahl,  ehe  er  die  erste  brechende  Fläche  trifft,  durch  eine  ein- 
gebildete Flache  gegangen  ist.  welche  mit  jener  zusammenfällt  und 
keine  brechende  Kraft  ausübt,  bei  welcher  Voraussetzung  der  durch  die 
eingebildete  Fläche  gebrochene  Sirahl  mit  dem  einfallenden  einerlei  isl. 

lÄj  Nachdem  auf  diese  Weise  die  Gleichungen  der  einfallenden 
nnd  gebrochenen  Strahlen  auf  eine  für  die  Ausübung  beifueme  Art 
entwickelt  worden  sind,  können  dieselben  auf  die  lurzüglichsten,  all- 
gemeinen Probleme  der  Optik  angewandt  werden.  Diese  Probleme  sind 
von  zweierlei  Art;  bei  einigen  nämlich  genügt  eine  genäherte  Auf- 
lösung, so  dass  die  Grössen  der  ersten  Ordnung  hierzu  hinreichen, 
andere  hingegen  erfordern  die  Beriicksirhtigung  der  Glieder  höherer 
Ordnungen.  Behält  man  nun  in  den  nach  dem  Obigen  entwickelten 
Formeln  nur  die  ersteren  Grössen  bei,  so  werden  dadurch  die 
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Iftsungen  der  Probleme  der  ersten  Ordnung  sehr  leichl  erhalten.  Z« 
den  hierdurch  bestimmten  Georenständen  gehören:  die  Vereinigun^- 
ireilen.  sowohl  der  Hanptstrahien,  als  der  übrigen  dazu  gehörigen 
Strahlen,  die  Lage  und  Grösse  der  Bilder,  die  Winkel  zwischen 
den  Projectionen  der  Strahlen  und  der  Axe  des  Instrumentes,  die 
verschiedene  Lage  der  gebrochenen  Strahlen,  die  wegen  der  Hellig- 
keit Hnd  des  Ccsicbtsfchles  erforderlichen  Oeffnungen  der  brechenden 
F'Ucheii  und  derjenigen  Blendungen,  welche  ausser  der  Ilauptbicndung 
noch  im  Instrumente  vorhanden  sind. 

Eine  besondere  Untersuchung  wird  durch  die  verschiedene  Ein- 
richtung der  Instrumente  veranlasst.  Einige  nämlich,  welche  ich 
itutrtnnenle  der  ersten  Art  nenne,  z.  B.  die  Camera  obscura  etc. 
entnerfen  von  dem  Gegenstande  ein  Bild  auf  einer  Ebene,  bei  andern 
dagegen,  den  Inslrumenlen  der  ^weilen  Arf,  fallen  die  Strahlen 
nach  der  letzten  Brechung  unmittelbar  in  das  dahinter  befindliche 
Auge.  Die  letzteren  machen  eine  approximative  Berechnung  des  Auges 
Qolhwendig.  um  sodann  auf  die  Verbindung  desselben  mit  dem  lo- 
ntrumente  überzugehen .  welche  ich  unter  zwei  verschiedenen  Voraus- 
setzungen betrachte.  Es  kann  nämlich  zuerst  angenommen  werden, 
dass  sich  das  Auge,  ohne  seinen  Ort  zu  verändern,  in  der  Axe  des 
Instrumentes  befindet,  in  welchem  Falle  beide  zusammengenommen 
als  ein  System  von  brechenden  Flächen  anzusehen  sind.  Da  jedoch 
die  Erfahrung  zeigt,  dass  das  Auge  bei  unveränderter  Lage  seiner 
Axe  nur  ein  sehr  kleines  Gesichtsfeld  deutlich  sieht,  und  sich  daher 
successiv  nach  den  verschiedenen  Punkten  eines  Gegenstandes  richtet, 
den  es  betrachten  will,  so  untersuche  ich  auch  noch  die  der  Natur 
mehr  entsprechende  Hypothese,  wonach  das  Auge  bei  dem  Gebrauche 
optischer  Werkzeuge  zwar  in  einerlei  Entfernung  von  der  letzten 
brechenden  Flache  bleibt,  dagegen  bei  der  Betrachtung  eines  jeden 
Punktes  des  Gesichtsfeldes  seine  Axe  so  richtet,  dass  sie  mit  dem 
jenem  Punkte  correspondirenden  Hauptstrahle  zusammenfallt.  Unter 
beiden  Voraussetzungen  bestimmen  die  Formeln  den  Ort  des  Auges, 
so  oft  er  nicht  willkührlich  ist,  und  den  Hiilbmesser  des  in  das  In- 
strument fallenden,  wirksamen  Strahlenkegcls,  wenn  dieser  von 
der  OclTnung  der  Pupille  abhängt. 

Ferner  werden  die  zur  Berechnung  der  Vergrösserung,  der 
Lichtstärke  und  des  Gesichtsfeldes  erforderlichen  Formeln  für  beide 
Arten  von  Instrumenten  sehr  leicht  erhalten  und  auf  eine  solche 
Weise  ausgedrückt,  dass  sie  bei  den  folgenden  Untersuchungen 
brauchbar  sind. 

In  Bezug  auf  das  Gesichtsfeld  müssen  wir  jedoch  noch  eine 
Bemerkung  machen.  Das  Gesichtsfeld  hängt  näjnlich  im  Allgemeinen 
von  den  OelTnungen  der  brechenden  Flächen  ab.  Sobald  man  nun 
bei  den  Ocularen  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt  ausserhalb  der 
Axe  vernachlässigt,  wie  es  in  den  bisher  gebrauchlichen  Näherungs- 
formeln geschah,  so  entsteht  die  Besorgniss ,  dass  jene  unbekannten 
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Abweichungen  allzu  bedeutend  werden  möchten ,  wenn  die  Oeffnungen 
die  wegen  des  Gesiirlitsfeldes  erforderliche  Grösse  erhallen, 
veranlasste  Eulern.  in  den  Formeln  die  so  genannten  OelTnungsmKasse 
(rationes  aperturarum)  einzurühren,  worunter  er  die  in  aliquoten 
Theilen  der  Brcnnweilcn  ausgedrückten  Oelfnungshaibmesser  ver- 
steht; damit  man  in  den  Stand  gesetzt  wird,  die  Einrichtung  des 
Instrumentes  so  zu  treffen,  duss  bei  keiner  brechenden  Fläche  die 
Oeffnung  einen,  als  zulässige  Grenze  angenommenen,  aliquoten  Theil 
ihres  Krümmungshalbmessers  übersteigt.  Werden  dagegen,  wie  es 
hier  geschieht,  die  erwähnten  Abweichungen  berücksichtigt  und  in 
den  einzelnen  Füllen  ihre  Grösse  berechnet,  so  fallt  jene  Besorgnis» 
weg,  und  es  zeigt  sich  bei  der  Ausübung,  dass  oft  gerade  solche 
Einrichtungen  den  Vorzug  verdienen,  bei  denen  die  in  aliquoten 
Theilen  der  Krümmungshalbmesser  ausgedrückten  Oeffnungen  grössere 
VVerthe  erhalten.  Hiernach  hat  bei  der  den  Formeln  von  mir  ge- 
gebenen Einrichtung  die  Einführung  der  Oeffnungsmaasse  in  dieselben 
keinen  Zweck,  und  es  ist  vorzuziehen,  diejenigen  Bezeichnungen 
zu  wählen,  welche  die  Berechnung  der  Coefficienten  am  meisten 
erleichtern.  Aus  dieser  Betrachtung  erhellet  übrigens ,  dass  das 
Gesichtsfeld  nur  durch  die  Verminderung  der  Abweichungen  ausser- 
halb der  Axe  vergrossert  werden  kann,  deren  Berechnung  daher 
auch  in  dieser  Beziehung  sehr  nothwendig  ist. 

13)  Uie  Aullösung  der  Probleme  höherer  Ordnungen  erfordert 
eine  nähere  Betrachtung  der  Abweichungen,  wozu  die  gefundenen 
Gleichungen  der  gebrochenen  Strahlen  in  der  Nahe  des  Bildes  ein 
leichtes  Mittel  an  die  Hand  geben.  Da  wir  nämÜch  den  Hauptstrahl 
als  eine  Axe  angesehen  haben ,  von  welcher  die  beiden,  auf  der 
Axe  des  Instrumentes  senkrecht  stehenden  Coordinafen  der  übrigen 
Strahlen  gezahlt  werden,  so  drücken  diese  Coordinaten  die  der 
Abscisse  entsprechenden  und  parallel  mit  den  Coordinatenaven 
gemessenen  Entfernungen  der  Strahlen  von  dem  Hauptstrahle  aus, 
und  können  die  iSeilenabwetchungen  derselben  genannt  werden. 
Je  kleiner  sie  bei  dem  dazu  gehörigen  Bilde  sind,  desto  mehr  nähert 
«ich  die  Lage  der  Strahlen  derjenigen,  welche  einer  vollkommenen 
Deutlichkeit  entspricht,  indem  sie  alsdann  den  Hauptstrahl  sämmihch 
in  einem  Punkte  durchschneiden  würden.  Für  die  folgenden  l'nter- 
HHchungen  ist  et«  bequem,  in  den  Ausdrücken  der  Seilenabweichungen 
die  Coordinaten  des  Einfallspunktes  auf  der  ersten  brechenden  Fläche 
in  Poiarcoordiuaten  zu  verwandeln,  deren  Ursprung  im  Hauptstrahle 
liegt.  Die  auf  diese  Weise  ausgedrückten  Formeln  enthalten  ent- 
weder Potenzen  von  trigonometrischen  Functionen  des  als  Absctssc 
dienenden  Winkels,  oder  trigonometrische  Functionen  der  Vielfachen 
desselben.  Da  wir  die  Eutwickelung  nur  bis  zur  dritten  Ordnung 
fortgesetzt  haben,  so  bestehen  die  Ausdrücke  der  Seitenabweichungen 
«UA  Gliedern,  welche  theils  zur  zweiten,  theils  zur  dritten  Ordnung 
gehören.     Die  ersteren   geben   die   verschiedenen    Abweichungen , 
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deren  bedeutendste  Theile  sie  ausmachen,  abgesondert  an.  DHuiUfrh 
die  Abweichungen  wegen  der  GestaJl  und  F'arbenzerstreuung  in  und 
ausser  der  Axe;  die  letzleren  enthalten  kleine  Correctionen .  welche 
Biir  genaueren  Berechnung  der  Abweichungen  an  jenen  angebracht 
iverden  müssen,  l'ebrigens  gelten  diejenigen  Glieder,  welche  sich 
■uT  die  Abweichungen  in  der  Axe  beziehen,  auch  für  die  Ausserhalb 
derselben  liegenden  Funkte .  und  es  kommen  bei  diesen  nur  noch  die 
äbrigeii  hinzu,  die  fiir  sie  allein  gültig  sind.  Ferner  müssen  wir 
bemerken,  dass  die  Formeln,  nach  der  ihnen  gegebenen  Einrichtung, 
ausser  den  eigentlichen  Abweichungen  auch  noch  die  zur  ersten 
Ordnung  gehörigen  Glieder  enthalten,  welche  in  den  Gleichungen 
der  gebrochenen  Strahlen  vorkommen,  und  um  desswillen  berück- 
sichtigt werden  müssen,  weil  es  erforderlich  ist.  die  Kntrernuug  der 
Strahlen  von  dem  Hauplstrahle  in  der  N&he  des  letzten  Bildes  zu 
ber^hncn,  diese  aber  ebenso  von  jenen  Gliedern,  wie  von  den  eigent- 
lichen Abweichungen  abhängt,  mit  denen  sie  daselbst  von  einerlei 
Ordnung  sind. 

Betrachten  wir  insbesondere  diejenigen  Ntrahlen.  welche  in 
g:leicher  Entrernung  von  dem  Hauptstrahle  auf  die  erste  brechende 
Flache  fallen,  denken  wir  uns  sodann  dieselben  in  der  durch  die  Ab- 

IsriKse  ausgedrückten  Entfernung  durch  eine  auf  der  Axe  des  In- 
strumentes senkrecht  stehende  Ebene  geschnitten,  so  können  wir 
die  auf  derselben  .slalltindenden  ^Seitenabweichungen  durch  eine  geo- 
melrische  C'on-stniction  versinnlichen.  Die  Ausdrücke  der  beiden 
Seilenabweichungen  enthalten  näinlich  mehrere  l'aare  von  Gliedern, 
die  von  demselben  Vielfachen  des  bei  den  Polarcoordinaten  als 
Abseisse  angenommenen  Winkels  abhängen.  Ware  nur  eines  dieser 
Paare  vorhanden,  so  würden  die  Durchschnittspuncte  aller  Strahlen 
mit  der  envahnten  Ebene  in  deiu  Imfange  einer  Ellipse  liegen, 
welche  sich  bei  einigen  derselben  in  einen  Kreis  verwandelt.  Wir 
können  uns  daher  die  Werthe  der  .Seitenabweichungen  aus  der 
Summe  der  Coordinaten  der  den  einzelnen  Gliedern  zugehörigen 
Eklipsen  und  Kreise  zusammengesetzt  denken,  wozu  ausserdem  noch 
einige  bestandige  Glieder  kommen. 

Die  Abweichungen  des  Hait|itstrahles  können  auf  ahnliche  Weise 
vermittelst  seiner  Gleichungen  bestimmt  werden,  wie  es  bei  den 
übrigen  Strahlen  geschehen  ist:  sie  beziehen  sich  aber  blas  auf  die 
Gestalt,  da  wir  den  Ilau))tslrahl  von  mittlerer  Brechbarkeit  ange- 
nommen haben.  Dagegen  sind  die  von  der  Farbenzerslreuung  ab- 
hängigen Abweichungen  desselben  unter  den  Seilenabweichungen 
enthalten  und  bilden  denjenigen  Theil  der  letzteren,  durch  welchen 
4er  farbige  Rand  hervorgebracht  wird. 

143  Befindet  sich  der  leuchtende  Punkt  in  der  Axe  des  Instru- 
mentes, so  schneiden  sich  bekanntlich  alle  in  einerlei  Entfernung 
von  derselben  einfallende,  gleich  gefärbte  Strahlen  in  einem  ihr 
ungehörigen    Punkte,    dessen   Entfernung    von    dem   Vereinigungs- 
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punkte  der  Centralstrnhlen  mittlerer  Brechbarkeit  die  Längeitab- 
weichung g;enanR(  wird.  Liegt  dagegen  der  leuchtende  Punkt  ausser 
halb  der  Axe,  so  tritt  der  Haupistrahl  an  die  Stelle  der  letzteren. 
Die  F'ornieln  zeigen  aber,  dass  alsdann  die  auf  ahnliche  Weise 
einfallenden  Strahlen  sowohl  den  Hauptstrahl  als  sich  wechselseitig 
nur  in  einzelnen  Fallen  durchschneiden,  daher  die  Benennung /.«n- 
genainceichung  in  dem  angegebenen  Sinne  nicht  hierauf  ausgedehnt 
werden  kann.  Will  man  sie  daher  allgemein  gebrauchen,  so  muss 
man  ihr  eine  andere,  auf  alle  Falle  passende.  Bedeutung  geben, 
welche  die  bisher  gebräuchliche  in  sich  begreift.  Diess  geschieht 
z.  B.  wenn  man  durch  die  Langenab  weichung  eines  Strahles  den 
Unterschied  zwischen  den.  mit  und  ohne  Rücksicht  auf  die  Ab- 
weichungen berechneten.  Abscissen  seines  Duchschnittspunktes  mit 
derjenigen  coordinirten  Ebene  bezeichnet,  in  welcher  sich  der  leuch- 
tende Punkt  befindet,  l'ebrigens  werden  bei  den  Anwendungen 
nach  der  von  mir  gewühlten  Methode  nur  die  Seitenabweichungen, 
und  keineswegs  die  Langenab weich ungcn  gebraucht,  daher  es  un- 
nütz ist,  sich  mit  diesen  weiter  zu  beschäftigen. 

153  Um  die  für  die  Seitenabweichungen  gefundenen  Formeln 
auf  die  verschiedenen  Instrumente  anzuwenden,  ist  es  noihwendig, 
die  beiden  Classen  zu  unterscheiden,  in  welche  wir  dieselben  ab- 
getheilt  haben. 

Bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art.  die  ein  Bild  des  Gegen- 
standes auf  einer  Projcctionsebcnc  entwerfen,  linden  die  erwähnten 
Formeln  unmittelbar  ihre  Anwendung,  wenn  man  unter  der  Abscisse 
den  Abstand  der  Projectionsebene  von  der  letzten  brechenden  Fläche 
versteht,  indem  alsdann  nicht  nur  die  Coordinaten  des  Durchschnit- 
tes des  Haupisirahles  mit  Jener  Ebene,  sondern  auch  die  auf  der- 
selben stattfindenden  Seilenabweichungen  der  übrigen  Strahlen  durch 
die  Formeln  ausgedrückt  werden. 

I63  In  Bezug  auf  die  Inirumente  der  zweiten  Art,  bei  denen 
die  Lichtstrahlen  nach  der  letzten  Brechung  unmittelbar  in  das  Auge 
fallen,  müssen  wir  die  Durchschniltspunkte  derselben  mit  der  Netz- 
haut suchen,  um  die  auf  dieser  entstehenden  Abweichungen  zu  be- 
stimmen. Wegen  der  Kleinheit  der  von  dem  Auge  herrührenden 
Theile  der  letzteren  ist  es  erlaubt,  die  brechenden  Flächen  desselben 
und  die  \elzhaut  als  sphärisch  zu  betrachten.  Nimmt  man  nun,  wie 
es  oben  geschehen  ist,  zuerst  an,  dass  sich  das  Auge,  ohne  seinen 
Ort  zu  verändern,  in  der  Axe  des  Instrumentes  berindet,  so  geben 
die  Formeln  sehr  leicht  die  Seitenabweichungen  der  Strahlen  auf 
der  Netzhaut. 

Mühsamer  wird  die  Untersuchung  bei  der  zweiten,  oben  ge- 
machten Hypothese,  wonach  das  Auge  bei  der  Betrachtung  eines 
jeden  Punktes  des  Gesichtsfeldes  stets  seine  Axe  nach  dem  dazu 
gehörigen  Hauptstrable  richtet.  Da  nämlich  bei  dieser  Voraussetzung 
die  Axen  des  Instrumentes  und  des  Auges  nicht  in  eine  gerade  Linie 
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f  Üillen,  so  ist  fs  zuerst  nothwendig' ,  die  Coordinalen  der  Strahlen 
■weh  ihrer  letzten  Brechung  durch  das  Instniment  in  andere  zu  ver- 
wandeln, welche  mit  denen  im  Auge  einerlei  Ursprung  und  Coordi- 
natenaxcn  haben.  Hierdurch  bestimmen  sich  in  Bezug  auf  das  Auge 
die  Constanten,  weU'he  in  den  Ausdrücken  der  Seitenabweichungen 
vorkommen,  so  dass  durrh  die  letzteren  die  auf  der  \elzhaul  ent- 
stehenden Abweichungen  berechnet  werden  können.  In  beiden  Fallen 
bleiben  die  allgemeinen  Formeln  der  Form  nach  ungeandert.  indem 
nur  ihr  gemeinschaftlicher  Factor  eine  Aenderung  erleidet  und  einige 
Glieder  hinzukommen,  welche  grösstenlheils  von  den  Brechungen  im 
Auge  und  von  der  Krümmung  der  N'etzhaut  herrühren  und  sich  mit 
denen  vereinigen,  die  sich  auf  das  Instrument  beziehen  und  gleiche 
Argumente  haben, 

17^  In  den  vorhergehenden  AuHÖsungen  haben  wir  bei  den  In- 
strumenten der  zweiten  Art  die  Abweichungen  auf  die  Xetzhaut  des 
Auges  bezogen,  es  kann  jedoch  auch  von  Interesse  sein,  sie  un- 
millelbar  kennen  zu  lernen.  L'm  dieses  auf  eine  bequeme  Weise  zu 
bewerkstelligen,  nehme  ich  einen  beliebigen,  vorerst  nocli  unbestimm- 
ten Punkt  des  Hauptstrahles  in  der  \ahe  des  letzten,  im  Instrumente 
enUlehenden  Bildes,  und  ziehe  von  demselben  nach  den  Einfalls- 
piinkten  der  Strahlen  auf  der  Hornhaut  des  Auges  in  Gedanken 
Linien,  welche  ich  die  hypolheliscken  Slralüen  nenne.  Fielen  nun 
mit  diesen  die  wirklichen  Strahlen  zusammen,  so  würde  eine  volU 
kommene  Deutlichkeit  statt  finden.  Bestimmt  man  daher  die  Winkel 
swisehen  beiden,  und  projirirt  sie  auf  zwei,  durch  den  Hauptstrahl 
gelegte  coordinirte  Ebenen,  so  sind  diese  projicirten  Winkel  die- 
jenigen, um  welche  die  Projectionen  der  Strahlen  von  der  Lage 
abweichen,  die  einer  vollkommenen  Deutlichkeit  entsprechen  würde. 
Sie  können  mithin  die  Winkelabneicktmgeii  genannt  werden.  Auch 
ihre  Ausdrücke  haben  dieselbe  F'orm.  wie  die  der  Seitenabweichungen, 
so  dass  die  letzteren  mit  einigen  Modifiral innen  auf  alle  betrachtete 
Fälle  anwendbar  sind. 

18^  Sowohl  bei  den  Instrumenten  der  ersten,  als  der  zweiten 
Art  ist  es  eine  nolhwendlge  Bedingung,  dass  das  Bild,  weiches  ent- 
weder auf  der  Projectionscbenc,  oder  der  N'etzhaut  entworfen  wird, 
so  ^enau  wie  möglich  mit  diesen  zusammenfällt,  welche  ich  mit  dem 
gemeinschaftlichen  Namen  Projection» fläche  bezeichne.  Ist  bei  der 
Construction  der  optischen  Werkzeuge  schon  darauf  Rüchsicht  ge- 
DOmmen,  dass  jener  Bedingung  sehr  nahe  Genüge  geleistet  wird^ 
so  kann  eine  vollkommene  Erfüllung  derselben  durch  kleine,  bei  dem 
Gebrauche  vorgenommene  Veränderungen,  aey  es  durch  eine  Ver- 
schiebung der  ProjectionsHache,  oder  durch  Abänderungen  in  den 
Entfernangen  und  Halbmessern  der  brechenden  F'lachen,  bei  Micro- 
•eopen  auch  durch  eine  Veränderung  in  der  Entfernung  des  Gegcn- 
sUndes,  bewirkt  werden.  Solche  Veränderungen  bringen  in  den 
Kormeln  Glieder  hervor,    welche   mit   den  ursprünglich  zur  ersten 
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Ordnung  g^ehöri^en  einerlei  Ar^imeiite  haben,  und  daher  mit  c 
vereinigt  werden  können.  Ihre  Grösse  würde  sieh  jedoch  nur  c 
berechnen  lassen,  wenn  die  var^enommeiten  Veränderungen  genau 
bekannt  wären,  was  aber,  namentlich  bei  dem  Auge,  nicht  der  Fall 
ist;  die  folgenden  rntersuchuagen  zeigen  indessen,  dass  eine  solche 
genaue  Kenntniss  jener  Glieder  Tür  die  Ausübung  kein  Interesse  hat, 
und  dnss  es  genügt,  die  Form  zu  kennen,  unter  welcher  sie  in  den 
Formeln  vorkommen. 

19j  Eines  der  wichtigsten,  zu  den  höheren  Ordnungen  gehörigen 
Probleme  ist  die  Bestimmung  der  grösstmöglichen  Deutlichkeit  bei 
den  optischen  Instrumenten.  Obgleich  die  für  die  Berechnung  der 
Abweichungen  gefundenen  Formeln  die  Grundlagen  zur  Anllösung 
jenes  Problemes  bilden,  so  ist  es  doch  schwierig,  daraus  unmittelbar 
unzweideulige  Resultate  zu  erhallen,  weil  sich  die  Formeln  nur  auf 
einen  leuchtenden  l'uiikt  und  einen  von  ihm  ausgehenden  Lichtstrahl 
beziehen,  und  sich  daraus  nicht  leicht  übersehen  lasst,  aufweiche 
Weise  man  dazu  gelangen  kann,  die  Abweichungen  bei  allen,  den 
s&mmllichen  Punkten  des  Gegenstandes  zugehörigen  Strahlen  so 
klein  als  möglich  zu  machen.  Es  ist  daher  nothwendig,  eine  Methode 
aufzusuchen,  wodurch  jene  Schwierigkeiten  beseitigt  werden.  Keine 
erfüllt  diesen  Zweck  leichter  als  die  in  so  vielen  anderen  Fällen 
mit  grossem  Vortheil  gebrauchte  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
über  deren  Anwendung  in  dem  vorliegenden  Falle  jedoch  einige  Be- 
merkungen gemacht  werden  müssen.  Waren  keine  Abweichungen 
vorhanden,  so  würden  alle  von  einem  Punkte  des  Gegenstandes  aus- 
gehende Strahlen  den  ihm  entsprechenden  Haupistrnht  in  einem  Punkte 
durchschneiden,  und  in  diesem  ein  vollkommen  deutliches  Bild  des 
ersteren  hervorbringen.  Konnte  nun  die  Projeclionsflache  eine  solche 
Gestalt  und  Lage  erhalten,  dass  die  Bilder  von  saminllichen  Punkten 
des  Gegenstandes  auf  dieselbe  fielen,  so  würde  darauf  eine  voll- 
kommen deutliches  Bild  des  ganzen  Gegenstandes  entstehen.  Anders 
verhält  sich  aber  die  Sache  in  der  Wirklichkeit.  Die  demselben 
leuchtenden  Punkte  zugehörigen  Strahlen  durchschneiden  wegen  ihrer 
Abweichungen  die  Projectionsllüche ,  welche  Lage  ihr  auch  gegeben 
wird,  in  verschiedenen,  mit  dem  Durchschnitlspunkte  des  Haupt- 
strahles nicht  zusammenfallenden  Punkten,  und  bringen  dadurch  einen  . 
kleinen  erleuchteten  Raum,  statt  eines  einzigen  Punkfes,  mithin  ein 
undeutliches  Bild  hervor. 

Hiernach  können  wir  bei  Jedem  Strahle  die  Entfernung  zwischen 
aeinem  Ourchschnittspunkle  mit  der  Projectionsdachc  und  dem  des 
entsprechenden  Hauptstrahles  als  den  F'chler  betrachten,  welcher 
Undeutlichkcit  verursacht.  Nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
wird  daher  diejenige  Einrichtung  des  Instrumentes  in  Bezug  auf  die 
Deutlichkeit  den  Vorzag  verdienen,  bei  welcher  die  Summe  der 
Quadrate  jener  Fehler  der  sammtlichen  Strahlen  so  klein  als  möglich 
wird,  welches  durch  eine  vermittelst  jener  Methode  zu  erhaltende 
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Bestimmung  der  bei  seiner  Constniction  willkiihrlich  gebliebenen 
Grössen  zu  bewirken  ist.  Von  der  gewöhnlichen  Anwendung  der 
erwähnten  Methode  unterscheidet  sich  aber  dieser  fall  dadurch,  dass 
die  Summe  der  Quadrate  der  F'ehler.  welche  sonst  eine  endlirhe 
Summe  ist,  hier  wegen  der  unzahligen  Menge  der  Strahlen  durch 
die  Integralrechnung  gesucht  werden  muss. 

Da  wir  den  Hauptslrahl  als  eine  Axe  angenommen  haben,  auf 
welche  die  Lage  der  übrigen,  da7.u  gehörigen  Strahlen  bezogen 
wird,  so  sind  di»  auf  der  Projection^ifläche  entstehenden  Seitenab- 
weichungen als  zwei,  auf  jener  Flache  gezogene,  rechtwinkelige  Co- 
ordinaten  zu  betrachten,  wodurch  die  Lage  des  Durchschnitlspunk- 
les  eines  jeden  Strahles  gegen  den  Durchschuittspunct  des  Haupt- 
strahles bestimmt  wird;  es  ist  daher  leicht,  das  Quadrat  der  als 
Fehler  betrachteten  Entfernung  zwischen  beiden  Durchschnitlspunk- 
len  aus  den  Seitenabweichungen  zu  berechnen. 

20^  Betrachten  wir  zuerst  nur  einen  einfallenden  Strahl,  wel- 
chen ich  von  weisser  Farbe  annehme,  l'm  die  unzähligen,  ver- 
schieden gefärbten  Strahlen,  woraus  ein  weisser  zusammengesetzt 
ist,  von  einander  zu  unterscheiden,  hatten  wir  oben  einen  von  ihnen 
nach  Willkühr  ausgewählt  und  ihn  den  mittleren  genannt,  ohne  je- 
doch eine  Bestimmung  über  seine  F'arbe,  oder,  was  hiermit  einerlei 
ist,  über  «eine  Lage  im  prismatischen  Farbenbilde  zu  machen,  in 
Bezug  auf  die  übrigen  farbigen  Strahlen  dagegen  hatten  wir  den 
Unterschied  zwischen  ihrem  Brechungsverhältnisse  und  dem  des 
mittleren  Strahles  in  den  F'ormeln  eingeführt.  Jedem  dieser  far- 
bigen Strahlen  gehört  das  Quadrat  eines  Fehlers,  nach  der  obigen 
Definition,  zu.  dessen  VVerth  aus  den  allgemeinen  Formeln  erhallen 
wird,  wenn  man  dem  erwähnten  Unterschiede  des  Brechungsver- 
hättnts^es  denjenigen  Werth  beilegt,  welcher  der  jedesmaligen  Far- 
bentinte des  Strahles  entspricht.  Da  nun  jener  Unterschied  als  eine 
stelige,  veränderliche  Grosse  zu  betrachten  ist.  so  erhält  man  sehr 
leicht,  vermittelst  der  Integralrechnung,  die  Summe  der  Quadrate 
der  Fehler  für  sämmtliche,  zu  einem  einfallenden  Strahle  gehörige 
farbige  Strahlen.  Hierbei  ist  es  jedoch  noihwendig.  auf  den  durch 
die  Erfahrung  constJitirten  Umstand  Rücksicht  tu  nehmen,  dass  die 
verschiedenen  farbigen  Strahlen  eine  sehr  ungleiche  Wirkimg  in 
unserem  Auge  hervorbringen.  Zur  Erreichung  dieses  Zweckes  wird 
weiter  nichts  erfordert,  als  das  einem  jeden  Strahle  zugehörige 
Quadrat  des  Fehlers  vor  der  Integration  mit  einem  Factor  zu  mul- 
tipliciren,  welcher  eine  Function  von  der  Lage  des  Strahles  im 
Spectrum  ist,  und  hier  die  Stelle  der  bei  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  gebräuchlichen  Gewichte  vertritt,  vorerst  aber  noch  un- 
bestimmt gela-ssen  wird. 

Eine  bemerkenswerthe  Vereinfachung  der  Formeln  bietet  eine 
schickliche  Bestimmung  der  nach  dem  Obigen  bis  jetzt  noch  un- 
bestimmt gebliebenen  Lage  des  mittleren  Strahles  im  prismatischen 
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Farbenbilde  dar.  Da  uns  nämlich  die  .Sache  selbst  keine  Gnind« 
hierzu  an  die  Hand  giebt,  so  ist  es  erlaubt,  diejenige  Wahl  zu 
treffen,  welche  die  Rechnung  am  meisten  erleichtert.  Diese  besteht 
darin,  dass  man  als  mittleren  Strabl  denjenigen  annimmt,  dessen 
Brechungsverhallniss  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Brechungs- 
verhaltnisscn  sämmtlicher  farbigen  Strahlen,  mit  Rücksicht  auf  ihre 
verschiedene  Wirksamkeil,  ist.  Bei  jener  Annahme  fallen  alle  Glieder 
weg,  welche  nach  der  Entwickelung  des  Quadrates  des  Fehlers  mit 
der  ersten  Potenz  des  Unterschiedes  des  Brechungs Verhältnisses 
multiplicirt  sind;  dagegen  verwandeln  sich  die  Potenzen  desselben 
nacli  der  Integration  in  Zahlencoelficienten .  welche  jedoch  erst  be- 
rechnet werden  können,  wenn  der  als  Gewicht  dienende  Factor  zuvor 
eine  Bestimmung  erhalten  hat. 

21)  Nachdem  auf  diese  Weise  die  Summe  der  Quadrate  der 
Fehler  fiir  einen  einfallenden  Strahl  gefunden  worden  ist ,  so  können 
wir  sie  für  saramtliche  Strahlen  berechnen,  welche  von  demselben 
Punkte  des  Gegenstandes  ausgehen.  Mit  Vernachlässigung  der- 
jenigen Grössen,  welche  hierbei  nicht  in  Betracht  kommen,  bilden 
die  Durchschniltspunkte  jener  Strahlen  mit  der  ersten  brechenden 
Fläche  einen  Kreis,  auf  dessen  Flache  sie  gleichförmig  vertheilt  sind, 
und  dessen  Mittelpunkt  der  Durchschnittspunkt  des  Hauptstrahles  ist. 
Theilt  man  daher  diese  Fläche  in  unendlich  kleine  Elemente,  so  ist 
die  Anzahl  der  auf  eines  derselben  fallenden  Strahlen  seinem  Flachen- 
inhalte proportional.  Fiir  jeden  Strahl  ist  aber  die  Summe  der 
Quadrate  der  von  seinen  verschiedenen  farbigen  Strahlen  herrühren- 
den Fehler  durch  die  vorhergehende  Rechnung  bekannt,  es  ist  daher 
ieicht,  jene  Summe  zuerst  auf  das  Element,  und  dann  vermittelst  der 
Integralrechnung  auf  die  ganze  Fläche  des  Kreises  auszudehnen, 
innerhalb  welches  die  Strahlen  auf  die  erste  brechende  Fläche  fallen. 
Die  letztere  Rechnung  wird  durch  die  F'orm  sehr  erleichtert,  welche 
wir  den  Ausdrücken  der  Seitenabweichungen  gegeben  haben,  wo- 
nach die  Etnfallspuncfe  der  Strahlen  durch  Poiarcoordinaten  bestimmt 
wurden.  Eines  Theils  verwandelt  sich  nämlich  der  Radius  vector 
nach  der  Integration  in  den  Halbmesser  des  erwähnten  Kreises, 
anderen  Theils  fallen  alle  Glieder  weg.  welche  nach  der  Integralion 
trigonometrische  Functionen  des  als  Abscisse  dienenden  W'inkels 
enthalten,  wodurch  die  zuletzt  gefundene  F'ormel  sehr  verein- 
facht wird. 

Da  es  bei  der  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
auf  beständige  Facloren  nicht  ankommt,  so  kann  man  statt  der  Grösse, 
welche  durch  jene  F'ormel  ausgedrückt  wird,  eine  andere  einfachere 
einfuhren.  Nach  der  obigen  Auseinandersetzung  ist  nämlich  dieselbe 
die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  sämratlicher  Strahlen,  welche 
von  dem  angenommenen  Punkte  des  Gegenstandes  in  das  Instrument 
falleo,  mit  Rucksicht  auf  ihre  verschiedene  Wirksamkeit.  Dividirt 
man   nun  jene   Summe  durch   die   Anzahl   der  erwähnten  Strahlen, 
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ebcnfall«)   mit  RiirkHidit  Ruf  ihre  Wirksamkeit.   si>  erhall  man   (Us 
arithmetische  Mittel  aus  den  0<iHdrHlcii  der  Fehler  rlivser  .Strahlen, 

I  'welchem  ich  zur  Abkürzung  die  absolute  Vndeul/ic/ikeit  des  in  dem 

I  Ciegenstande  gewählten  Hiiiiktes  nennen  werde. 

9t)  Die  oben  gemachte  Annahme,  wonach  der  L'rsspriing  der 
Seilenabweirhiingen  stets  in  den  entsprerbeaden  Pnnkt  des  llaupt- 
strahle!«  gctef^t  wurde,  i«t  rein  willkührlirli :  es  pebt  jedoeli  eine 
andere  ^r»dr  Linie,  deren  Lage  durch  die  Methode  der  kleinsten 
Quadnile  leicht  bestimmt  werden  kann ,  nnd  welche  die  Eigenschaft 
bat,  dass  die  anf  die  angegebene  Weise  berechnete  Summe  der 
^Joadrate  der  Kehler  so  klein  als  möglich  wird,  wenn  jedesmal  der, 
der  Abscisse  zugehörige  Punkt  derselben  den  Irsprimg  derCoordi- 
tiat^n  bildet.  Diese  Linie  nenne  ich  die  Axe  des  Strahienbündel». 
Bie  befindet  sich,  ebenso  wie  der  Hanptstrahl.  in  der  durch  den 
leuchtenden  Punkt  und  die  Axe  des  Instrumentes  gelegten  Kbene, 
nnd  nnterscheidel  sich  von  dem  letzteren  mir  durch  Grossen  von  der 
Ordnung  der  nicht  aufgehobenen  Abweichungen,  daher  ihre  Gleichun- 
l^rn  aus  denen  des  Hauplstrahles.  und  die  ihr  entsprechende  absolute 
Undentlichkeit  aus  dem  nach  dem  Obigen  gefundenen  Ausdrucke 
denelben,  durch  kleine  Modificationen  erhalten  werden.  Auch  kann 
sich  das  Auge  eben  so  gut  nach  ihr  richten,  als  nach  dem  Hanpt- 
alrahle.  wie  es  bei  den  Inslnimenten  der  zweiten  Art  vorausgesetzt 
wurde.  Da  nun  der  Zweck  der  gegenwartigen  Üntersuehunj!;  der 
ist,  die  Bedingungen  zu  finden,  unter  welchen  die  Undeutlichkeil 
möglichst  vermindert  wird,  so  dürfen  wir  nicht  ihren  Werlh  durrli 
eine  wilUtührliche  Annahme  des  l'rsprungs  der  iScitenabweichiuigeB 
verijrösseni ,  und  müssen  daher  denjenigen  wählen,  welcher  sich 
anf  die  Axe  des  Sirahlenbündels  bezieht. 

83)  Wir  haben  bereits  oben  angeführt,  dass  die  dem-selben 
Punkte  des  Gegenstandes  zugehörigen  Strahlen  sich  nach  der  letzten 
Brechnng  nicht  in  einem  Punkte  vereinigen,  mithin  kein  Bild  der 
Art  hervorbringen,  wie  es  bei  einer  ^nllkommenen  Deutlichkeit  statt 
finden  wi'irde.  F.s  entsteht  daher  die  Krage,  welche  Definition  des 
Bildes  wir  bei  unvollkommener  Deutlichkeit  aufstellen  mössen,  wozn 
sich  mehrere  fileen  darbieten. 

Verstehen  wir  zuerst  unter  dem  Bilde  denjenigen  Raum,  in 
welchem  die  von  demselben  leuchtenden  Punkte  ausgehenden  Sirahlen 
«0  nahe  wie  möglich  bei  einander  liegen,  so  dient  der  Ausdruck  der 
absoluten  Undeullichkeit  dazu,  den  Ort  desselben  zu  bestimmen, 
wozu  weiter  nichts  erforderlich  ist,  als  diejenige  Abscissc  zu  suchen, 
bei  welcher  jener  Ausdruck  ein  Jtfiniinum  wird.  Da  hiernach  an 
dieser  Stelle  die  sämmtlichen  zu  dem  Slrahlenbündel  gehörigen  Strahlen 
M  nahe  wie  möglich  bei  seiner  Ase  liegen,  so  ist  der  entsprechende 
Pankt  der  letzteren  ah  ein  Mittelpunkt  des  Bildes  zu  betrachten. 
wddier  mit  dem  Bilde  selbst  verwechselt  werden  kann,  wenn  man 
von  der  durch  die  Abweichungen  entstehenden  Grösse  desselben  abs- 
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trahirt.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhttlt  man  die  übrigen  Coordinaten 
des  Bildes  aus  den  Tür  die  Axe  des  LStrahlenbündels  gefundenen 
Gleich  un  gen. 

Belradilen  wir  den  Gegenstand  als  eine  anf  der  Axe  des  In- 
strumentes senkrecht  stehende  Ebene,  und  nehmen  wir  an,  dass  das 
Instrument  für  alle  Punkte  desselben  eine  ungeanderle  Einrichtung 
behült.  so  liegen  die  Bildur  dieser  Punkte  in  einer  krummen  F'läche, 
welche  ich  die  Bitdfläch«  nenne.  8ie  ist  eine  Kevolutionstlaehe ,  deren 
Uuidrehungsa\e  mit  der  Axe  des  Instrumentes  zusammenrallt,  und 
deren  erzeugende  Curve  leicht  bestimmt  werden  kann. 

Bei  der  Enlwickehing  der  auf  die  Lage  der  Bilder  sich  beziehen- 
den Formeln  müssen  wir  jedoch  zwei  Falle  unterscheiden,  Je  nachdem 
die  ohne  Küeksicht  auf  die  Abweichungen  berechnete  Entfernung  des 
Bildes  nur  massig  ist ,  oder  eine  sehr  bedeutende  Grösse  erhält.  8ind 
in  dem  ersten  Falle  die  zur  drillen  Ordnung  gehörigen  Glieder, 
welche  in  den  Formeln  vorkommen,  so  klein,  dass  sie  vernachlässigt 
werden  können,  so  ist  die  erzeugende  Curve  der  Bildfliiche  sehr  nahe 
ein  Kegelschnitt.  Bei  bedeutenden  Werthen  jener  Glieder  dagegen 
ist  die  Curve  von  der  vierten  Ordnung  und  hat  eine  Gestalt,  welche 
von  den  Zeichen  der  in  ihrer  Gleichung  enthaltenen  Grössen  abhängt. 
Bisweilen  ist  nämlich  die  der  letzten  brechenden  Fläche  zugekehrte 
Seite  derselben  entweder  ganz  convex,  oder  ganz  concav,  bisweilen 
aber  aus  convexcn  und  conraven  ThcJlen  zusammengesetzt. 

]m  zweiten,  oben  erwähnten  F'alle  geben  die  Formeln  ein  für 
die  Ausübung  unbrauchbares  Besullat,  indem  die  dndurch  bestimmte 
Entfernung  der  Bilder  in  gewisse  Grenzen  eingeschlossen  ist,  inner- 
halb deren  sie  alle  mögliche  positive  und  negative  Werlhc  erhalten 
und  selbst  verschwinden  kann,  welches  geschieht,  wenn  die  Strahlen 
nach  der  letzten  Brechung  im  Mittel  sehr  nahe  parallel  werden.  Es 
ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  alsdann  in  einer  kleinen  Entfernung 
von  der  letzten  brechenden  Fläche  kein  brauchbares  Bild  enlstehea 
kann,  indem  die  den  verschiedenen  Punkten  des  Gegenstandes  zu- 
gehörigen Bilder,  wovon  jedes  einen  merklichen  Riium  einnimmt, 
sich  mit  einander  vermischen.  Die  natürliche  Camera  obscura  zeigt 
uns  jedoch  schon,  ditss  in  manchen  Fällen  ein  brauchbares  Bild  möglich 
ist,  wenn  auch  die  vorhergehende  Methode  kein  solches  zn  erkennen 
giebt.  Heizen  wir  nämlich  voraus,  dass  in  dem  Laden  eines  ver- 
finsterten Zimmers  eine  kreisförmige  OefTnung  angebracht  ist.  durch 
welche  die  von  einem  entfernten  Gegenstande  ausgehenden  Strahlen 
auf  eine  Projectiunsehene  fallen,  so  entsteht  der  Erf&fining  zu  Folge 
auf  jener  ein  Bild,  welches,  abgesehen  von  der  Verminderung  der 
Lichlslftrke ,  bei  grösserer  Entfernung  der  Projectionsebene  an  Dis- 
linctheit  gewinnt.  Nach  der  obigen  Definition  wurde  aber  dasselbe 
unmittelbar  hinler  der  OelTniing  des  l^adens  angenommen  werden 
müssen,  weil  an  dieser  Stelle  die  zu  einem  8trahlenbundel  gehörigen 
Strahlen  am  nächsten  bei  einander  und  bei  ihrer  Axe  liegen,  mit 


Eimehnicnflpr  Entreriiun'i:  der  Projcrtion^^cbene  aber  ihr  Abstan«)  »ich 
ebc^xll»  ver;rrosserI.  Da  JedoHi  lihdiiiin  die  wech»elseili,G;eit  Ent- 
femua^en  der  den  verschiedenen  Punkten  des  GeiKenNtandes  ent- 
sprcehendeii  Bilder  in  einem  stärkeren  Verhältnisse  zunehmen,  so 
tat  eine  nothuendi^  Kol^e  hier%'on.  dass  sirli  die  Bilder  bei  einer 
grösseren  Eiitfemiinff  der  Project ionsebene  mehr  von  einander  trennen, 
and  daher  besser  unlerschiedea  werden  können,  so  dass  das  ^^anze 
Bilddtstinrter  wird,  nb^i^leirti  die  absolute  Ueutlichkeit  seiner  einxelnt'o 
Punkte  abnimml.  Etwa»  Achnliche»  tritt  auch  in  dem  üben  iinlerütichlen 
zweiten  falle  ein, 

24)  Die  vorherc:ehenden  UelrHchtuusen  «ci^en  uns  deutlich, 
d»sn  e«  bei  der  Besliminrinje;'  des  Ortes  des  Bildes  erforderlich  ist, 
«irbl  nur  auf  die  absolule  Deutlichkeit  seiner  einzelnen  Punkte,  sod- 
dcrti  auch  auf  die  mö;g:liehste  Absonderiinfr  der  ihnen  zu;;ehi>n^eD 
BiMer  Kiick»!iehl  zu  nehmen.  Ein  einfaches  Mittel  hierzu  benteht 
darin,  dass  man  den  Ansdcuck  der  abNolulen  Undeutlichkeit  mit  einem 
Factor  multijilirirt .  weicher  der  An/ahi  von  Punkten  proportional  ist, 
deren  Bilder  bei  dem  Bihle  des  (äe^enslandes  auf  die  Einheit  des 
Ftüetienmaasses  fallen.  Dieses  Prodttct  nenne  ich  die  relative  Un- 
äeutächkeit.  Hie  unterscheidet  sich  von  der  absoluten  Lrndeutlichkeil 
mr  durch  einen  veränderten  i^emeinsrhart liehen  Factor. 

Bestimmen  wir  jetzt  den  Ort  des  Bild^  auf  ähnliche  Weise, 
wie  es  oben  geschehen  ist.  indem  wir  die  Ahscisse  suchen,  bei  welcher 
der  Ausdruck  der  relativen  Lndeutlichkeit  ein  Minimum  wird,  .so  er- 
halten wir  für  dieselbe  einen  Werth,  welcher  mit  demjenigen  voU- 
koMiOM)  übereinstimmt,  den  wir  oben  in  Bezug  auf  die  absolute 
Undeullichkeit  bei  massi^n  Entfernungen  des  Bildes  gefunden  haben, 
■s  daas  die  darau.«  abgeleiteten  Besulrate  im  gegen wni-tigcn  F'alle 
all^jnein  güllig  sind,  und  die  bei  sehr  grossen  Entfernungen  be- 
pwrklcn  Narhlhetle  gnnzlirh  wegfallen. 

Ancli  auf  die  natürliche  (.'amera  obseura  angewandt  liefert  diese 
Methode  das  mit  der  Erfahrung  ubereinslimmende  Re<iullat.  dass 
die  Distinclheit  des  Bildes  zugleich  mit  der  Entfernung  der  Pro- 
jectionsebene  znnimmt. 

Wenn  daher  gleich  die  relative  Uadciillichkeit  bei  der  Bestim- 
nan^  der  Lage  der  Bilder  den  Vorzug  verdient,  so  würde  mnndorh 
meistens  unbrauchbare  Ki.'siilln(e  erhallen,  wenn  man  sich  ihrer  allein 
bei  den  Untersuchungen  über  die  Deutlichkeit  der  Instrumente  be- 
dienen wollte,  indem  die  absoluten  Fehler  nur  dann  dem  Auge  er- 
trit^licli  werden,  wenn  sie  eine  gewisse,  durch  die  Erfahrung  za 
bestimmende  Grenze  nicht  übersteigen,  welches  allein  nach  der  ab- 
Mrioten  Undeutlichkeit  bemessen  werden  kann. 

C3)  Xach  einer  bereits  oben  gemachten  Bemerkung  sind  die 
Ausdrücke  der  Seitenabweichungen  mit  einigen  Mudificaiionen  auch 
auf  die  Winkelabweichungen  anwendbar.  Eine  Folge  hiervon  ist, 
dsss   auch   die    für   die    absolule    Undeutlichkeit    gefundene    Formel 
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vermittelst  jener  Modifirationen  auf  dir  Winkeln liweirhurijrcn  bezoffen 
werden  kann,  woiin  man  unter  den  Fehlern  derNtralden  die  Winkel 
versteht,  welche  sie  mit  den,  einer  vollkommenen  Deutlichkeit  ent- 
sprechenden, hypothetischen  Nlrahlcn  machen.  Den  unbestimmt  ge- 
bliebenen Veretniguni^spunkt  der  letzleren  hatten  wir  in  dein  Haupt- 
slrahle  anj^enommen ;  da  Jedoch  dieser  spater  mit  der  Axe  des  Slrahlen- 
btindeU  verwechselt  wurde .  so  ündet  dasselbe  Huch  bei  dem  erwähnten 
VereinigunfT^punkte  statt.  Be><limmen  wir  nun  seine  Abscisse  dadurch, 
dass  wir  die  auf  die  Winkelahweichung^n  sich  beziehende  Undeut- 
liehkeit  zu  einem  Minimum  machen,  so  ^eben  wir  ihm  dadurch  eine 
solche  Lage,  dass  die  am  Auge  gebildeten  Winkel  zwischen  den 
wirklichen  und  hypothetischen  Strahlen  im  Mittel  so  klein  als  mi>^ich 
werden,  die  «rsteren  daher  dem  Auge  aus  dem  Verein igungsp unkte 
der  letzteren  za  kommen  scheinen .  su  ^ut  es  wegen  der  Abweichungen 
geschehen  kann.  Hiernach  ist  Jener  Vereinigungspunkt  als  das  Bild 
zu  betrachten,  wenn  die  Undeullichkeit  nach  den  Winkelabweichungen 
geschätzt  wird.  Die  Rcchninig  zeigt,  dass  der  Ort  dieses  Hildes 
vollkommen  mit  demjenigen  übereinstimmt,  welchen  wir  vermittelst 
der  absoluten  L'ndeutlichkeil  bei  massigen  Entfernungen  des  Bilden, 
vermittelst  der  relativen  l'ndeullichkeit  aber  allgemein  erhalten  haben. 

Leber  die  Beschaffenheit  jenes  Bildes  müssen  wir  noch  eine 
Bemerkung  hinzufügen.  Wir  haben  nümlieh  oben  gesehen,  dass 
die  Flache,  in  welcher  sich  dasselbe  befindet,  bisweilen  zum  Theil 
convex,  zum  Theil  coneav  ist.  Durch  diese  Oeslalt  wird  in  dem 
Auge  ein  ähnliches  unangenehmes  Gefühl  hervorgebracht,  als  wenn 
man  die  Gegenstande  durch  nicht  geschliffene,  wellenförmige  Kenster- 
acheiben  bolracfilet.  So  oft  daher  Jener  F'all  eintritt,  ist  es  noth- 
wendig.  die  Rinriehlung  des  Instrumentes  so  Meit  abzuündern,  dass 
der  erwähnte  Xachtheil  beseitigt  wird,  wozu  die  Theorie  die  nölhigen 
Mittel  an  die  Ifand  giebt.  I>  ist  übrigens  hei  Instrumenten  mit 
gewöhnlichen  achromatischen  Objectiven,  deren  Fassung  die  Stelle 
der  Hauplblendiing  verlrilt,  nie  zu  befürchten. 

86}  Die  in  Bezug  auf  die  Undeutlichkeit  und  die  Lage  der  Bil- 
der erhaltenen  Resultate  setzen  weisses  Licht  voraus,  es  ist  jedoch 
von  Interesse,  die  Aenderungcn  kennen  zu  lernen,  welche  sie  bei 
homogenem  Lichte  erleiden  würden.  Die  hierzu  erforderlichen  For- 
meln lassen  sich  aus  den  vorhergehenden  leicht  ableiten  und  geben 
das  Resultat,  dass  nicht  nur  der  Ausdruck  der  Undeutlichkeit,  son- 
dern auch  die  Entfernung  des  Bildes  und  die  Lage  der  A\e  des 
Strahlenbnndcls  sich  nbündern,  wenn  an  die  Stelle  des  weissen  Lich- 
tes homogeoes  von  einer  bestimmten  Farbe  gesetzt  wird. 

87}  Der  Ausdruck  der  absoluten  l'ndeutlirhkeit ,  welcher,  wie 
wir  oben  gesehen  haben,  auch  auf  die  relative  und  die  den  Winkel- 
abweichungen entsprechende  Undeutlichkeil  angewandt  werden  kann, 
bildet  hiernach  die  Grundlage  der  weiteren  Untersuchungen  über  die 
Deutlichkeit,  daher  wir  uns  mit  der  Form  und  Bedeutung  seiner  ver- 
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schiedenen  fitiedcr  elwas  niiher  iH-'schfifliffen  wnllen.  Zuerst  7.ci<^t 
die  Ver^iftrliuiii^  «let^selbpii  mit  rien  Aiisdrücken  der  kSeitl'llab^^  ei- 
clionjEfen.  dass  er  au!«  der  Numtue  niedrerer  (|ti»dratisolier  Glieder  mil 
|>QsitiveD  Coeffieienteii  besteht .  welche  rticli  iin  Wesentlicheu  auf 
eine  der  Ahweirhun^en  be^tiunders  beziehen,  und  aus  den  eorrespon- 
direnden  (iliedern  der  .Seitenabweichungen  durcb  Combinationeu  und 
Anbrin^un^  von  rorreptioiien  erhalten  werden.  Die  bedeutendsten 
nnter  ihnen  sind  diejenigen,  in  h eichen  die  Grössen  der  zweiten 
Ordnung  vorkommen,  und  von  denen  sieh  einest  auf  die  Abweichung 
wejEren  der  Gestall  in  der  Axe.  zMei  auf  dieselbe  ausserhalb  der 
A\e.  eine»  auf  die  Farbenzerstreuunj;  in  der  A\e  und  eines  auf  den 
fnrbij^en  Rand  beziehen.  Hierauf  foliffen  mehrere,  von  den  Grössen 
der  dritten  Ordnung;  allein  abhan^i^e  Glieder,  welcbe  kleine  Cor- 
reelionen  der  verschiedenen  Ahweichunn^en  ausdrücken,  und  eines, 
welehe»  von  den  kleinen  Veränderungen  im  Ini^lruincnle  und  Auge 
berrührt 

Ferner  zeigen  die  ftir  das  homogene  Lichl  erhaltenen  Rfsullalo, 
dass  die  der  Abweichung  wegen  der  Gestalt  entsprechenden  Glieder 
bei  jeder  Farbentinle  besondere  Werthe  erbalten,  daher  es  nicht 
näglirh  ist,  sie  für  alle  farbige  -Strahlen  zugleich,  sondern  nur  für 
eines  gewissen  midieren  Wertli  des  Brechungsverhültnisses,  so  klein 
als  möglich  zu  machen.  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  thut 
rfieses  in  den  erwähnten  Gliedern,  indem  sie  hierzu  das  Brechungs- 
verhäitniss  des  mittleren  Strahles  niuinit.  und  nur  noch  eine  kleine 
Correctiou  der  dritten  Ordnung  hinzufügt.  Was  sodann  diejenigen 
Glieder  betrilTt.  welche  sich  auf  die  Farbenzerstreoiuig  in  der  Axe 
und  den  farbigen  Hand  beziehen,  so  dnickt  ans  erste  derselben  aus, 
dastt  das  naeh  der  obigen  Methode  bestimmte  Bild,  welches  einer 
l^wisseo  Gattung  von  farbigen  .Strahlen  zugeh(>rt,  einerlei  Entfer- 
nung mit  dem  Bilde  der  mittleren  Strahlen  erhalten,  das  zweite 
Gliod  dagegen,  dass  jenes  Bild  in  die  Axe  des  Strahlenbündels 
fallen  muss.  wenn  die  davon  herrührende  Undeullichkcil  so  klein 
als  möglich  werden  soll.  Es  folgt  aber  aus  den  Formeln  für  homo- 
genes Liebt,  dass  dasselbe  nicht  bei  allen  farbigen  Strahlen  zugleich 
statt  finden  kann,  daher  durch  die  Erfüllung  der  erwähnten  Beding- 
ungen nur  bewirkt  wird,  dass  die  sämmtlichen  farbigen  Bilder,  so 
^t  es  im  Mittel  geschehen  kann,  einerlei  Entfernung  erhalten  und 
»0  nahe  wie  möglieh  her  der  Axe  des  .Slrahlenbündels  liegen.  End- 
lirli  drückt  das  von  den  kleinen  Veränderungen  im  Instrumente  und 
Auge  abhangige  Glied  aus,  dass,  zur  Erhaltung  der  grossten  Oeul- 
lichkeit,  das  Bild  vermittelst  jener  Yeründeningen  entweder  an  die- 
jenige Stelle  gebracht  werden  muss,  wo  sich  die  Projectionsflache 
befindet,  oder  in  die  als  gegeben  betrachtete  Entfernung  von  dem 
Auge,  wenn  vun  dem  letzten,  durch  ein  Instrumeul  der  zweiten  Art 
ealworfenen  Bilde  die  Hede  ist.  utt 
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2*^  Wir  liHlirn  in  dem  Vorhergehenden  anprenoramfn.  dxna  die 
sfiinml  lieh  eil  8lr»hien  von  einem  besliinniteti  l'unkle  des  Ufg;enstan- 
äes  Hiisi^eheii .  dir  fiir  die  l'ndeiitlJelikeit  erhallene  Formel  bezieht 
sifh  daher  ebenfalls  Muf  jenen  l'uiikl,  and  kann  dazu  gebraucht  wer- 
den, die  willktihrliohen  (»rossen  des  Instrumente«  so  ^ii  lieslimim-n, 
dass  da««  daKii  ^liiirlj^e  Bild  die  mö^liehwle  Vollkommenheil  erhall. 
Die  rndeiillifhkeit  luiiifft  aber  von  der  Lage  des  Punktes  gegen  die  Axe 
des  Inslrumenles  ab.  daher  jene  Beslimmun;E:en  nur  für  Funkte  von 
glleirher  Lage  gültig  fiind.  Da  jedoeh  das  Instrument  nirht  nur  für 
diese,  sondern  für  sammlliehe.  innerhalb  des  Gesichtsfeldes  liegende, 
Punkte  gebraucht  werden  soll,  so  wird  diejenige  Kinrlehlting  den 
Vorzug  verdienen,  bei  welcher  die  Mumme  der  Quadrate  der  Fehler, 
für  die  letzteren  Punkte  zusammengenommen,  so  klein  als  möglich 
wird.  Um  dit>He  Summe  zu  erhalten,  nehme  ich  den  Gegenstand  als 
eine  kreisförmige  Kbene  an.  welche  senkrerht  auf  der  Axe  des  In- 
strumentes steht  und  gleicliförmig  mit  leui-hlenden  Punkten  übersäet 
ist.  Wird  iliese  Ebene  in  unendlich  kleine  Kiemente  getheill,  »o  Ist 
die  in  jedem  derselben  befindliche  Anzahl  von  leuchtenden  Punklon 
Keinem  Flürheninhalle  prti|iartional.  Da  ferner  durch  die  Berechnung 
der  absoluten  Undejillichkeit  die  jedem  Punkte  entsprerhende  Summe 
der  Quadrate  der  Fehler  bekannt  ist.  so  lassl  sich  dieselbe  zuerst 
auf  daNKIemenl.  und  dann  vermitteist  der  Integralrechnung  auf  den 
ganxen  Gegenstand  ausdehnen,  eben  so  wie  es  oben  in  Aniehunj^ 
der  auf  die  erste  brechende  Flache  fallenden  Strahlen  geschehen  ist- 
Dividirl  man  siodann  die  auf  diese  Weise  erhaltene  Summe  durch 
die  nach  denselben  Grundsätzen  berechnete  Anzahl  sämratUcher 
Strahlen,  welche  von  allen  Punkten  des  GegenMandes  in  das  In- 
Liniment  fallen,  so  erhält  man  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Qua- 
dratetl  der  Fehler  dieser  Strahlen  mit  Rücksicht  auf  ihre  Wirksam- 
keit, welches  ich  Kur  Abkiirxung  die  mitltere  Undetitfichkfit  dea 
Snstntmeniea  nenne.  Ihr  Ausdruck  kann  durch  eine  leirhte  RecJi- 
niing  Aus  dem  fiir  einen  einzelnen  Punkt  geltenden  Ausdruck  der 
absoluten  Indeutliclikeit  abgeleitet,  und  durch  die  oben  erwähnten 
Alndificationen  auch  auf  die  nliitive  und  die  den  AVinkelsbwei- 
chungen  entsprechende  l'ndeulliclikcit  ungewandt  werden,  wobei  die 
Gestillt  desselben  itnd  die  Bedeutung  seiner  Glieder  im  Wesent- 
lichen ungeanderl  bleiben. 

2yJ  Aach  derselben  Methode,  welche  wir  bei  der  Bestimmung 
des  einem  einzelnen  Punkte  zuge(i()rigen  Bildes  gebraucht  haben, 
ki>nneQ  wir  den  Ausdruck  der  mittleren  l'ndeutlichkeit  dazu  be- 
nutzen, um  in  Bezug  auf  das  ganze  Bild  des  Gegen<itandes  dieje- 
nige Entfernung  zu  suchen,  welciie  seinen  verschiedenen  Punkten 
zusammengenommen  im  Mittel  so  gut  wie  möglich  entspricht,  und 
welche  ich  die  milHere  Eulfermmg  de*  Bilde»  nenne.  Die  Hech- 
nung  zeigt,   dass  man   das   Reciproke  derselben  erhalt,  wenn  man 
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aus  doD  Reriproken  der  den  Kämmtlichfii  Pdnklon  des  Op^n^tandes 
su^tliöri^en  Enircriiunven  der  Bildtr  Aas  «rithmetisrlie  Millt-i  nimiol. 

30)  Bei  der  einem  ciu/.clnen  Punkte  entsprecliendeii  Undeul- 
Uchkeit  wurde  bereits  bemerkt,  dass  das  letzte  Glied  in  dem  Aas- 
drurke  derselben  von  de»  kleinen  Veräuderiin)ren  im  Instrumente 
und  Au^  abhängt.  Kin  übniirhes  Glied  kommt  aueh  bei  der  mitt- 
leren Undvutlicbkeit  vor.  Ob^leieh  jene  Veränderungen  nicht  mit 
der  sur  Reflmim^  erforderlirlien  Genaui;rkei1  bekannt  sind,  so  ist 
doeh  Jeiehl  einzusehen,  dass  sie  fiir  die  in  der  Ausübung  vorkom- 
ntenden  Falle  dureh  bekannte  Grossen  ausgedrürkt  werden  können. 
Die  Instrumente  werden  nümlirh,  eben  so  wie  das  Au^e.  bei  dem 
jedesmaligen  Gebrauebe  so  geuteilt.  dass  man  die  grosslmögiicbe 
Deutlichkeit  erhalt;  es  i.<t  daher  anzunehmen,  dass  jene  Verände- 
rungen hierbei  dureh  Tatonnement  so  bestimmt  werden,  «ic  sie  dem 
Minimum  der  Indeutlirbkeit  enUpreehen.  wonarh  ihreWertliedurcb 
den  Au.sdruek  des  letzteren  gefunden  werden  können.  Je  naehdem 
iBftn  nun  voraussetzt,  dass  dureh  das  Kinstclleu  des  Instrumentes 
entweder  fiir  das  ganze  Gesiehlsfeld  im  Mittel,  oder  fiir  den  iu  der 
Axe  liegenden  Punkt  die  grösstmögüche  Deutlichkeit  bewirkt  wer- 
den soll,  enstehen  zwei  verschiedene  Ausdriieke  der  mittleren  Vn~ 
dealUcbKeil .  welche  Jedoch  einerlei  Form  haben,  und  worin  die  er- 
wihtden  Veränderungen  nicht  mehr  enthalten  sind.  Der  erste  der- 
selben berücksichtigt  alle  Punkte  des  Gesichtsfeldes  in  gleichem 
MaRsse,  der  zweite  dagegen  mehr  die  ausserhalb  der  Axe  liegen- 
den Punkte.  Da  nun  das  Höchste,  was  in  Bezug  auf  die  letzleren 
Punkte  geschehen  kann,  darin  besieht,  dass  die  Abweichungen 
anwerbalb  der  Axe  bei  einer  mittleren  Einstellung  des  Instrumentes 
den  io  der  Axe  statt  lindenden  gleich  geachtet  werden,  so  verdient 
die  erste  Formel  den  Vorzug  und  ist  als  die  Grundformel  zu  be- 
trachten, welche  in  Ansehung  der  Deutlichkeit  bei  derConstruction 
der  optischen  Instrumente  angewendet  werden  muss. 

Wollte  man  noch  weiter  gehen  und  die  verschiedenen  Punkte 
des  Gesichtsfeldes  nicht  auf  gleiche  Weise  berücksichtigen,  so 
kannte  diess  leicht  durch  die  Einführung  eines  veränderlichen  Factors 
vor  der  Integration  geschehen,  welcher  das  jedem  Punkte  beige- 
legte Gewicht  ausdrückte.  Da  jedoch  dieses  der  Willkühr  über- 
laden bliebe,  so  ist  es  zweckmassiger,  die  erwähnte  Formel  ungc- 
Andert  beizubehalten,  indem  es  wegen  der  darin  entstandenen  Ab- 
sonderung der  verschiedenen  Abweichungen  leicht  ist,  jede  der- 
selben mehr  oder  weniger  zu  beachten. 

31^  Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  einige Modificationen  anzugehen, 
welche  an  dem  Ausdrucke  der  mittleren  Undeutlichkeit  angebracht 
werden  können,  um  ihn  den  einzelnen  Fallen,  die  bei  seiner  An- 
wendong  vorkommen,  besser  anzupassen. 

Zuerst  müssen  wir  bemerken,  dass  die  früher  in  den  Formeln 
cnthalleneu  C'oordinaten  des  leuchtenden  Punktes  und  des  Einfalls- 
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punkle-s  auf  der  tTsten  brerhcmlcn  Ftjirhe  durch  die  Inlepralionro 
Mr^Rffallen  siod.  «eiche  dazu  dieiileu.  die  durcli  jenen  Ausdruck, 
be^tiiiiiiite  JSuuime  zuerst  auf  alle,  vuii  einem  Punkte  in  das  Instru- 
ment fallende  iStnililen.  und  dann  auf  .süinuitliche  Punkte  des  <ie^en- 
atandcs  Hu.s/.udelinen.  wu^e^en  derselbe  eine  Kunriian  von  dem 
Oeifnun^slialf}iues.ser  der  ersten  brechende»  Klarhe  w^^en  der  Hellig- 
keit und  von  der  Tang'ente  des  halben  Gesichtsfeldes  geworden  ist. 
Beide  sind  bisweilen  nicht  unmittelbar  gegeben  und  es  ist  daher 
oft  be«|iiemi*r.  slalt  des  ersteren  den  eorrespondirenden  Halbmesser 
der  letzten  brechenden  Flüche,  istatt  der  letzteren  aber  die  Tan^rente 
des  halben,  durch  das  Instrument  vergrösNerten  Gesichtsfeldes,  oder 
auch  den  weyen  des  Gesichtsfeldes  erforderlichen  OelTnuni^halb- 
messer  einzuführen,  nas  keiucn  Schwierigkeiten  unterworfen  ist. 

Ausserdem  wird  bei  zusammengesetzten  Instrumenten  die  Rech- 
nung oft  dadurch  erleichtert,  dass  man  das  Instrument  in  mehrere 
Systeme,  z.  B.  Objectiv  und  Üculare.  Ibeilt  und  jede«  System  ab- 
g^esondert  herechnel.  Die  Formeln  können  in  diesem  Falle  eine 
Noielie Einrichtung  erhalten,  dass  es  leicht  wird,  die Hesoltate  jener 
abgesonderten  Rechnungen  zu  verbinden  und  dadurch  zudemgaiizea 
Instrumente  liberzugehen. 

32)  Wir  haben  bei  der  Entwickeliing  der  die  Farbcniter- 
streuung  hetrefreuden  Glieder  dadurch  eine  Vereinfachung  bewirkt, 
dass  wir  bei  den  verschiedenen  brechenden  Korpern  den  l'nter- 
sehicd  zwischen  den  Brechungsv  erhält  nissen  eines  beliebigen  farbigen 
Strahles  und  des  mittleren  als  eine  Function  des  rorrespondirenden 
l'nlerftchiedes  in  Bezug  auf  einen  znr  Vergieichung  der  übrigen 
dienenden  Körper  betrachtet  haben.  Hierdurch  entstanden  in  den 
Ausdrücken  derSeitenabweichungcn  Glieder,  welche  theils  die  erste. 
theils  die  zweite  Potenz  des  letzleren  linterschiedes  enthielten,  und 
analoge  Glieder  in  dem  Ausdrucke  d«r  mittleren  l'ndeutlichkeit  her- 
vorbrachten. Die  abgesonderte  Berechnung  eines  Theiles  der  letz- 
teren kann  dadurch  eri^part  werden,  dass  man  statt  derselben  eine 
t'orreetion  an  dem  Zerstreuungs Verhältnisse  anbringt.  Dieses,  wel- 
ches ich  das  corrigirte  Zeralreuungsverhiiltnix*  nenne,  drückt  als- 
dann den  Quotienten  aus,  welchen  man  erhalt,  wenn  man  bei  jedem 
brechenden  Körper  den  L'nlcr-^cbied  zwischen  den  Brschungsver- 
hältnissen  eines  gewissen,  durch  die  Theorie  bestimmten,  farbigen 
Strahles  und  des  mittleren  durch  den  correspondirenden  Unterschied 
in  Bezug  auf  den  zur  Vergieichung  dienenden  Körper  divJdirt. 

33}  Kin  weilerer  Umstand,  auf  welchen  zuerst  Herschel  auf- 
merksam gemacht  hat,  kommt  in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit  bei 
Fernröhren  in  Betracht.  Diese  können  nämlich  nur  für  eine  gewisse, 
als  gegeben  betrachtete,  Entfernung  des  Gegenstandes  berechnet 
werden,  welche  man  wegen  des  Gebrauches  in  der  Astronomie  ge- 
wöhnlich unendlich  annimmt.  Soll  nun  ein  solches  Fernrohr  für 
Gegenstände  in  anderen  Entfernungen  verwendet  werden,  so  sind 
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die  Abweichungen  nirlit  so  (reiiau  i)uf^eliof)en .  »U  bei  drrjeni^ea 
JCnirerriunj; .  für  vplrhe  An»  liiMlnituent  bttreohiiet  ntirde.  Ks  ent- 
steht daher  dieF'rHg^e.  ob  ea  iiirht  inöglicii  iNt.  dorrh  eine  besondere 
Kinrirhtuii^  denselbt-R  jenen  Fehler  ^rÖHstenlheils  zu  bexeili^en.  L'id 
die  ROthi^en  L'nterNurhiinsen  hierüber  anstellen  zu  können,  haben 
wir  bei  der  Kntwirkeluii^  der  Formeln  isug'leich  auf  eine  Verün- 
derungr  in  der  Enlfernun^  des  Ge^erenstandes  llüektiieht  genommen, 
wodurch  der  AuHdritrk  der  mittleren  Undetitlichkeit  auf  die  in  der 
AuKÜbung-  vorkommenden  Enlfernnnffen  an^rewandt  werden  kann. 
Beab»iichti^t  man  nun.  dieselben  zwar  alle,  jedoch  nicht  in  gleichem 
Mut.sse  zu  berüeksichli^en,  so  ^elan^t  man  zu  diesem  Zwecke  nach 
den  obi^n  Frincipien  dadurch,  dass  man  den  Ausdruck  der  mitt- 
leren l'ndeutlichkeil  mit  einem  Factor  miilliplicirt,  welcher  das  der 
jedesmaligen  Kntfernuii;!^  bei^ele|s;te  Gewicht  aasdrüekt,  und  ihn  hu- 
dann  vermittelst  der  Integralrechnung  auf  sammtliche  Entfernungen 
ausdehnt,  bei  denen  das  Instrument  gebraucht  werden  soll.  Hier- 
durch werden  in  der  Formel  statt  jener  Entfernungen  zwei  Grossen 
eingeführt,  die  sich  aiiä  der  grossten  imd  kleinsten  derselben  und 
den  angenommenen  Gewichten  leicht  berechnen  lassen. 

34)  Da.  wie  wir  oben  gesehen  haben,  dieselbe  Formel  sowohl 
auf  die  absolute,  als  aueh  auf  die  relative  und  die  den  Winkelnb- 
weichungen  entsprechende  Undeullichkeit  angewendet  werden  kann, 
80  ist  eine  Untersuchung  darüber  niilhig.  in  welchen  F'ällen  die  eine 
oder  die  andere  jener  Methoden,  die  l'ndeutlichkeit  zu  schätzen, 
den  Vorzug  verdient.  Diese  Untersuchung  liefert  dasKesidlat,  dass 
es  bei  der  Vergleiehung  mehrerer  Instrumente  mit  gleiclien  Vcr- 
jeros-^erutigen  einerlei  ist.  welche  Methode  man  wählt,  wenn  nur 
bei  allen  dieselben  Bilder,  seyen  es  die  letzten  der  Instrumente, 
oder  die  auf  der  Netzhaut  entstehenden,  unter  sieh  verglichen  wer- 
den. iSolI  dagegen  untersucht  werden,  ob  eine  stärkere  Vergrös- 
Krrung  in  A'ergleichung  mit  einer,  als  brauchbar  befundenen, 
Whwächeren  von  Nutzen  seyn  kann,  so  ist  eine  gleiche  relative 
Deutlichkeit  die  geringste,  und  eine  gleiche  absolute  Deutlichkeit  die 
^rosate  Forderung,  welche  man  an  die  stärkere  Vergrössening 
machen  darf,  so  dass  beide  als  die  Grenzen  zu  betrachten  sind, 
innerhalb  welcher  die  Deutlichkeit  der  letzteren  fallen  muss.  Diese 
Grenzen  kehren  sich  um,  wenn  eine  stärkere  Vergrösserung  zu 
Grund  gelegt  und  danach  eine  schnächere  conslruirt  werden  soll. 

35 )  Hat  das  Instrument  eine  solche  Einrichtung,  dass  zu  dem- 
Helben  ühjective  mehrere  Ueulareinsätze  gebraucht  werden,  so  ist 
es  nicht  möglich,  dits  erslere  so  anzuordnen,  dass  es  jedem  der 
letzteren  so  gut  als  möglich  entspricht,  weil  die  von  ihnen  hervor- 
l^ebrachten  Abweiclmngen  verschieden  sind,  bei  der  Berechnung 
des  Objeclivs  aber  nur  ein  bestimmter  Werth  jeder  Abweichung  zu 
Grund  gelegt  werden  kann.  Es  bleibt  daher  nichts  .Anderes  librig, 
als  dasObjccIiv  so  zu  construiren,  wie  es  sammtliche  Ueulareinsätze 
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im  Mittel  erfordern,  wobei  jedoch  eine  nnffleiche  BernrksichtijS^unff  H 
derselben  stiitt  finden  kann.  l>ie  hierzu  iiöthijsren  Formeln  erhall  ^ 
man  nach  derselben  Methode,  welehe  bereits  bei  den  versdiiedeuen 
Kntfrrnonis^en  des  Geo^enritandes  ^ebraurhl  wurde,  indem  man  näm- 
lich den  Aufdruck  der  mittleren  Undeutliehkeit  zuerst  aiiT  einen 
Ocola reinst! tz  bezieht,  ihn  dann  mit  einem  Factor  inulliplicirl.  wel- 
cher das  demselben  beipelep:le  Gewicht  ausdrückt,  und  endlich  die 
iSrimme   in  Be/.u^  auf  sämmtliche  Oenlareinsatze  sucht.     Hier-durch 

•  werden  die  von  den  Ocularen  herrührenden  Glieder  durch  andere 
«Tsetzt.  die  so  zu  betrachten  sind,  als  gehörten  sie  einem  mittleren 
Ocnlareinsatze  zu,  welcher  bei  der  Berechnung  des  Objertivs  fre- 
braueht  werden  muss.  damit  dasselbe  den  sämmtlichen  Ocnlarein- 
sützen  zusammengenommen  im  Mittel  so  g-ut  als  möglich  entsfirichl: 
wobei  es  nach  dem  oben  Gesagten  in  der  WiUkühr  steht,  entweder 
^L  die  absolute  oder  die  relative  Ueutlichkeil  zu  bcrücksichtjjBfen, 
^H  36^  Uen  bislieri^en  Untersuchungen  la^  die  Voraussetzunjg^  xu 

^f  (imnd.  dass  die  durch  die  Hauplblendun^  ^henden>Strnhlcnbnndel, 
welche  sämmllichen .  innerhalb  des  Gesichtsfeldes  liegenden  Punkten 
des  Gegenstandes  /.u^ehören,  unbehinderten  Unrchgang  durch  das 
Instrument  linden.    Jene  Annahme  ist  jedoch  in  zwei  Fällen  unstatl- 

Iliaft,  Der  erste  derselben  tritt  bei  denjenigen  Instrumenten  ein,  in 
welchen  kein  wirkliches  Bild  zu  Mtande  kommt.  Da  es  namlirh 
alsdanu  nicht  möglich  ist,  die  Grenze  des  Gesichtsfeldes,  wie  es 
sonst  ß^eschieht,  durch  eine  an  dem  letzten  wirklichen  Bilde  ange- 
brachte BIcndimg  zu  bestimmen,  so  wird  dieses  durch  eine  andere 
Blendung  bewirkt,  welche  nach  Umstanden  auch  durch  die  Fassung 
^B  von  einer  der  brechenden  Flachen  ersetzt  werden  kann.    Kine  nolh- 

^1  wendige  Folge  hiervon  ist.  dess  dieselbe  von  den  äussersten  Ntrahlen- 

^f  bündeln,   welche  an   der  Stelle,  wo  sie  sich  befindet,    einen  merk- 

lichen nurcbaicsser  haben,  einen  Theil  abschneidet,  der  desto  be- 
deutender wird,  je  weniger  der  entsprechende  Punkt  des  Gegen- 
Klandes  von  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  entfernt  ist;  daher  die 
Ijiclitstürke  daselbst  von  der  Grösse,  welche  sie  im  Innern  des  Ge- 
aicbtsfeldes  hat.  nach  und  nach  bis  zu  0  abnimmt.  Her  zweite  Fall 
kommt  bisweilen  bei  Instrumenten  vor,  in  denen  ein  oder  mehrere 
wirkliche  Bilder  zu  .Stande  kommen,  wen»  eine  darin  abgesondert 
angebrachte,  oder  dnrch  die  Fassung  einer  brechenden  F'läche  ge- 
bildete Blendung  keine  hinlüngliche  Oeffnung  hat,  um  alle  Strahlen 
(iurrh/.ula'Men .  welche  durch  die  llaiiptblendung  und  durch  die  am 
letzten  wirklichen  Bilde  angebrachte  Blendung  gehen,  so  dass  «nch 
hier  an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  ein  Thcil  von  jedem  Strahlcn- 
bündel  durch  die  Blendung  abgeschnitten  wird. 

In  beiden  P'ällen  kann  die  oben  gebrauchte  Methode  nur  im 
inneren  Theile  des  Gesichtsfeldes  angewendet  werden,  wo  ilcm 
Durchgänge  der  Slrnhlenbündel  kein  Hindeniiss  im  Wege  steht: 
am   Hände   hingegen   muss   man   die  Grenzen   der  Integrale  so  be- 
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slimmen,  diUfs  sie  sich  Mos  Huf  die  von  der  Blendung  nicht  auf^e- 
lialteni-ii  Tlieile  der  Nlrfllilenbündef  bt-zieben.  Uie  nttMsteii  iScIiwie- 
rijs^keiteii  liieteii  dabei  die  durch  die  Besliintoun^  der  Axe  de» 
IStrahleabüiidels  ein^efülirlen  Glieder  dar.  indem  ihre  Integration, 
welehc  bei  der  Berechnung  der  mittleren  l'ndeiith'dikeit  errorderlicli 
i>«l.  UHch  den  bekannten  Methoden  nicht  im  Allgemeinen  aiisfefübrt 
werden  kann.  Uiess  hindert  jedoch  nicht,  in  einzelnen  Fiilieu  oütz- 
lifhe  Anwendungen  hiervon  zu  machen. 

Kine  weitere  Aenderuug  in  den  Grenzen  der  Intep-ale  findet 
bei  Mpie^eltelescopcn  statt,  wenn  der  Objectivspiegel  in  der  Mitte 
eine  kreislurmi^e  UefTnunj;  hat,  wie  es  bei  dem  Gregorianischen  und 
Ca.S!«e,^r8iD'schen  Telesrope  der  Fall  ist,  indem  die  IntejErrale  alsdann 
nur  auf  den  wirk-samen  Tlicil  des  Spiegels  ausgedehnt  werden  dürfen. 
Da  jedoch  die  Üeffnung  gewöhnlich  sehr  klein  ist,  so  hat  dieselbe 
in  der  Regel  nur  einen  unbedeutenden  Kinfluss  auf  das  Resultat 

37^  Sachdem  wir  in  dem  Vorhergehenden  die  Abünderungen 
angerührt  haben,  welch«  bei  dem  Ausdrucke  der  miltteren  Lindeut- 
lichkeit  vorgenommen  werden  können,  um  seine  Anwendung  in  den 
veraehiedenen  Fallen  möglieh  zu  machen,  können  wir  zu  den  McthcK 
den  übergeben,  deren  man  sich  bedienen  muss,  um  dadurch  die  bei 
der  Conslruclion  des  Inalrumentes  willkührlich  gebliebenen  Grössen 
XU  bestiinuien.  Da  nun  derselbe,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
weiter  iiichlH  iat.  als  die  mit  einem  beständigen  Factor  multiplicirle 
IHumroe  der  Quadrate  der  Fehler  sammtlicber  Ntrahlen.  so  erreirbt 
mau  deu  beiibsichtiglen  Zweck  nach  der  Methode  der  kleinsten 
(jnadrHle  dadurch,  dass  mau  den  erwähnten  Ausdruck,  in  Be7.ug  nuf 
Jene  wUlkiilirlichea  Grössen  zu  einem  Minimum  macht,  M'odorcti  man 
auf  die  gewöhnliche  Weise,  venniltelsl  der  Differenltairechnni^.  die 
erforderliche  Anzahl  von  Gleichungen  erhalt.  Uiese  Verfahrungsart 
ist  Jedoch  mil  Schwierigkeiten  verbunden,  wenn  die  zu  bestimmenden 
tiröwen  auf  eine  sehr  complicirte  Art  in  dem  Ausdrucke  der  l'n- 
deuUichkeit  vorkommen.  Ausserdem  treten  auch  bisweilen  aoch 
juidere  Hncksichlen  ein,  wodurch  man  Abgehalten  wird,  genau  bei 
dem  Minimum  stehen  zu  bleiben.  Man  gelangt  dann  gewöhnlich 
am  leichtesten  zum  Ziele,  wenn  man  die  L'ndeutliehkeit  für  mehrere 
Heinrich  tun  gen  in  der  Nühe  des  jMinimums  numerisch  berechnet,  indem 
nan  hierdurch  in  den  Stand  geseilt  wird,  nicht  nur  zu  beurlheilen, 
wie  weit  man  mcb  ohne  \achtheil  von  dem  Minimum  entfernen  kann, 
sundern  auch  selbst  dieses  mil  hinlänglicher  Genauigkeit  zu  berechnen, 
wozu  die  Theorie  die  nothigen  Formeln  an  die  Hand  giebt. 

Fine  Erleichterung  der  Rechnung  bietet  in  manchen  Fällen  die 
Abüouderiing  der  willkührlichen  Grössen  dar,  sobald  ein  Theil  von 
tbnen  nur  in  einigen,  zur  zweiten  Ordnung  gehörigen  CoelTicienten 
vorkommt,  und  dic<ie  durch  einerlei  Wertlie  derselben  so'  klein  wer- 
den können,  dass  n\c  den  Grössen  der  dritten  Ordnung  gleich  zu 
I  sind.     Uie  Gleichungen  des  Minimums  vereinfachen  sich  als- 
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dann  dailurdi,  dass  die  von  den  DilTerrnlialen  der  letzteren  abhän^ijsieii 
tilieder  unmerkliche  Werthe  erhalten,  dulier  es  erlaubt  ist.  sie  in 
jenen  Gleichungen  ?.u  vernaehläs^i^eu. 

Welche  der  angeifebenen  Methoden  in  jedem  einzelnen  Falle  die 
»werkmässi^te  ist.  lasst  sich  zuerst  nach  der  Entwickelun^  der 
Formeln  und  nach  der  Erörterung  der  dabei  eintretenden  \ebenum- 
slände  beurlheilen;  bei  einigen  ('lassen  von  Instrumtenen  kann  diess 
Jedoch  schon  jetzt  geschehen,  wodurch  für  dieselben  mehrere  allge- 
meine Resultate  erhalten  werden. 

38)  Die  ersten  Instnimcnte.  welche  eine  solche  allgemeine  Be- 
handlung znlassen,  sind  diejenigen,  welche  mit  gewöhnlichen  aebro- 
maÜHchen  Objectiven  versehen  und  so  eingerichtet  sind,  dass  die 
brechenden  Flachen  des  Objeclivs  nur  sehr  geringe  Entfernungen 
von  einander  haben,  und  dass  die  Fassung  des  letzteren  die  stelle 
der  Hauptblendung  vertritt,  Hat  das  Instrument  ausser  dem  Objective 
auch  noch  Oculare,  so  sondern  sich  die  bedeutenderen  Glieder  von  beiden 
HO  von  einander  ab .  dass  die  oben  erwähnte  Erleichterung  der  Itechnung 
statt  findet.  Es  hängen  nämlich  diejenigen  Glieder,  die  sich  auf  die 
Abweichung  wegen  der  Gestalt  und  auf  die  Furbenzerstreuung  in  der 
Axe  beziehen,  hauptsächlich  von  dem  Objective.  diejenigen  dagegen, 
welche  den  beträchtlichsten  Theil  der  Abweichung  wegen  der  Gestalt 
ausserhalb  der  Axe  und  den  farbigen  Rand  betreffen,  hauptsächlich  von 
den  Ocularen  ab.  Hierzu  kommt  noch  ein  Glied,  welches  den  minder 
beträchtlichen  Theil  der  Abweichung  wegen  der  Gestalt  ausserhalb 
der  Axe  ausmacht  und  durch  das  Objectiv  und  die  Uculare  gemein- 
schaftlich hervorgebracht  wird.  Dieser  Linstand  macht  es  möglich, 
die  Hechaung  so  abzutheilen,  dass  man  vermittelst  der  Uculare  die 
zum  grösslen  Theü  durch  sie  entstehenden  Abweichungen  zu  heben 
oder  zu  vermindern  sucht,  durch  das  Objectiv  dagegen  diejenigen, 
auf  welche  die  Oculare  wenig  EinHuss  haben. 

Sind  die  Oculare  so  beschafTen.  dass  dadurch  der  farbige  Rand 
gehoben  werden  kann,  so  giebl  die  Theorie  eine  Gleichung,  welche 
die  möglichst  vollkommene  Vernichtung  desselben  bezweckt,  mit 
Hiicksichtaufdiedabei  anzubringenden  Correctionen  der  dritten  Ordnung. 

Eine  ähnliche  Aufhebung  kann  aber  in  Ansehung  der  haupt- 
sächlich von  den  Ocularen  herrührenden  Abweichung  wegen  der  Ge- 
stalt ausserhalb  der  Axe  nicht  statt  finden,  es  bleibt  daher  nichts 
Anderes  übrig,  als  sie  so  klein  als  möglich  zu  machen. 

Haben  die  Oculare  eine  Einrichtung,  welche  die  Vernichtung  des 
farbigen  Randes  nicht  gestattet,  so  fallt  die  hierzu  erhaltene  Gleichung 
weg,  und  man  kann  nur  die  Summe  der  hauptsächlich  von  den  Ocu- 
laren abhängenden  Glieder  zu  einem  Minimum  machen. 

Sollen  bei  unverändertem  Objective  mehrere  Oculareinsätzc  an- 
gebracht werden,  so  miissen  diese  Rechnungen  für  jeden  derselben 
besonders  geführt  werden,  worauf  man  diejenigen  Grössen  berechnen 
kann,  welche  sich  auf  einen  ihnen  entsprechenden  mittleren  Orular- 
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einssiK  bexiphen  und  bei  der  Berechnung  de^  Objerlives  zu  Grund 
gf^Ie^t  werden  müssen. 

Für  dss  Ubjectiv  erhalt  man  hierauf  zwei  Gleichungen,  welche 
die  möglichst  vollkommene  Aufhebung  der  Abweichung  wegen  der 
Geslalt  und  der  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  bedingen,  mit 
Ri'icksicht  auf  die  Correctionen  der  dritten  Ordnung  und  die  kleinen, 
von  den  Ucnlaren  herrührenden  Glieder,  die  nach  den  Aorfaerge- 
gangenen  Bestimmungen  berechnet  werden  können. 

Setzt  man  ein  zweifaches  Objecliv  voraus,  so  enthalt  dasselbe 
drei  willktihrliche  Grössen,  zu  deren  Bestimmung  daher  die  beiden 
gefundenen  Gleichung^en  nicht  hinreichen.  Eine  dritte  Gleichung  giebt 
der  nnbedcutendere  noch  nicht  berücksichtigte  Theil  der  Abweichung 
wegen  der  Gestalt  ausserhalb  der  .4xe.  Da  jedoch  derselbe,  obgleich 
im  Allgemeinen  zur  zweiten  Ordnung  gehörig,  im  gegenwarligew 
Falle  wegen  der  dabei  stalt  findenden  besonderen  Umstände  so  klein 
wird,  dass  er  zur  dritten  Ordnung  gezahlt  werden  kann,  so  ist  es 
zweckmassiger.  Jene  Gleichung  nicht  zu  gebrauchen,  sondern  die 
sänuntltchen,  «och  übrig  gebliebenen  Glieder  zusammengenommen  stu 
berücksichtigen,  indem  man  ihre  Summe  zu  einem  Minimum  macht. 
Hierdurch  erhält  man  ein  Objectiv,  welches  sehr  nahe  die  Bedingungen 
erfüllt,  dass  die  Abweichungen  in  und  ausser  der  \\e  Minima  werden, 
und  dass  das  Objectiv  für  astronomische  und  terrestrische  Gegea- 
stande  fast  gleich  brauchbar  ist. 

Behalt  man  unter  den  erwähnten  Gliedern  nur  dasjenige  hei, 
weiches  sich  auf  die  veränderliche  Entfernung  des  Gegenstandes  bezieht, 
90  entsteht  dadurch  das  von  llerschel  vorgeschlagene  Objectiv.  welches 
die  Kigcnschaft  besilzl.  dass  es  ebenso  gut  für  terrestrische  als  für 
astronomische  Gegenstande  benutzt  werden  kann. 

Nimmt  man  endlich  blos  auf  das  Glied  Rücksicht,  welches  den 
l!]jnfluss  der  Abweichung  wegen  der  (lestalt  auf  die  Farbenzerstreuimg 
in  der  Axe  ausdrückt,  so  folgt  daraus  das  von  Gauss  angegebene 
Objectiv.  dessen  Vorzug  darin  besteht,  dass  jene  Farbenzerstreuung 
in  Bezug  auf  die  centralen  und  Randstrahlen  gleich  gut  gehoben  wird. 

3äJ  Es  ist  jetzt  noch  nölhig,  einige  Bemerkungen  über  die 
Berechnung  des  mittleren  Oculareinsatzes  und  über  die  zu  Grund  zu 
legende  Entfernung  des  Gegenstandes  zu  machen. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  wir  im  Stande  sind,  durch  die 
Wahl  der  den  verschiedenen  Oculareinsülzen  beigelegten  Gewichte  den 
einen  mehr  als  den  andern  zu  berücksichtigen,  und  ausserdem  die 
Formeln  entweder  auf  die  absolute,  oder  auf  die  relative  Deutlichkeit  zu 
beziehen.  Legt  man  nun  sämmtlichen  Oculareinsatzen  einerlei  Gewichte 
bei.  und  macht  sodann  den  Ausdruck  von  einer  der  beiden  Undeut- 
iichkeilen  zu  einem  Minimum,  so  wird  in  beiden  Fallen  bei  den 
stürkeren  Vergrösserungen  die  oben  gefundene  Bedingung  nicht  er- 
füllt, wonach  dieselben  in  Vergleichung  mit  den  schwächeren  Ver- 
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grösseron^^  nur  dann  von  Vorlbeil  sind,  wenn  ihre  rplalive  Un- 
deullirhkeit  wenigstens  nicht  grösser  ist.  Durch  die  Anwendung  des 
Anndrorks  der  absoluten  Undeutlichheit  gleichen  sich  aber  die  Fehler 
sehr  gegen  einander  aus,  statt  das.s  im  anderen  falle  bedeutende 
Fehler  auf  die  stärksten  Vergrösserungen  geworfen  werden.  Wollte 
man  die  erwähnte  Bedingung  bei  allen  Vergrösseningen  erfiillen. 
80  müssle  man  die  stärkeren  weit  mehr  benicksichtigen ,  wodurch  aber 
die  schwärheren   %'erhältnissmässig   viel   schlechter   werden   würden. 

Unter  diesen  Umstanden  erscheint  es  daher  räthlich,  sich  wenig- 
atens  nicht  weit  von  demjenigen  Resultate  ?.u  enlfemen.  welches  man 
erhält,  wenn  man  Rammllirhen  üpulareinsätzen  einerlei  (Jcwicht  giebt, 
und  die  mittlere  absolute  l'ndeuKichkeit  für  sie  zusammengenommen 
Bu  einem  Minimum  macht.  Hat  man  hiernach  eine  Wahl  getroffen, 
ao  iNt  es  angemessen,  für  die  einzelnen  Oculareinsätze  sowohl  die 
absolute,  als  die  relative  Undeutlich kcit  zu  bereeimen.  um  »ich  zu 
ii b er z engen ,  dass  bei  keinem  derselben  unznlässige  Fehler  entstehen. 

Was  sodann  die  Entfernung  des  Gegenstandes  betrilTt,  so 
bestimmen  die  Formeln  einen  gewissen  mittleren  Werlh  derselben, 
welcher  bei  der  Berechnung  des  übjectivs  gebraucht  werden  miiss, 
wenn  es  verschiedenen  Entfernungen  im  Mittel  so  gut  wie  möglich 
entsprechen  soll.  Beabsichtigt  man  aber,  das  Fernrohr  hauptsächiieh 
hei  astronomischen  (äegensländen  anzuwenden,  so  ist  ett  vorzuziehen, 
dasselbe  für  diese  allein  zu  berechnen,  da  sie  die  grösste  Deutlichkeit 
erfordern,  und  nebenbei  darauf  Hücksicht  zu  nehmen,  dnss  die  von 
der  veränderlichen  Entfernung  abhängigen  Glieder  keine  bedeutemie 
Werthe  erhalten. 

40^  Da  die  achromatischen  Objective  eine  sehr  genaue  Kechnung 
erfordern,  so  ist  es  von  Interesse,  die  dnrch  die  Näheningsformeln 
erhaltenen  Resullate  vermittelst  trigonometrischer  Rechnung  jirüfen 
und  nöthigenfalls  genauer  machen  eu  können.  Zu  diexem  F.nde  be- 
stimmen die  Formeln,  nicht  nur  bei  der  Abweichung  weisen  der 
Gestalt,  sondern  anch  bei  der  Farbenzerstreuung  in  der  Ave.  die 
Kinfaltspunkte.  und  bei  der  letzteren  auch  die  Brechung^verhäilnisAe 
zweier  Strahlen,  welche  gleiche  Vervinignngsweiten  crhaften  müssen, 
wenn  jene  Abweichungen  so  vollkommen  als  möglich  gehoben  wer- 
den sollen.  Hierdurch  wird  man  in  den  Htand  gesetzt,  den  Weg 
(lieser  Htrahlen  vermittelst  der  genauen  Formeln  zu  berechnen  und 
eine  vollkommene  UebereinstJmniiing  der  Verein igungs weilen  durch 
kleine  .\banderungen  an  den  willkührlichen  Grossen  zu  bewirken. 

Eine  ähnliche  Methode  lägst  sich  auch  bei  denjenigen  Ab- 
weichungen anwenden,  welche  hauptsächlich  von  den  Ocularen  ab- 
hängen. In  Bezug  auf  den  farbigen  Hand  bestimmt  nämlich  die 
Theorie  einen  Punkt  des  Gegenstandes  und  die  Brechungsverhäl misse 
zweier  von  ihm  ausgehenden  Strahlen,  welche  nach  der  letzten 
Brechung  durch  das  Instrument  parallel  werden  milssen,  wenn  eine  mög- 
lichst voiikoinmene  Vernichtung  des  fnrhigen  Randes  statt  finden  soll. 
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HiiL'vichliirh  der  Abweichung  we^en  der  Geslüit  auflserlialb  der  Axe 
ist  die  BereclinuiijB^  der  Läge  dreier  iSlmhleii  iTrordcrIich ,  um  diu- 
Jenij;e  Grösse  zu  erhallen,  weiche  hierbei  zu  eiueiu  Minimuni  ge- 
nacht  werdeu  soft. 

41^  Von  den  so  eben  betrachteten  Instrumenten,  bei  denen  die 
Fassnn^  des  Objectivs  die  Stelle  derHtiuptblendun^  verlrill.  unter- 
scJieiden  sich  wesentlich  diejenigen,  welche  zwar  «urh  mit  ^wohn- 
lichen achromatischen  Ubjectiven  versehen  sind,  deren  Hauptblen- 
äuag  aber  an  den  Ocularen  angebracht  ist  oder  durch  die  Pupille 
des  Au^es  ersetzt  wird.  Bei  diesen  lustrumenten  js;ehen  die  Haupt- 
fitrahlen  nicht,  wie  es  bei  den  ersteren  der  Fall  ist.  sehr  nahe 
durch  die  Mitte  der  ersten  brechenden  Flache,  sondern  sie  ent- 
fernen sich  de'^to  mehr  davon,  je  weiter  der  ihnen  entsprechende 
Punkt  des  Gegenstandes  von  der  A\e  des  Instrumentes  absteht-  Da 
hiernach  die  wirksamen  .Slrahlenbüiidcl  eine  vötlijE!;  veränderte  Lajs:e 
erhalten,  so  entsteht  dadurch  eine  gänzliche  Abanderunia:  derTheorie. 
worauf  ihre  BerechnunjE:  gegründet  werden  uiiiss.  Die  sümmtlichen 
Abweichuns^en  hängen  niimlich  jetzt  hauptsächtich  von  demUbjective 
ab^  »o  dasH  keine  Absonderung  derselben,  wie  bei  den  vorher- 
^henden  Instrumenten,  statt  ündet.  Aus  den  bedeutenderen  Gliedern 
ia  dem  Ausdrucke  der  mittleren  l'ndeutlichkeit  folgen  daher  nur 
swei  Gleichiin|s:en,  von  denen  die  eine  die  möglichst  vollkommene 
Au/hebiui^  der  Abweichung  we^en  der  Gestalt,  sowohl  in  als  ausser 
derAxe.  die  zweite  dagegen  die  der  Farbenzerstreuung  in  der  Axe 
und  des  farbigen  Randes  zugleich  bedingen.  Die  hierdurch  geftin- 
denen  Dimensionen  desObjectivs  führen  jedoch  gewöhnlich  den  oben 
bemerkten  Nachtheil  herbei,  dass  die  Fläche  des  von  dem  Auge 
betrachteten  Bildes  zum  Theil  convex.  zum  Theil  roncav  ist,  die 
erstere  der  erwähnten  Gleichungen  muss  desshalb  durch  eine  andere 
ersetzt  werden,  welche  die  Theorie  an  die  Hand  giebt  und  wobei 
jener  \ach(hei[  nicht  vorhanden  ist.  Hierdurch  werden  indessen 
nnr  zwei  willkübrlicbe  Grossen  des  Objectivs  bestimmt,  um  daher 
noch  die  erforderliche  dritte  Gleichung  zu  erhalten,  mnss  man  die 
aas  den  beiden  Gleichungen  resultirenden  Werthe  in  dem  Ausdrucke 
der  mittleren  Undeutlich keit  substituiren  und  diesen  sodann  zu  einem 
Hinimum  machen.  Die  letztere  Rechnung  vereinfacht  sich  dadurch 
sehr,  dass  die  von  der  Abweichung  wegen  der  Gestalt  abhängigen 
Glieder  bei  weitem  die  bedeutendsten  sind  und  mithin  allein  berück- 
sichtigt zu  werden  brauchen. 

Die  vorhergehende  Theorie  setzt  voraus,  dass  die  von  den 
verschiedenen  l'uukten  des  Gegenstandes  ausgehenden  Ktrahlea- 
böndel  ungehindert  durch  das  Instrument  gelassen  werden,  welches 
jedoch  nicht  der  Fall  ist,  da  die  Fassung  des  Objectivs  einen  Theil 
der  anssersten  Slrahlenbiindel  abschneidet.  Vm  auf  diesen  Tmstand 
Rncksicht  zu  nehmen,  muss  man  die  oben  angeführte  Methode  an- 
wenden.    Hierdurch  erleidet  die  auf  die  Farbenzerstreuung  sich  be- 
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ziehende  Gleichting;  eineModificHtioii.  woiiacli  sie  derjeiiiffen  itnalci;r 
wird,  wtldie  bei  den  zuitnI  ItetrHchteteii  Iiistriiinenteii  statt  findet. 
Auch  auf  die  von  der  Abweichung  wegen  der  Ge!«tHlt  herrührende 
Gleichung  hti(  der  erwähnte  L'inst»nd  KinHuMüi.  indem  die  erzeugende 
<'ur\e  der  Biidllüche  am  Hände  des  Gesichtsfelde»  eine  andere  Ge- 
stalt erhält;  dn  Jedorh  die  allgemeinen,  daraus  folgenden  Formeln 
sehr  complicirt  werden,  so  ist  es  vorzuziehen,  diese  L'ntersuchnng 
bis  7.U  den  speriellen  Anwendungen  zu  verschieben. 

Soll  das  Instrument  bei  verschiedenen  (inlfernungen  des  Gegen- 
standes, oder  mit  verschiedenen  Orulareinsützen  gebraucht  werden, 
so  miiss  man  in  Be/.ug  auf  die  Abweichungen  wegen  der  Gestalt 
darauf  Bedacht  nehmen,  dass  in  keinem  jener  Falle  der  angeführte 
Nachtheil  eintritt.  In  Ansehung  der  Farbenzerslreuung  dagegen  ist 
es  nothwendig.  nach  den  oben  angewandten  Principien  einen  mitt- 
leren Ocnlareinsatz  7,11  berechnen,  welcher  bei  der  Constrtiction  des 
übjectiv«  zu  Gnind  gelegt  werden  mtiss. 

4Ä)  Am  meisten  vereinfachen  sich  die  Formeln  bei  denjenigen 
Instrumenten,  welche  mit  keinen  achromatischen  Objectiven  versehen 
und  so  eingerichtet  sind,  dass  der  farbige  Rand  nicht  gehoben  wer- 
den kann,  indem  es  hierbei  erlanbt  ist.  alle  ursprunglich  znr  dritten 
Ordnung  gehörige  Grossen  zu  vernachlässigen.  Da  in  diesem  P'alle 
eine  abgesonderte  .Aufhebung  der  verschiedenen  Abweichungen  un- 
möglich ist,  so  bleibt  nichts  Anderes  übrig,  als  die  Cndeutlichkeit 
im  Ganzen  genommen  durch  die  Bestimmung  der  willkiihrlichen 
Grossen  zu  einem  Minimum  zu  machen. 

43)  Der  Ausdruck  der  mittleren  Cndeutlichkeit  enthalt  eine  Con- 
stanle,  welche  von  der  Stellung  der  Hauplblendiing,  oder  im  Falle 
diese  durch  die  Pupille  des  Auges  ersetzt  wird,  von  der  •Stellung 
des  letzteren  abhängt.  Ist  daher  die  eine  von  beiden  Millkührlich, 
so  kann  man  jene  ('onstante  so  bestimmen,  dass  dadurch  der  er- 
wähnte Ausdriirk  zu  einem  Minimum,  die  Deutlichkeit  mithin  sn 
gross  als  möglieh  gemacht  wird.  Man  erhält  hierdurch  oft  ein  sehr 
wirksames  Mittel,  dieselbe  beträchtlich  zu  vermehren,  wozu  da-« 
Auge,  die.  seitWolaston  gebräuchlichen,  periscopischen Instrumente, 
die  mit  Blendungen  versehenen  Objecttve  zusammengesetzter  Micro- 
flcope,  die  einfachen  und  zusammengesetzten  Lupen  etc.  Beispiele 
geben. 

44)  Um  die  auf  die  Undeutliehkeit  sich  beziehenden  Formeln 
gebrauchen  zu  können,  müssen  die  Zahlencoefficienten .  in  welche 
eich,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  Potenzen  des  Unterschiede*' 
des  Brechungsverhällnisses  nach  der  Integration  venvandeln.  und 
folglich  auch  die  den  verschiedenen  farbigen  Strahlen  beigelegten 
Gewichte  bekannt  seyn,  da  jene  Coefficienten  Functionen  der  letzteren 
sind.  Wären  alle  Strahlen  von  einerlei  Art,  so  würde  das  Naliir- 
iichste  seyn,  die  Gewichte  dem  Quadrate  der  Lichtstärke  gleich  zu 
setKen,    indem    bei    dieser   Voraussetzung   der   Fehler   eines   jeden 


Strahles  mit  Rürksirht  auf  seine  Wirksamkeit  dem  Prodticte  aus  der 
Lichtstärke  desselben  in  seinen  Abslaud  von  der  Axe  des  Strahlen- 
bündels proportional  seyn  würde.  We^en  der  Verschiedenartigkeit 
der  farbigen  Strahlen  kann  aber  jene  Hypothese  bei  ihnen  nicht 
ohne  weitere  PriifunjC  zu  Grnnd  gelegt  werden,  welches  in  Kr- 
tnangeluDg  einer  anderen  Bestiinmiing:sweise  '/.u  der  Idee  Veran- 
lassung giebt,  dieselbe  auch  bei  den  letzteren  Strahlen  vorläufig 
anzunehmen,  sodann  aber  die  dadurch  erhaltenen  Resultate  mit  den 
Beobachtungen  zu  vergleichen,  um  über  die  Zulässigkeit  der  Hypo- 
these urtheilen  zu  können. 

Ich  wähle  hierzu  die  Beobachtungen  von  Fraunhofer,  vv'orauii 
er  an  sieben  Stellen  des  prismatischen  F'arbenbildes ,  welche  durch 
die  von  ihm  entdeckten  Linien  leicht  kenntlich  sind,  nicht  nur  die 
Brechungsverhältnisse  für  verschiedene  Glasarten,  sondern  auch 
die  Lichtstärke  und  das  Maximum  derselben  abgeleitet  hat.  Die 
Grenzen  des  Spectrums  sind  von  ihm  nicht  angegeben  und  wegen 
der  Schwäche  des  Lichtes  an  diesen  Stellen  sehr  unsicher,  daher  ich 
sie. nach  der  Figur  bestimme,  welche  Fraunhofers  Abhandlung  bei- 
^fägt  ist. 

Ferner  nehme  ich  eine  gewisse  Gattung  von  Crownglas,  an 
welcher  er  Beobachtungen  angestellt  hat ,  als  denjenigen  Körper  an, 
der  zur  Verglcichung  der  übrigen  gebraucht  wird.  Die  Lichtstarken 
sind  zwar  an  einer  anderen  Glasart  beobachtet,  sie  können  aber 
durch  angebrachte  Correclionen  leicht  auf  die  erstere  reducirt  wer- 
den. Die  bei  der  Berechnung  der  Coefficienten  auszuführenden  In- 
tegrationen erfordern,  dass  das  Quadrat  der  Lichtstärke  eines  jeden 
farbigen  Strahles  in  Function  des  Unterschiedes  zwischen  seinem 
Brechungsverhähnisse  und  dem  eines  bestimmten,  nach  WiUkühr  an- 
genommenen Strahles  gegeben  sey.  Da  aber  der  eigentliche  ana- 
lytische Ausdruck  davon  nicht  bekannt  ist,  so  kann  dieser  Zweck 
durch  experimentelle  Formein  erreicht  werden,  indem  man  das  pria- 
matische  Farbenbild  in  mehrere  Theile  theilt,  und  für  jeden  der- 
aelben  eine  besondere  Formel  annhumt,  welche  die  Beobachtungen 
mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  darstellt. 

Theilt  man  nun  die  in  den  Ausdrücken  der  Coefficienten  ent- 
haltenen Integrale  ebenfalls  in  die  den  experimentellen  Formeln 
entsprechenden  Theile,  und  legt  in  jedem  derselben  die  für  ihn  gültige 
Formel  zu  Grund,  so  können  dadurch  nicht  nur  jene  Coefficienten 
und  einige  daraus  abgeleitete,  welche  in  den  Ausdrücken  der  Un- 
deutlichkeit  vorkommen,  sondern  auch  das  Brechungsverhai Iniss  dea 
mittleren  Strahles  für  die  zur  Vergleiehung  dienende  Glasart  be- 
rechnet werden. 

Für  das  letztere  wurde  oben  das  arithmetische  Mittel  aus  den 
Brechungs Verhältnissen  sämmtlicher  farbigen  Strahlen,  mit  Rücksicht 
auf  ihre  Wirksamkeit,  angenommen,  die  Rechnung  zeigt  aber,  dass 
ihm  noch  eine  andere  Bedeutung  gegeben  werden  kann.    Denken 
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wir  uns  nämlicti  dieBrechuii^sverhaltnisse  der  verschiedenen  farbi^n      H 
Siralilen  als  Abscissen,   die  dazu  gebi^rigeii  Gewiihte  dajS^egen  als       ■ 
Ordinalen  einer  krummen  Linie  aufgetragen,   ao  ist  das  Urcrhun^s- 
verhältniss  des  mittleren  Strahles  dasjenige,  welches  dem  Schwer- 
punkte der  durch  die  Curve  und  die  Abscissenlinie  begrenzten  Fi^r 
»entspricht. 
45^  In  Bezug  auf  andere  brechende  Körper  haben  wir,  am  die 
Anzahl  der  veränderlichen   Grössen  möglichst  zu  vermindern,    die 
den  verschiedenen  farbigen   Strahlen    entsprechenden    Unterschiede 
der  Brechungsverhaltnisse  als  Functionen  der  correspondirenden  Unter- 
schiede   hei    dem   zur    Vergleichung    dienenden    Körper   betrachtet, 
welche  wegen  der  Kleinheit  der  letzteren  in  Reihen  entwickelt  wur- 
den.   Die  Coefficienten  der  Glieder  dieser  Reihen  und  das  Brechungs- 
verhältniss  des  mittleren  Strahles  sind  alsdaun  unbekannte  Grössen, 

I  welche  bei  Jedem  Körper  durch  Beobachtungen  bestimmt  werden 
müssen.  Da  wir  bei  der  Enlwickelung  der  Formeln  nur  die  beiden 
ersten  Glieder  jeder  Reihe  beibehalten  haben,  so  ist  zu  jener  Be- 
stimmung die  Beobachtuug  der  Brechungsverhaltnisse,  wenigstens 
an  drei  Stellen  des  Spectrums,  sowohl  in  Bezug  auf  den  betreffen- 
den Körper,  als  auf  den  zur  Vergleichung  dienenden,  erforderlich. 
Führt  man  hiernach  dieRechnung  für  eine  von  Fraunhofer  gehrauchte 
Gattung  von  Flintglas  aus,  so  stellt  die  daraus  entspringende  Formel 
die  beobachteten  Brechungsverhältnisse  so  genau  dar,  dass  es,  so 
lange  die  Beobachtungen  keinen  grösseren  Grad  von  Genauigkeit 
erreichen,  unnütz  seyn  würde,  noch  mehrere  Glieder  der  Reihe  bei- 
zubehalten. 

46)  Eine  weitere  Vergleichung  der  durch  die  Theorie  erhaltenen 
Resultate  mit  den  Beobachtungen  bietet  das  oben  eingeführte  corri- 
girteZerstreuungsverhältniss  dar.  Da  dasselbe  von  den  t'oefficienten 

I  abhängt,  welche  vermittelst  der  angenommenen  Gewichte  durch  In- 
tegrationen erhalten  werden,  so  kann  jene  Vergleichung  dazu  dienen, 
um  die  bei  der  Bestimmung  der  Gewichte  zu  Grund  gelegte  Hypo- 
these einer  Prüfung  zu  unterwerfen.  Die  Ausführung  der  Rechnung 
für  die  beiden  erwähnten  Glassrtcn  zeigt,  das»  das  hieraus  resul- 
lirende  Zerstreuungsverhältniss  etwas  grösser  wird,  als  dasjenige, 
bei  dessen  Anwendung  die  aus  denselben  Glasarien  construirten 
Objective  nach  Fraunhofers  Erfuhrung  am  besten  werden. 

Sieht  man  das  von  ihm  gefundene  Resultat  als  genau  an,  so 
folgt  daraus,  dass  die  Gewichte  nach  der  violetten  Seite  des  Spec- 
trums mehr  abnehmen  müssen,  als  bei  der  Reclinung  vorausgesetzt 
wurde,  eine  Untersuchung  darüber  zeigt  jedoch,  dass  eine  sehr  be- 
deutende Abnahme  dcrisclben  erforderlich  ist.  um  der  angeführten 
Erfahrung  Genüge  zu  leisten.  Uebrigens  lässt  sich  hieraus  um  des- 
willen kein  ganz  zuverlässiger  Schluss  machen,  weil  über  die  Be- 
rechnung der  Objective  von  Fraunhofer  nichts  Näheres  angegeben 
Die  wiederholte  Vergleichung  der  Erfahrungen  mit  der  Theorie^ 
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L  wobei  jedoch  alle,  durch  dieselbe  gegebene  Correctionen  berück- 
atrhligl  werden  müssen,  ist  wohl  rfer  sicherste  Weg,  um  in  dieser 

I  fBr  dieConsfniction  der  HchromalischenObJcctive  so  wichtigen  Sache 
XU  einem  sirheren  liesiittate  zu  gelangen. 

47}  Der  farbige  Rand  kann  wegen  der  in  seinem  Ausdracke 
enthaltenen  Glieder  höherer  Ordnungen  nicht  für  alle  Punkte  des 
Gegenstandes  und  nicht  Air  alle  farbige  Strahlen  zugleich  gehoben 
werden,  bei   der   vollkuminenslen   Einrichtung  der  Instnimente  ge- 

[  Arhieht  dieses  vielmehr  nur  für  diejenigen   Punkte,  welche   von  der 

r  Grenze  des  Gesteh Isfoldes  ungefähr  um  den  sechsten  Thcil  seines 
Halhmesfers  entfernt  sind,  und  für  Strahlen  von  einer  bestimmten 
Breehbarkert.  die  sich  wenig  von  dem  mittleren  Strahle  unterschei- 
den. Eine  Folge  hiervon  ist,  dass  selbst  bei  dieser  Einrichtung  die 
Gegenstände  mit  srhwach  gefärbten  Rändern  erscheinen,  deren 
Farbentinten  nicht  nur  eine  interessante  Vergleichnng  der  Theorie 
mit  der  Erfahrung,  sondern  auch  ein  Mittel  darbieten,  um  über  die 
Gute  der  Instrumente  in  dieser  Beziehung  iirtheilen  zu  können. 

Die  theoretische  Untersuchung  liefert  das  Resultat,  dass  eine 
Tveisse  von  schwarz  begrenzte  Flache  an  derjenigen  Steile  des  Ge- 
sichtsfeldes.  wo  eine  möglichst  vollkommene  Aufliebung  des  farbigen 
Bandes  statt  findet,  auf  der  einen  Seite  einen  grünen,  auf  der  ent- 
jfegengesetzten  Seite  aber  einen  violetten  Rand  erhält.  Diese  Far- 
ben bekommen  etwas  andere  Nuancen,  je  nachdem  das  Bitd  mehr 
der  Mitte  oder  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  genähert  wird,  oder 
aach,  wenn  der  farbige  Rand  nur  unvollkommen  geholien  ist.  Bei 
dem  Galileischen  Fernrohr,  dessen  Objeetiv  die  Farben  Zerstreuung 
m  der  Axe  und  den  farbigen  Rand  zugleich  vernichtet,  geben  die 
erwähnten  Farben  ein  Kennzeichen  ab,  dflss  beides  so  vollkommen 
als  möglich  bewirkt  ist.  Dagegen  kann  man  dieselbe  Methode  bei 
Instrumenten,  in  denen  ein  oder  mehrere  wirkliche  Bilder  entstehen, 
nicht  iinmittelliar  auf  die  Farben  Zerstreuung  in  der  Axe  anwenden, 
weil  hierdurch  keine  farbige  Rander  hervorgebrarht  werden.  Fraun- 
hofer hat  jedoch  bereits  ein  Mittel  angegeben,  um  zu  erkennen,  bei 
welchem  von  mehreren  Objectiven,  unter  übrigens  gleichen  Umstan- 
den, die  Farhenzerslreuung  am  besten  gehoben  ist.  Wenn  man 
nämlich  die  Hälfte  eines  jeden  Objeclivs  zudeckt  und  Linien  eines 
entfernten  Gegenstandes  beobachtet,  welche  mit  der  Datbirungslinie 
von  jenem  parallel  laufen,  so  ist  dasjenige  Objeetiv  in  dieser  Be- 
ziehung das  beste,  durch  welches  die  Linien  am  deutlichsten  ge- 
sehen werden.  Fraunhofer  hat  hierbei  blos  auf  die  Präcision  Rück- 
sicht genommen,  ohne  sich  um  die  Farben  zu  bekümmern,  welche 
dabei  entstehen;  die  letzleren  bieten  indessen  ebenfulls  ein  Mittel 
dar,  um  zu  heuftheilen.  ob  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  so 
vonkommen  als  möglich  gehoben  ist.  Es  folgt  nnmiich  aus  der 
Theorie,  dass  in  diesem  Falle  eine  weisse  von  schwarz  begrenzte 
FMdie,  deren  gegenüberstehende  Grenzen  mit  der  Halhinmgslinie 
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des  Objcctivs  parallel  laufen,  an  denselben  mit  einem  schwachen 
grünen  und  violetlen  Rande  erscheint,  eben^u  wie  es  bei  aufge- 
hobenem farbigem  Rande  statt  findet,  dass  aber  auch  hier  Jene 
Farben  andere,  durch  die  Theorie  gleichfalls  angegebene  Nuancen 
bekommen,  wenn  die  Farbenzerstreuung  nur  unvollkommen  gehoben 
ist,  oder  auch,  wenn  man  starker  oder  schwächer  vergrössernde 
Oculare  anwendet,  als  dasjenige,  welches  eine  möglichst  vollkommene 
Aufhebung  bewirkt. 

Alle  diese  Resultate  der  Theorie  werden  durch  die  Erfahrung 
auf  die  genügendste  Weise  bestätigt. 

48)  .\usser  der  Deutlichkeit  kommt  hei  den  optischen  Werk- 
zeugen noch  ein  anderer,  von  jener  unabhängiger  Fehler  in  Be- 
tracht, nämlich  die  Verzerrung  des  durch  sie  hervorgebrachten 
Bildes.  \aeh  demjenigen,  was  wir  oben  angeführt  haben,  hangt 
bei  einerlei  Vergrösserung  die  Deutlichkeit  davon  ab,  wie  nahe  sich 
die  von  demselben  Punkte  des  Gegenstandes  ausgehenden  Strahlen 
in  dein  Bilde  bei  einander  belinden.  Dagegen  hat  die  wechselseitige 
Lage  der  Bilder,  welche  den  verschiedenen  Punkten  des  Gegen- 
standes zugehören,  auf  die  Deutlichkeit  keinen  Einlluss,  sie  be- 
stimmt aber  die  Gestalt  des  ganzen  Bildes,  nach  der  wir  daher  im 
Stande  sind,  nicht  nur  zu  beurtheilen,  ob  der  Gegenstand  durch  das 
Instrument  verzerrt  erscheint,  sondern  auch  die  Grösse  der  Ver- 
zerrung zu  berechnen,  wenn  sie  statt  findet. 

Bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art  können  wir  das  auf  der 
Projeclionsebeue  entstehende  Bild  unmittelbar  mit  dem  Gegenstände 
vergleichen.  Da  bei  dieser  Unterxuchung  die  Deutlichkeit  nicht  be- 
achtet wird,  das  Bild  eines  jeden  Punktes  daher  mit  dem  ihm  ent- 
sprechenden Punkte  derAxe  des  Slrahlcnbündels  verwechselt  wer- 
den kann,  so  befindet  sich  dasselbe  stets  in  derjenigen  F,bcne, 
welche  durch  den  leuchtenden  Punkt  und  die  Axe  des  Instrumentes 
gelegt  ist.  Zu  einer  vollkommenen  Aehnlichkeit  des  auf  der  Pro- 
jertionsebene  entworfenen  Bildes  mit  dem  Gegenstande  wird  daher 
nur  noch  erfordert,  tlass  die  Entfernungen  ihrer  correspondirenden 
Punkte  von  der  Axe  des  Instrumentes  in  einem  beständigen  Ver- 
haltnisse stehen.  Waren  blos  die  Grossen  der  ersten  Ordnung  vor- 
handen, so  würde  diese  Bedingung  vollkommen  erfüllt  werden,  das 
Bild  mithin  dem  Gegenstande  vollkommen  ahnlich  seyn.  Mehrere 
Glieder  der  höheren  Ordnungen  zerstören  aber  die  Aehnlichkeit, 
indem  sie  die  verschiedenen  Punkte  des  Bildes  in  ungleichem  Ver- 
hältnisse der  Axe  des  Instrumentes  nähern  oder  davon  entfernen. 
Hierdurch  wird  daher  eine  Vei-%errung  des  Bildes  hervorgebracht, 
deren  Grösse  vermittelst  der  erwähnten  Glieder  für  jeden  Punkt 
desselben  berechnet  werden  kann. 

49j  Um  eine  ähnliche  rntersuchung  bei  den  Instnimenten  der 
zweiten  Art  anstellen  zu  können,  müssen  wir  das  letzte  Bild  der- 
selben mit  einem   eingebildeten,    vergrösserten   Gegenstände   ver- 


I 
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gleichen,  welcher  dem  wirkltrhen  ähnlich  ist,  mit  ihm  eine  parallele 
La^e  hat  und  mit  blossem  Auge  betrachtet  wird.  Könnte  utan  nun 
die  Verdrösse ru Dg  des  letzteren  .so  besümmen.  das»  die  von  seinen 
sfimmtltchen  Punliten  ausgehenden  Hauptstrshien  narh  lienselben 
Aichtungen  in  das  Allere  fielen,  wie  die  A\en  der  Strahlenbündel, 
welche  den  entsprechenden  Punkten  des  durch  das  Instrument  her- 
vorgebrachten Bildes  zugehören,  so  wurde  der  Gegenstand  durch 
jenes  dem  wirklichen  Gegenstande  ähnlich  erscheinen.  Dieses  wäre 
jedoch  nur  in  dem  Falle  möglich,  wenn  die  zur  ersten  Ordnung 
gehörigen  Gri»ssen  allein  existirten.  Die  Glieder  der  höheren  Ordnungen 
bringen  daher  auch  hier,  wie  bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art, 
eine  Verzerrung  henor,  zu  deren  Berechnung  sie  dienen. 

50)  Wir  haben  oben  bei  der  Entwickelung  der  Gleichungen 
der  gebrochenen  Strahlen  die  Tangente  des  Winkels  zwischen  der 
Axe  des  Instrumentes  und  einer,  von  dem  leuchtenden  Punkte  nach 
drai  Scheitel  der  ersten  brechenden  Flache  gezogenen  Linie  zu  den 
kleinen  Grössen  gerechnet,  nach  denen  die  Reihen  geordnet  wur- 
den. Von  jener  Tangente  enthalten  die  Glieder,  von  weichen  die 
Verzerrung  abhängt,  verschiedene  Potenzen:  sollte  daher  dieselbe 
«-egfalleo.  so  mussten  die  Coefficienlen  der  letzteren  abgesondert 
verschwinden,  was  gewöhnlich  nicht  der  Fall  ist.  Es  bleibt  als- 
dann nichts  Anderes  übrig,  als  die  willkührlirhen  Grössen  des  In- 
Slmmenles  so  zu  bestimmen,  dass  das  beträchtlichste  Glied  so  klein 
wird,  als  es  ausführbar  ist,  ohne  der  Deutlichkeit  bedeutend  zu 
schaden. 

Kann  der  Coefficient  des  erwähnten  Gliedes  verschwinden,  ohne 
dass  dieses  zugleich  bei  dem  folgenden  statt  findet,  so  ist  es  möglich. 
dem  Instrumente  eine  solche  Einrichtung  zu  geben,  dass  die  den 
verschiedenen  Punkten  des  Gegenstandes  correspondirenden  Bilder 
so  wenig  wie  möglich  aus  derjenigen  Lage  gebracht  werden ,  welche 
der  vollkommenen  Aehnlichkeit  entsjpricht.  Sehen  wir  zu  dem  Ende 
die  bei  jedem  Punkte  statt  findende  Verzerrung  als  den  ihm  zuge- 
hörigen Fehler  an,  so  können  wir,  nach  der  bei  der  Deutlichkeit 
gebrauchten  Methode,  das  arithmetische  Mittel  aus  der  Summe  der 
Quadrate  saramilicher  Fehler  suchen,  welches  ich  das  Quadrat  der 
tmltleren  Vcrzemmg  nenne.  Macht  man  dasselbe  zu  einem  Minimum, 
so  wird  dadurch  der  beabsichtigte  Zweck  erreicht.  Die  hieraus  ent- 
sprfngende  Gleichung  zeigt,  dass  alsdann  die  Verzerrung  nur  für 
gewi-sse  Punkte  vollkommen  verschwindet,  welche  eine  dadurch  be- 
stimmte Entfernung  von  der  Axe  des  Instrumentes  haben,  dass  sie 
aber  diesseits  und  Jenseils  dieser  Pnnkte  das  entgegengesetzte  Zeichen 
erhält.  Bei  den  nach  jenem  Grundsatze  conslruirlen  Instrumenten 
der  zweiten  Art  tritt  jedoch  gewöhnlich  der  oben  erwähnte  Nachlheil 
CJo,  dass  die  Fläche  des  vom  Auge  betrachteten  Bildes  zum  Theil 
ronvex,  zum  Theil  concav  ist:  so  oft  dieser  Fall  statt  findet,  muss 
die  aus  dem  Minimum  folgende  Gleichung  durch   eine  andere  ersetzt 
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werden,  wobei  jener  Nachf heil  nicht  vorhtiii<Icn  ist,  und  von  welcher 
bereits  in  Bezu^  auf  die  Deutlichkeit  Gebrauch  gemacht  wurde. 

513  Sali  bei  einem  instrumenle  ein  innere»  Micrometer  angebracht 
werden,  so  ist  ein  wesentliches  Erfordeniiss ,  da>is  in  der  Kbene 
desselben  ein  Bild  entsteht ,  und  dass  dieses  dem  Gegenstände  ähnlicti 
ist,  weil  sonst  die  Angaben  des  MicronieterH  unrichtig  werden.  In 
diesem  Falle  finden  daher  die  bei  den  Insirumenlen  der  ersten  Art 
erhaltenen  Resultate  ihre  Anwendung,  wenn  man  die  Ebene  des 
Hicronieters  als  Projectionsebene  annimmt.  Es  wird  dann  oft  noth- 
wendig,  etwas  von  der  Dcullichkeit  aurzuopfern,  um  die  Verzerrung 
80  klein  als  müglich  /.u  machen. 

52)  Die  Formeln,  welche  sieh  auf  die  Verzerrung  beziehen, 
geben  ein  Mitlel  an  die  Hand,  die  Gestalt  zu  bestimmen,  unter  welcher 
eine  auf  dem  Gegenstande  gezogene  Curve  erscheint,  wenn  sie  durch 
das  Instrument  betrachtet  wird. 

Bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art  ist  hierzu  weiter  nichts 
erforderlich,  als  dass  man  die  Coordinaten  eines  beliebigen,  im  Gegen- 
stände befindlichen  Punktes  durch  die  Coordinaten  des  correspundiren- 
den  Punktes  im  Bilde  ausdrückt,  und  ihre  Wertiie  in  der  Gleichung 
der  Curve  substituirt.  Anders  verhall  es  sich  bei  den  Instrumenten 
der  zweiten  Art.  Wir  haben  nämlich  oben  gesehen,  dass  die  Flache, 
in  der  sich  das  von  dem  Auge  betrachtete  Bild  befindet,  keine 
Ebene  ist,  daher  sie  nicht  gebraucht  werden  kann,  um  die  schein- 
bare Gestalt  der  erwähnten  Curve  anzugeben.  Projicirt  man  aber 
das  Bild  vermittelst  der  Axen  der  seinen  verschiedenen  Punkten 
zugehörigen  8trahlenbündel  auf  eine  F^bene,  welche  in  der  mittleren 
Eulfemung  des  Bildes  senkrecbt  auf  der  Axe  des  Instrumentes  steht, 
so  hat  die  auf  dieser  Ebene  gebildete  Curve  die  Eigenschaft,  dass 
sie  dem  Auge  ebenso  erscJieiut,  wie  die  im  Bilde  befindliche.  Sie 
kann  daher  ebenso  wie  bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art  bestimmt 
werden,  und  zur  Vergleichung  mit  der  auf  dem  Gegenstande  ge- 
zogenen Curve  diene«. 

533  Die  Verzerrung  ist  am  aufTallendsten  bei  einer  geraden  Linie, 
daher  es  Interesse  darbietet,  die  (iestalt  der  letzteren  im  Bilde  kennen 
zu  lernen.  Dieses  ist  sehr  nahe  eine  Parabel,  wenn  die  ursprünglich 
zur  dritten  Ordnung  gehörigen  Grössen  vernachlässigt  werden  können ; 
ob  sie  ihre  Concavilät  nach  innen  oder  nach  aussen  kehrt,  hangt  von 
dem  Zeichen  des  bedeulendsten  Gliedes  in  dem  Ausdrucke  der  Ver- 
zerrung ab.  Wird  dagegen  die  Beibehaltung  jener  Grössen  erforder- 
lich, 80  bat  die  Curve  bisweilen  zwar  dieselbe  Lage  wie  im  vorher- 
gehenden Falle,  aber  eine  veränderte  Gestalt,  indem  sie  keine  Parabel 
bleibt;  bisweilen  entstehen  darin  zwei  Wendnngspunkle.  wodurch 
theils  ihre  Convexilät,  theils  ihre  Concavilät  nach  innen  gerichtet 
ist.  Der  letztere  F'all  begreift  den  oben  betrachteten  in  sich,  bei 
welchem  die  mittlere  Verzerrung  so  klein  als  möglich  wird. 
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543  Nächst  den  geraden  Linien  geben  die  Kreise  eine  Ter-* 
Zerrung  am  leichtesten  zu  erkennen.  Die  Untersuchung  hierüber 
zeigt  j  dass  das  Bild  eines  Kreises  sehr  nahe  eine  Ellipse  ist ,  im  Falle 
die  Grössen  der  zweiten  Ordnung  allein  berücksichtigt  werden.  Die 
eine  ihrer  Axen  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Gesichtsfeldes,  ob 
es  aber  die  grosse  oder  die  kleine  ist,  hängt  von  dem  Zeichen  jener 
Grössen  ab.  Im  entgegengesetzten  Falle  erleidet  die  Curve  an  der 
einen  Seite  der  angegebenen  Axe  eine  Verlängerung,  an  der  anderen 
eine  Abplattung,  wodurch  sie  eine  Gestalt  erhält,  welche  sich  dem 
Dorchschnitte  eines  Eyes,  oder  der  Crystalllinse  eines  Ochsenauges 
nähert,  je  nach<^em  die  Axe  die  grosse  oder  die  kleine  ist 
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Um  die  zu  den  optischea  LlDlersiichungen  erforderlichen  Formeln 
zu  erhallen,  ist  es  zuerst  nothwendif^,  diejenigen  zu  entwickeln, 
durch  wrlrhe  die  Brechung  des  Lichtes  in  Flächen  von  heliebigcr 
(jeslalt  berechnet  werden  kann,  ohne  dabei  Näherungen  anzuwenden. 
Uiese  allgemeinen  Fnrmeln  sind  sodann  mit  Leichtigkeit  auf  den  für 
die  Ausübung  wichtigen  specielleren  Fall  anwendbar,  in  welchem 
sammtliche  brechende  Flächen  Kugelflächen  sind,  deren  Mittelpunkte, 
sich  in  einer  geraden  Linie  befinden.  Sie  werden  aber  so  complicirt, 
dass  >wir  uns  in  der  Folge  genälhigt  sehen  werden,  sie  in  Reihen 
zu  entwickeln.  Die  hierdurch  veranlasste  Rechnung  fuhrt  zo  linea- 
risclien  DilTerenzengleichungen  theils  von  der  ersten,  Iheils  von  der 
zweiten  Ordnung,  daher  es  zweckmässig  ist,  uns  mit  der  Integralion 
derselben  im  Allgemeinen  zu  beschäftigen,  um  bei  den  spateren 
Untersuchungen  nicht  aufgehalten  zu  werden. 

Brechung  des  Lichtes  in  Flächen  von  beliebiger  Gestalt. 

Vy  Ich  setze  voraus,  dass  ein  Lichtstrahl  nach  und  nach  durch 
mehrere  Mittel  von  verschiedenem  Brechungsvermögen  geht-  welche 
von  einander  durch  beliebige,  krumme  oder  ebene  Flärlien  getrennt 
sind.  An  jeder  dieser  Flachen  «Meidet  alsdann  der  Strahl  eine 
Brechung,  die  sich  nach  den  bekannten  Gesetzen  richtet,  dass  nämlich 
der  einfallende  und  der  gebrochene  Sirahl  in  einer  Ebene  liegen, 
welche  durch  die  Xormale  am  F^infallspunkte  gehl,  und  dnss  sie  mit 
dieser  \ormaIe  Winkel  bilden,  deren  Sinus  ein  bestandiges  Verhäll- 
ntss  7.U  einander  haben. 

Es  seyen  nun  in  Bezug  auf  eine  der  brechenden  Flachen,  welche 
nach  Willkühr  gewählt  werden  kann. 
a,  t,  c  die  rechtwinkeligen   Coordinalen    eines   bestimmten,   in   dem 

einfallenden  Sirahle  liegenden  Punktes, 
Xi2)i3  <!■('  Coordinalen  des  Einfallspuncles, 

IftSSS)  =  0;prfjE  +  ?(/?)  +  rrfä  =  0 fa) 

die  Gleichung  der  brechenden  Fläche  und  ihre  Differential- 
gleichung , 
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die  Gleichungen  des  einfallenden  and  des  gebrochenen  Strahles, 
n  das  Breehangsverhältniss, 
-q  und  6  der  Einfalls  -  und  Brechungswinkel, 

80  kommt  es  zuerst  darauf  an,  die  Coefficienten  der  Gleichungen  (b) 
und  (c)  zu  bestimmen. 

Für  die  ersteren  erhält  man  sogleich ,  weil  der  einfallende  Strfdil 
durch  die  beiden  Punkte  a  6  c  und  X  S)  3  gebt , 

A  =  3i  —  a  j 

B  =  3  -  M (d) 

C=3-c \ 

Sodann  bilden  die  geraden  Linien  (b)  und  (c)  mit  der  Normale  der 
brechenden  Fläche  (a)  im  Punkte  XS)3  die  beiden  Winkel  ^  und  e, 
deren  Sinus  in  dem  beständigen  Verhältnisse  n  sind,  welches  durch 

die  Gleichung 

sin.*  V         .    .  ^ 

r—  =  sin.  *  6 

n* 

ausgedrückt  wird.    Substituiren  wir  hierin  die  bekannten  analytischen 

Ausdrücke  von  sin.*  17  und  sin.*  6,  so  entsteht  dadurch  die  Gleichung:' 

CCg  —  Bry  +  cAr  —  Cpy  +  jBp  —  Äqy 

n*  U*  +  B*  +  C*)  "■ 

jGq  —  Fry  +  (Jgr  —  Gpy  +  jFp  —  Eq)^ 
~  JB*  +  F*  +  G*  •    •    w 

Endlich  giebt  die  Bedingung,  dass  der  einfallende  Strahl,  der  ge- 
brochene Strahl  und  die  Normale  der  brechenden  Fläche  in  einer 
Ebene  liegen,  die  Gleichung 4 

E  iCq  —  Br)  +  FiAr  —  Cp^  +  G(Bp  —  Aq^  =  0    .    .    (0 

Die  beiden  Gleichungen  (e)  und  (f)  enthalten  die  Bedingungen, 

durch  welche  7;  und  -j^  bestimmt  werden  müssen.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung        **  ** 

^  D*  =  u4*  +  B*  +  C* 

^»  =p«   +  y*  +  r* 

Cq  —  Br 

a  =  — ^ 

n 

n 
y=  Bp-Aq 
n 

a»  =  a*   +  ß*   H-  y* 

SO  folgt  zuerst  aus  (f) 

Fs« »—  i^-?  "4"  ^  t) 


ß 
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Bemerken  wir  ferner,  dass  vermöge  dar  in  (g)  angenommenen 

Werthe  von  a,  ß  und  y 

Pa+  qß  +  ry  =  0 

ist ,  so  erhalten  wir  durch  Substitution  des  vorhergehenden  Werflies 
''«•'^-     Gq-Fr=^    iEr-Gp)a 

Fp-Eq=   <Er-Gp)y 

B»  +  F»  +  G»  =  (E'+G')ß*  +  (Ea-\-Gy? 

ilierdarch  verwandelt  sich  die  Gleichong  (e)  in  die  folgende : 

J (Er  —  Opf 

D*  ~    (JE»+G»)i3»+iJB«+GT)" 

E 
oder  nach  -^^ geordnet, 

g!(irr»-««-.^)- M.(D>r+ar) 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

E     ^   g«  pr  +  «y  +  j6\/JP»  9^  —  ^» 

G  D^  r*  —  a*  —  j3» 

woraus  weiter  vermittelst  des  obigen  Werthes  von  F 
F^  ^  />'  yr  +  gy  qp  aV  />«  ^»  ~  a» 
G  t)%  r^  ^  ^%  —  ß* 

erhalten  wird. 

Das  obere  Zeichen  gehört  dem  gebrochenen  Strahle ,  das  untere 
dagegen  einer  Linie  an,  welche  einen  gleichen  Winkel  mit  der  Normale 
macht ,  aber  auf  der  entgegengesetzten  Seite  liegt ;  und  da  einer  der 
Coefiicienten  E,  Fj  O  unbestimmt  bleibt,  mithin  nach  Willkähr  an- 
genommen werden  darf,  so  kann  man  jeyn  Coefficienten  die  folgenden 

Werthe  -beilegen.  

E  =  D^pr  -\-  ay  +  ßVD*  s^  ~  S^ 
F^  D^qr  +  ßy  --- ay/D^  s^  —  i(*    }    .    .    .    .    (h) 
G  =  D»r*-  «*- g» 
Durch  diese  Formeln  werden  die  Coefficienten  E^  F,  O  Functio- 
nen von  a,  6,  c  and  X,  S),  3)  welchenicht  unmittelbar  gegeben  sind; 
es  bleibt  daher  noch  übrig,  sie  durch  bekannte  Grössen  auszudrücken. 

Zu  diesem  Ende  seyen 
e,  f,  g  die  Coordinaten  eines  bestimmten,  nach  Willkähr  angenomme- 
nen Punktes  im  gebrochenen  Strahle, 
so  geben  die  Gleichungen  (c)  and  (f),  wenn  man  darin  ar,  y,  s  mit 
^/  f/  9  verwechselt  und  die  Werthe  (g)  sobstitairt, 

e-3E  _  f-8)  _  g-3 
E       ~      F       ~      G        ] (i) 

Ea  +  Fß  +  Gy  =0 

und  durch  Elimination  von  E^  Fj  O 

a  (e  —  3E)  +  p  (f  —  2))  +  y  (fl  -  3)  =  0      .    .    (k) 
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Da  ferner  der  |:ebrüchene  Siralil  durcli  die  Punkte  3E  g  3  und 
rfg  jE^eht,  so  ist  seine  Gleichung  durch  die  C'oordinaten  dieser  Punkte 
ausgedrückt:  j.  _  f   _  y  _  f   _  «  _  g 

^-e~2)  —  f~3-s'*' 


0) 


welche  die  Gleichung  (c)  ersetzen  kann,  wenn  zwei  der  Courdinaten 
e,  f,  g,  von  denen  eine  -willkürlich  ist.  vermittelst  iler  Gleichungen  (i) 
oder  (ij  und  fk)  berechnet  worden  sind. 

Ich  gehe  nun  zu  der  folgenden  brechenden  Fläche  über,  und 
bezeichne  alle  Grössen,  welche  sich  darauf  beziehen,  indem  ich  die 
bisher  gebrauchten  Buchstaben  unten  mit  einem  Striche  versehe,  ta 
diesem  Falle  ist  der  gebrochene  Strahl  (l)  als  einfallender  Strahl  zu 
betrachten^  wir  können  daher  setzen: 


b,  =   f    j Itti 

Sodann  liegt  der  Punkt  £,^,Bi  zugleich  in  dem  Stralile  (1)  und  i 
der  folgenden  brechenden  Flache,  man  hat  folglich 

3b',- e  _  %—  f  _  Sii^ 
3t  "f         ?)  _f  -  3- 

Da  die  Gri>ssen  e,  f,  g  in  Functionen  von  a,  t,  c  und  X,  ^,  3 
§:egeben  sind,  so  können  die  Gleichungen  (m)  und  (.nl  als  endliche 
Differenzengleiehungen  ZAvischen  a,  b,  c  und  £,  3)-  3  oder  zwischen 
*.  f.  g  und  X,  3,  3  betrachtet  werden.  Durch  die  Integration  der- 
selben erhalt  man  daher  diese  Grössen  für  alle  brechende  Flächen, 
wenn  man  sie  für  eine  derselben  als  bekannt  annimmt. 

Ist  die  Menge  der  Lichtstrahlen  durch  eine  Blendung  beschrankt, 
welche  an  einer  beliebigen  Stelle  angebracht  seyn  kann,  so  ist  es 
von  Wichtigkeit,  denjenigen  Strahl  zu  kennen,  welcher  durch  einen 
gegebenen  Punkt  derselben  geht.  Da  dieser  Punkt  zugleich  dem 
Lichlsirahle  angehört,  so  ist  hierzu  weiter  nichts  erforderlich,  als 
dasR  man  in  der  Gleichung  des  letzteren  x,  y.  z  in  die  Coordinaten  des 
gegebenen  Punktes  verwandelt:  denn  es  entsteht  dadurch  eine  Re- 
lation zwischen  diesen  Coordinaten  und  denen  des  Einfallspunktes 
anf  einer  der  brechenden  Flachen,  welche  hinreicht,  die  letzteren  durch 
die  ersteren  zu  bestimmen. 

l'ebrigena  kann  hier  bemerkt  werden,  dass  sich  die  vorher- 
gehenden Formeln  alle  in  die  correspondirenden  für  die  Reflexion  des 
iiifblerj  verwandeln,  wenn  man  darin  n  =  —  I  setzt.  Die  Resultate, 
welche  die  weitere  F.ntwickelung  derselben  giebt,  enthalten  daher 
als  besonderen  Fall  die  Katoptrik,  und  aus  diesem  Grunde  ist  es  un- 
QÖthig,  die  letztere  abgesondert  zu  behandeln. 
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Brechung  in  sphärischen  Flächen. 

23  Die  optischen  Werkzeuge  sind  gewöhnlich  aus  sphärischen 
Linsen  oder  Spiegeln  zusammengesetzt;  betrachten  wir  daher  den 
Fall,  in  welchem  alle  brechende  Flächen  sphärisch  sind. 

Ich  setze  voraas,  dass  sich  ihre  Mittelpunkte  sämmtlich  in  einer 
und  derselben  geraden  Linie  befinden,  welche  ich  die  Axe  des  In- 
strumentes  nenne ,  und  dass  ihre  Concavitäten  dem  leuchtenden  Punkte 
zugekehrt  sind,  von  welchem  der  Lichtstrahl  ausgeht. 

Da  die  Endresultate  von  der  Lage  der  Coordinatenaxen  unab- 
hängig sind,  so  nehme  ich  die  Axe  des  Instrumentes  als  Axe  der  % 
an,  und  lasse  die  Ebene  der  y%  durch  den  leuchtenden  Punkt  gehen, 
welchen  ich  zu  demjenigen  wähle,  dessen  Coordinaten  durch  a,  6,  c 
bezeichnet  worden  sind.    Diese  Voraussetzung  giebt  für  die  erste 

brechende  Fläche 

a  =  0 

und  wenn  man  für  den  willkürlichen  Punkt  ef  g  denjenigen  nimmt, 
in  welchem  der  gebrochene  Strahl  die  Ebene  der  y  %  durchschneidet, 
80  ist  für  alle  brechende  Flächen 

a  =  e  =  0 

Endlich  wähle  ich  für  jede  brechende  Fläche  einen  besonderen 
Ursprung  der  Coordinaten ,  indem  ich  ihn  mit  dem  Scheitel  derselben, 
d.  i.  mit  demjenigen  Punkte  zusammenfallen  lasse,  in  welchem  die 
*  Axe  'der  %  \on  jener  Fläche  durchschnitten  wird. 

Die  %  werden  als  positiv  angenommen,  wenn  sie  vor  dem 
Scheitel  der  brechenden  Fläche,  d.  h.  nach  dem  leuchtenden  Punkte 
zu  liegen,  die  y  dagegen,  wenn  sie  sich  mit  der  Ordinate  b  dieses 
Punktes  auf  einerlei  Seite  der  Axe  befinden.  Die  Lage  der  posi- 
tiven X  endlich  kann  unbestimmt  bleiben,  da  kein  besonderer  Grund 
zu  ihrer  Bestimmung  vorhanden  ist. 

Bezeichnen  wir  ferner  durch 
a  den   Halbmesser  von  einer  der  brechenden  Flächen,  so  ist  ihre 
Gleichung 

F  (3f  2)3)  =  3E*  +  2)*  +  (a  -  3)*  -  a*  =  0    .    .    .    (a) 

Die  Formeln  (a),  (d)  und  (g)  der  vorhergehenden  Nummer  geben 
folglich 

jSl  ^=  dt 

B=.2)  —  6 

C=3-c 

ö*  =  3e»  +  (2)  —  b)»  +  (3  —  0* 

r  =  —  («  ~  3) 
#•  =  o* 


-  -^  t(c  -  o)  2)  +  b  («  -  3)J 
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/»=. — a — 

bX 
"--IT 

*•=  ^j  [CC-«)  2)  +  b  ia-3)y  +  I»  [(c-a)«  +  b»]  j 

Elimifiirt  man  non  aus  diesen '  Ausdrücken  X*  vermittelst  seines 
Wcrthes  jt  =  2  ^,3  _  3t  _  g,» 

welcher  aus  der  Gleichung  C*)  folgt,  und  setzt  cur  Abkürzung 

'-^-4 

f9)66  )    •    (.b) 

t  =  TO  -_  (f  +  ^)  (1  +  M)  3-  i^  / 

tt  =  m  —  I 

»  =  m  —  l  —  3  Cf  +  ^)  (1  +«)  [«—(«-I-  ^)3] 

+  ^^^^*  («  a  3  -  3'  -  »')  Vb* 
ao  erhilt  man 

Dt  =  c»  Cl+m) 
p  =  X 

r  =  -«[l-(f  +  ^)3l 
«»  =  a» 


=  -^jf2)+[i-(f  +  ^)3.1^bj 


oc(f  +  b)3EM 
»  = n 

/^»p»*  +  «T  =  — «*f'3E(r  +  ^)  (1+t) 
/}  VO» *»—»»=  a»  c» X  — a/1+u 
ö»r»  — «»—  ß»  =«  l)>r»  — »«+  y*  =  a»t»a+») 
Durch  diese  Wertbe  geben  die  Ausdrücke  (h)  von  Nro.  1 

£=_a»t»3E  [a-hfß  0  4-0  — ^/r+M] 
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Bemerken  wir  femer,  dass 

e  =  0 
ist,  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  (t)  von  Nro.  1 

1     _^       JE 

ß-3~      G3e 
oder,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  substituirt, 


8  —  3  .  1  +  tt> 

Dieser  Ausdruck,  verbunden  mit  der  Gleichung  (a),  dient  zur 

Bestimmung  von  g  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Werthe  von 
b,  c,  X  und  g)  bekannt  sind. 

Wenn  die  Coordinaten  X,  §)  und  (  so  klein  sind,  dass  man 
sich  erlauben  kann,  sie  in  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  zu  ver- 
nachlässigen ,  so  verwandelt  sich  derselbe  in  den  folgenden : 

Da  nun  jene  Coordinaten  gewöhnlich  sehr  klein  sind,  ohne 
jedoch  ganz  vernachlässigt  werden  zu  können,  so  ist  es  für  die 

Ausübung  bequem,  den  Ausdruck  von     ^  so  umzuändern,  dass 

er  unmittelbar  —  giebt  und  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  welchen 

der  erste  der  genäherte  Werth  ist,  der  zweite  dagegen  eine  kleine 
von  X ,  2) ,  3  und  b  abhängige  Correction  enthält.  Nehmen  wir  hier- 
nach für  —  den  folgenden  Ausdruck  an: 

j  =  (t  +  f)^  —  ^  +  & (c) 

so  ist  &  die  unbekannte  Correction,  auf  deren  Bestimmung  es  an- 
kommt.   Die  Differenz  der  vorhergehenden  Ausdrücke  von  — ^ 

und   —  ist 


*,  ,       (f  +  l>)  a-n»  —  ^W  1  +  u  — 1  — tt» 


fl— 3        8  1  +  w 

Substituirt  man  hierin  die  identischen  Werthe 

_l i=_3_ 

fl-3       S       9(8  —  3) 

u 


—  ® 


V  1  +  u—  1  = 


so  wird  1  +  v^l+u 

9C9-3)  ( 

Dieser  Ausdruck  von  &  ist  sehr  bequem,  um—-  durch  succes- 
sive  Näherungen  zu  berechnen,  wodurch  die  eine  Coordinate  des 
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willkührlichen  Punktes  bestimmt  wird.  Die  andere  Coordinate  f  er- 
hält man  aus  der  Gleichung  (k)  von  Nro.  1 ,  wenn*  man  darin  statt 
a,  ^9  7  die  ersten  vorhergehenden  Werthe  substituirt,  nämlich 

a=  —  ^  [(c  — a)a  +  b  (a  — 3)1 


ß  = 


(c  — fl)3E 

n 
_  bjE 

n 


r  —  ^ 

Dieses  giebt 

e  ^  6(9  — g) 


and  folglich 


(c— a) 


1 


Vermöge  der  oben  gegebenen  Werthe  ist  aber 

-  =  t  +  ft 


a        c 
mithin 

8      nc  L         r  J  ^  ' 

Endlich  folgen  ans  der  Gleichung'  (1)  von  Nro.  1  die  Gleichun- 
^n  für  die  Projectionen  des  gebrodienen  Strahles  anf  den  Ebenen 
der  y%  and  der  sar,  nimlich 

„_f       (g)-f)  C»~i) 

3g  (»-fl)  /       ^'^ 

*~        8-3 

Bei  dem  Uebergange  zu  der  folgenden  brechenden  Fläche  müs- 
sen wir  uns  erinnern,  dass  sich  bei  derselben  der  Ursprung  der 
Coordinaten  nach  der  oben  gemachten  Voraussetzung  abändert,  in- 
dem er  in  denjenigen  Punkt  verlegt  wurde,  wo  die  folgende  Fläche 
in  die  Axe  der  %  einschneidet. 

Nennen  wir  daher 
d  den  zwischen  beiden  Flächen  liegenden  Theil  der  Axe,  so  müssen 
3  tind  g  mit  3  4~  ^  und  9  -f-  ^  verwechselt  werden ,  wenn  man  die 
Formeln  (m)  und  (n)  von  Nro.  1  gebrauchen  will,  in  welchen  einer- 
lei Ursprang  für  beide  Flächen  vorausgesetzt  ist.  Hierdurch  geben 
jene  Formeln 
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fl  —  3 
Der  Ausdruck  (e),  auf  die  folgende  Fläche  bezogen,  wird 

L.  =  Jl.  [i — ">  ®n 

8,        n,  c,  L  f,  J 

Folglich,  wenn  man  hierin  statt  b,  seinen  Werth  aus  der  ersten 
Gleichung  Cg)  sobstituirt 

^  =  f-V[«-^] Ch) 

Die  vorhergehenden  Gleichungen  reichen  hin,  die  Werthe  von 
b,  c,  f,  g,  X,  S)  uiid  3  für  alle  brechende  Flächen  za  berechnen, 
wenn  für  die  erste  derselben  6,  c,  X  und  S)  als  bekannt  angenom- 
men werden. 

Nach  der  schon  oben  gemachten  Bemerkung  sind  jene  Gleichun- 
gen als  endliche  Differenzengleichungen  zwischen  den  unbekannten 
Grössen  zu  betrachten,  weil  man  dadurch  die  Werthe  derselben 
für  eine  beliebige  Fläche  findet,  wenn  sie  für  die  vorhergehende  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden.  Die  Integration  führt  folglich  will- 
kührliche  Constanten  ein,  welche  durch  gegebene  Werthe  der  ver- 
änderlichen Grössen  bestimmt  werden  müssen,  und  diese  Bestimmung 
wird  in  manchen  Fällen  erleichtert,  wenn  man  voraussetzen  darf, 
dass  die  endlichen  Differenzengleichungen  auch  auf  die  erste  bre- 
chende Fläche  anwendbar  sind.  Hierzu  brauchen  wir  nur  anzu- 
nehmen, dass  die  Lichtstrahlen,  ehe  sie  jene  treffen,  durch  eine 
eingebildete  Fläche  gegangen  seyen,  welche  mit  ihr  zusammenfiele 
und  keine  brechende  Kraft  ausübte.  Diese  Voraussetzung  giebt 
nämlich,  wenn  die  Buchstaben,  welche  sich  auf  die  eingebildete 
Fläche  beziehen,  mit  dem  unteren  Index  0,  diejenigen  dagegen, 
welche  der  ersten  brechenden  Fläche  angehören,  mit  dem  Index  1 
unterschieden  werden, 

«0   =  «t 

fo  =  bt 

3?«  =  3ft     / ^^^ 

3o  ==  3i 

wodurch  den  Gleichungen  (g)  und  (h)  in  Bezug  auf  die  erste  bre- 
chende Fläche  Genüge  geleistet  wird.    Wir  können  daher  die  mit 


I 
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dem  Index  0  versehenen  Grössen  wie  gegebene  Werthe  der  Ver- 
änderlirhen  gebrauchen. 

Es  bleibt  jetzt  nur  norh  ubrtg,  die  vorhergehenden  endlichen 
DifTerenzengleichungen  zu  integriren:  da  sie  aber  zu  roinplicirt  sind, 
nl»  dass  ihre  genaue  Inlegration  möglich  wäre,  so  werde  ich  sie  in 
Reihen  entwickein.  welche  nach  steigenden  Potenzen  der  Coordi- 
luten  X,  ?),  b  und  f  geordnet  sind.  Die  Glieder  dieser  Reihen 
werde  ich  so  in  Ordnungen  abtheilen,  dass  die  Ordnungszahl  Jedes 
Mal  die  Stelle  angiebt,  welche  das  Glied  in  der  Reihe  einnimmt. 
Hiernach  besteht  die  erste  Ordnung  aus  den  ersten  Gliedern  sämmt- 
licher  Reihen,  die  zweite  Ordnung  aus  den  zweiten  Gliedern,  u.s.w.j 
die  Exponenten  aber  wachsen  jedes  Mal  um  zwei  Einheiten, 
wenn  man  in  derüclben  Reihe  von  einer  Ordnung  zur  folgenden 
übergeht.  Durch  diese  Entwickelung  werden  die  endlichen  Dilfe- 
renzenglcichungen  linearisch,  und  steigen  nur  höchstens  bis  zur 
zweiten  Ordnung.  Mit  der  Integration  solcht^r  Gleichungen  haben 
sich  zwar  bereits  mehrere  ansgezeichnete  Mathematiker  beschäftigt, 
da  jedoch  ihre  Untersuchungen  in  verschiedenen  Abhandlungen  zer- 
streut sind,  so  wird  es  nicht  undienlich  seyn.  die  allgemeinen  For- 
meln hierher  zu  setzen,  zumal  da  ihre  Entwickelung  nur  wenig  Ranm 
erfordert,  woraus  sodann  alle,  bei  dem  spateren  Vortrage  nöthige 
Formeln  mit  Leichtigkeit  folgen.  Ich  werde  mich  dabei  zur  Abkür- 
zung der  in  neuerer  Zeit  cingefuhrtea  Bezeichnungsart  bedienen, 
indem  ich  durch  das  Zeichen 

£:  u. 

die  Summe  sämmtlicher  Glieder  bezeichne,  welche  entstehen,  wenn 
man  dem  Index  m  alle  Werthe  von  m  =  e  bis  m^i  einschliesslich 
^iebt.  Enthalt  die  Grösse  L\ .  wie  es  bisweilen  gescbiehl,  mehr  als 
einen  Index,  so  werde  ich  denjenigen,  auf  welchen  sich  die  Sum- 
matiun  bezieht,  unter  das  Zeichen  ^  setzen,  .\iisserdem  werde  ich 
dem  Zeichen  |  u,  \~ 

die  in  der  DilTcrenzenrechuung  angenommene  Bedeutung  geben,  wo- 
nach es  das  Produkt  von  m  Faetoren 

U.    U..,    U..1   .   .    .  Ui.(_.,) 

darstellt. 

Integration  der  ettdtirhen  Differenzengleichung  vi>m  ersten 
Grade  und  der  zweiten  Ordnung. 

33  Ich  betrachte  zuerst  die  Dilferenzengleichung 

V:  =  q-,   U:^,  -^  »:    V,_» Ca) 

■nd  setze  voraus,  dass  die  Grössen  (/i  an  die  Bedingungen  ge- 
knüpft sind  :  r^  =  0  I 

wobei  der  Index  e  kleiner  als  t  angenommen  wird.  Gehen  wir  nun 
voo  diesen  bekannten   Werthen   von    V^.%  und   l/_,   aus,  so   lassen 

4 
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sich  daraus  successiv  alle  übrigen  bis  zu  Ui  vermittelst  der  Glei- 
chung C&)  berechnen,  wenn  man  darin  dem  Index  i  nach  und  nach 
alle  Werthc  von  e  bis  zu  i  giebt.    Hiernach  erhalten  wir  durch  fort-    ' 
gesetzte  Substitutionen  die  folgenden  Werthe  jener  Grössen : 
U.  =  g. 
U..t  —  q,fi  q.  +  *.tt 

l^»t8     =    ^efS     y.t«     y-tl     y«    "h    ^efS     ^-ft     *.tl 

t'«  +  4    =  9#t4     9«t8  ?•+»  9«tt     ?• 

"h  9«t4     ^efS  9ei«  *«tl     +    9»t4     JefS     *#t«     ?• 

+  9et4     *«t3  9.t»  ?•    +    *«t4     9.t«     9«tl     9« 

"T  9«t4     *ei8  *e+l  "T    *•  +  *     ?•  +  «     *•+« 

0.  s.  w. 
Das  Gesetz  dieser  Ausdrücke  ist  schon  so  evident,  dass  es  nn- 
nöthig  ist,  die'Entwickelung  weiter  fortzusetzen.  Wir  sehen  in  der 
That,  dass  Ui  aus  der  Summe  mehrerer  Producte  besteht,  welche 
die  verschiedenen  q  und  9  als  Factoren  enthalten.  Um  sie  zu  formiren, 
braucht  man  anfanglich  nur  das  erste  zu  schreiben,  welches  ist: 

In  demselben  verwechselt  man  hierauf  zuerst  ein  Paar  auf  ein- 
ander folgender  Factoren  q„,  9„_i  mit  «.,  indem  man  ihm  nach  und 
nach  alle  mögliche  Stellungen  von  m  =  e  -f  1  bis  zu  m  =  t  giebt. 
Dann  nimmt  man  ähnliche  Verwechselungen  mit  zwei  solchen  Paaren, 
dann  mit  drei  u.  s.  w.  vor,  und  setzt  dieses  Verfahren  so  weit  fort, 
als  es  geschehen  kann.  Die  Summe  von  sämmtlichen  hierdurch  er- 
haltenen Producten  bildet  endlich  den  Werth  von  l/j. 

Die  Gleichung  (a)  zeigt,  dass  das  gefundene  Gesetz  für  U\ 
richtig  ist,  wenn  es  fdr  V-^x  und  U;.«  als  richtig  angenommen  wird. 
Nach  dieser  Voraussetzung  enthält  nämlich  q-,  U-^i  alle,  nach  jenem 
Gesetze  gebildete  Producte,  in  welchen  9i  nicht  vorkommt,  9-,  U'^% 
dagegen  alle  diejenigen,  von  welchen  9i  ein  Factor  ist,  wodurch  die 
Allgemeinheit  des  Gesetzes  bewiesen  wird. 

Für  die  Folge  ist  es  bequem,  eine  Bezeichnung  einzuführen, 
wodurch  sogleich  der  erste  und  der  letzte  Index  ersichtlich  sind, 
welche  bei  den  verschiedenen  q  und  9  vorkommen.  Ich  werde  daher 
allgemein  durch  .     . 

eine  Grösse  bezeichnen,  welche  nach  den  vorhergehenden  Regeln 
formirt  ist,  und  bei  der  t  den  ersten,  e  dagegen  den  letzten  Index 
von  q  angiebt. 

Nach  dieser  Bezeichnung  erhalten  wir  mithin 

l/i  ==  C«,  rt (c) 
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I 

■ 
I 


welches  das  Inleffral  der  Gleichung  (a)  mit  Rücksicht  auf  die  in  (bl 
tngenommenen  Bedingungen  ist. 

Die  Berechnung  von  C».  **)  nach  der  vorhergehenden  Methode 
ist  übrigens  sehr  mühsam;  sie  wird  leicb(er,  wenn  man  sich  dazu 
unmittelbar  der  Gleichungen  bedient,  welche  au»  den  ubigen  Werlhen 
von  V^  und  l'.,  und  aus  (ß^  durch  Substitution  des  in  (cj  erhaltenen 
Werlbes  folgen,  nämlich 

(e  "  1 .  «)  =  I 

(e,  e3  =  9.  [    .    .    .    .    (d) 

(i,  e)  =  q,  0'  — 1,  eD  +  *,  Ci  — 2,  e)  1 

Das  Symbol  (c— I,  e)  entspricht  zwar  eigentlich  nicht  der  in 
Bezug  auf  C,  ^)  gegebenen  Deliniiion,  demungeachlet  können  wir 
es  beibehalten,  wenn  wir  darunter  den  durch  die  erste  Gleichung  (d) 
bestimmten  Werth  verstehen.  Unter  dieser  Voraussetzung  dient  die 
letzte  Gleichung  (d)  zur  successiven  Berechnung  der  folgenden  Grössen 
Ce+1,  e)  .  .  .  t',  c),  wenn  man  dem  Index  i  nach  und  nach  alle 
Werlbe  von  («-f-lj  bis  i  beilegt. 

Zu  einer  dritten  Methode,  die  Grosse  (i,  e)  zu  berechnen,  ge- 
langen wir  auf  folgende  Weise: 

Gebruucben  wir  allgemein  die  Bezeichnung 

"■•  '■!  =   a'^,%)    w 

90  geben  zuerst  die  Gleichimgen  (d),  wenn  man  die  zweite  ilurch  die 
erste,  sodann  die  letzte  durch  die  (i — -1,  e)  dividirt,  vermittelst 
jener  Bezeichnung 

le,e]  =  ,.  j 

['•■-■i-^+ä^ui '" 

Durch  die  letzte  dieser  Gleichungen  werden  die  sammth'chen 
Grössen  [e-{-l,  e]  bis  [i,  e]  successiv  erhalten,  wenn  man  dem 
Iudex  t  nach  und  nach  alle  Werihe  von  (e-f-  ■)  his  i  giebt. 

Auch  liisst  sich  [i,  el  vermittelst  jener  Gleichungen  in  eines 
Keltenbruch  verwandeln.  Formirt  man  nämlich  nach  denselben  die 
Werthe  von  (i,  e],  [i — ^1,  e],  [i  —  8.  e]  bis  zu  [e-j-  I,  e]  so  giebt 
ihre  fortgesetzte  Substitution : 

[t,  ei  =  q.  +  Si  \ 


9i_,  +  *.-■ 


fg) 


Um  sodann  ( 
die  Form  bringen 

0",  g) 


c)  hierdurch  auszudrucken,  müssen  wir  es  unter 
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welche  Gleichung  identisch  ist,  weil  im  Zähler  und  Nenner  des 
zweiten  Theiles  die  gleichen  Factoren  (t  —  1 ,  e)  .  .  .  {e  —  1 ,  e)  vor- 
kommen*   Bemerken  wir  nun,  dass  vermöge  td) 

ist,  so  verwandelt  sich  der  vorhergehende  Ausdrock  von  (i,  e)  ver- 
mittelst der  in  (e)  eingeführten  Bezeichting  in  den  folgenden : 

(I,  e)  =  [t,  e]  [I— 1,  €]...[€,€}     ....    (h) 

wonach  (i,  e)  durch  die  in  (f)  erhaltenen  Werthe  gegeben  ist.  Sollen, 
wie  es  in  der  Folge  erforderlich  seyn  wird,  (i,  e)  und  [t,  e]  zugleich 
berechnet  werden,  so  kann  man  sich  hierzu  entweder  der  Formeln  (d) 
und  (e)  oder  der  in  (0  and  (h)  gefundenen  bedienen. 

Endlich  ist  aus  dem  nach  den  obigen  Regeln  unmittelbar  durch 
q  und  s  ausgedrückten  Werthe  von  (t,  e)  ersichtlich,  dass  diese  Grösse 
ungeändert  bleibt,  wenn  man  darin  q,  mit  9,,  «,  mit  «.^1,  nnd  allge- 
mein 9„  mit  9.+i_«,  *«  mit  *.+i-„+i  verwechselt,  woraus  folgt,  dass 
bei' Berechnung  von  (t,  e)  die  verschiedenen  q  nnd  s  in  umgekehrter 
Ordnung  genommen  werden  können.  Erinnern  wir  uns  nun,  dass 
t  und  e  den  ersten  und  den  letzten,  in  (t,  e)  vorkommenden  Index 
von  q  bezeichnen,  so  müssen  wir  darin  dieselben  Ver>vechselungen, 
wie  bei  dem  Index  von  9,  vornehmen.  Hierdurch  entstehen  aas  den 
Formeln  (d)  die  folgenden : 

(1  +  1,0  =  1 

(«,  i)  =  qi  i     .    .    (i) 

(e,  i)  =  q.  (e  +  1,  I)  +  *.+t  (^  +  8,  I)   \ 

Wird  vermittelst  derselben  (e,  0  berechnet,  so  ist 

(e,  t)  =  C«,  e) (k) 

wonach   der  in  den  inclavirten  CoefScienten  enthaltene  erste   und 
letzte  Index  mit  einander  verwechselt  werden  können. 
Gehen  wir  jetzt  zu  der  Gleichung  über : 

Ui  =  qi  Um  4-  *i  Wi-i (1) 

welche  mit  (a)  einerlei  Gestalt  hat,  und  setzen  voraus,  dass  an  die 
Stelle  der  Bedingungen  (b)  die  folgenden  treten : 

wobei  c  eine  Constante  bezeichnet. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (1)  und  (m) 

tii  =  c  l/i 

80  verwandeln  sie  sich  dadurch  in  die  Gleichungen  (a)  und  (b),  für 
welche  in  (c)      fj^  ^  (^^  ^) 

gefunden  wurde.  Durch  Substitution  dieses  Werthes  folgt  daher  aus 
dem  vorhergehenden  Ausdrucke  von  Ui  das  Integral  der  Gleichung  ( 1 ) 
mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen  (m),  nümlich 

tij  =s  c  (i,  e) .    .    .    (n) 
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Nach  diesen  Prüinissen  können  wir  uns  mit  (lern  nH;^*''"*''«^" 
Valle  beschäftigen,  iiidem  wir  die  (äleiehuDg  betrachteu: 

Kl   =  Vi    Ki_,   -f-  *,   t/^,  +  /,    ,-  VM     Ki.*-li    }W 
wobei  U)  keiner  Bedingung  unterworfen  ist.  i      -n  n 

\ehmen  wir  die  Werthe  von  «^,  und  m^,  als  ^eg;ebcn  an, 
und  rumiiren  niu-li  der  Gleichung  lo)  die  Ausdrücke  von  ii.  biü  fr,, 
Ml  erhallen  wir  daraus  verinilldst  fortgesetzter  Siibstilutioiien  den 
Werth  von  u,  durch  u,^  und  n, .,  uuMgedruckt;  und  da  die  Glei> 
t'liung;  (o)  linearlseh  ist,  so  kann  dieser  Werth  nur  die  Gestalt  haben: 

».  =  P.  H^.  +  0,  H^  +  Äi ip) 

io  ist 

Mi_,   =   P.^    »^.   +    0i_,   »^  +   Ä^ 

I  Substitution  dieser  Wrrthe  in  der  Gleichung  (o)  wird 
M,  =  (q,  P^,  -f  s,  P^)  M_, 
+  (?.  0^.  +  *,  Q.-.-)  «--. 
+  q.  B.-,  +  »,  R.-.  +  /. 
Hie  Vcrgleichung  hiervon  mit  dem  Ausdrucke  (jO  giebl 
P.  =  9,  P,_.  +  *,  p_,  , 

Q.  -  ?,  Öi^.  -I-  »,  0.^  W 

H,  =  y.  R,.,  -i-  *,  fli_,  +  /;    \ 
Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  (p)   zuerst  1  =  e  —  9.  dann 
i  ^  e — 1 .  so  erhält  man 

P_,  =  0;    Q.^=  \x    R^,=  0 

/»,-,  =  1 :     Ü- ,  =  0 ;    fl^,  =  0 

Durch  diese  Werthe  folgt  aus  der  zweiten  Gleichung  (,ql 

a  =  «. 
Vergleichen  wir  ferner  die   beiden  ersten  Gleichungen  Cq)  und 
Hie   vorhergehenden  Werthe   von    P^»,   P^i,   O^^i  und   0.  mit   den 
Ausdrucken  (1)  und  (m),  so  sehen  wir,  dass  sie  mit  deu  letzteren 
übereinstimmen,  wenn  man  darin  einmal 

«  =  P;    e  =  e;    c  =  \ 
und  dann 

M  =  P;    e  =  e-\-\-^    <:  =  *, 
setxl.     Vermittelst  dieser  Werthe  giebt  daher  das  Integral  (nj 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  R,  zu  linden.  Die  letzte  Gleichung  (q) 
zeigt,  dass  /fi  nur  eine  linearische  P'unction  der  verschiedenen,  mit  / 
bezeichneten  Grössen  seyn  kann,  und  dass  eine  beliebige  von  ihnen, 
"  z.  B.  /.,  zum  erstenmale  in  dem  .\usdrucke  von  fl„  vorkommt,  in 
welchem  ihr  Coefficienl  die  Einheit  ist.  Denken  wir  uns  dalier  Äi  in 
einen  nnch  l  geordneten  Ausdruck  entwirkelt,  und  bezeichnen  den 
CoefEcienten  von  U  in  demselben  durch  TJ"',  so  kann  jener  Aus- 
druck nur  die  Gestalt  haben: 
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m 

und  es   ist   7^™^  =  0  für  alle  Werthe  von  i,   von  t  =  0  bis  zu 
}  =  m —  1,  dagegen  ist  7?""^  =  1  für  t  ==  m^  so  dass  man  hat 

n-^  =  1 

Fonnirt  man  nun  nach  dem  Ausdrucke  (s)  die  Werthe  von 
jRi^i  und  /Ii_2  9  und  substituirt  sie,  ebenso  wie  den  von  Ri^  in  der 
letzten  Gleichung  (q),  so  erhält  man  durch  die  Vergleichnng  der 
mit  t»  multiplicirten  Glieder 

Die  drei  vorhergehenden  Ausdrücke  stimmen  mit  denen  (1)  und 
(m)  überein,  wenn  darin 

u  =  T«"),    e  =  m  + 1 5    c  =  i 
gesetzt  werden.    Das  Integral  (n)  giebt  daher 

T["^  =  (t,  m  +  1) 
Durch  Substitution  dieses  Werthes  folgt  endlich  aus  (s) 

R,  =  2iO*,  m+1)  /„  . (t) 

m 

Die  Formeln  Cp),  (r)  und  (t)  enthalten  das  vollständige  Integral 
der  gegebenen  Differenzengleichung  vom  ersten  Grade  und  der  zweiten 
Ordnung  (o),  die  Grössen  m_i  und  f/,_2  vertreten  dabei  die  Stelle 
der  beiden  willkührlichen  Constanten,  welche  die  Ordnung  der 
Gleichung  erfordert. 

Substituirt  man  in  dem  Ausdrucke  (p)  die  Werthe  von  Pi, 
Qi  und  Ai,  so  wird  jenes  Integial 

Ui  =  (t,  ^)  u^t  +  (t,  e+1)  *.  u^    \ 

+  2Ui,  m+l)  /„  j    .    .    .    Cuj 

in  ' 

worin  man  die  Grössen  u^t  und  «,  ti,^  durch  z^wei  willkührliche 

Constanten  ersetzen  kann. 

Das  letzte  unter  dem  Summationszeichen  befindliche  Glied  ist 

=  (I,  I  + 1)  /j.    Da  aber  dasselbe  nach  dem  oben  Angeführten  =  ft  - 

ist,  so  muss  in  dem  vorhergehenden  Integrale 

(i,  1+1)  =  1 
gesetzt  werden. 

Die  beiden  ersten  Glieder  von  tii  lassen  sich  noch  unter  andere 

Gestalten  bringen.    Setzen  wir  nämlich 

-^-«"  •  •. <-'■ 

und  sehen  9_i  als  zu  den  übrigen  mit  q  bezeichneten  Grössen  ge- 
hörig an,  80  ist 

(t,  e)  fie-i  +  («,  «•  + 1)  *.  u^  =  [(t,  e)  9._i  +  (I,  c+  1)  *,]  u^2 
Die  letzte  Gleichung  (i)  giebt  aber,  wenn  man  e  mit  e  —  1 
verwechselt,  und  in  den  inclavirten  Grössen  die  Ordnung  des  Inde\ 
umkehrt, 

0",  e)  9^t  +  Ö,  «+ 1)  *.  =  (t,  e— 1) 
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Da  ferner  vermöge  (h) 

(i,  e  — 1)  =  [t,  e  — 1]  [I  — 1,  e  — 1]  .  .  .  [e  — 1,  e—t] 
ist,  so  wird 

•  (1,  e)  u^t  +  Ö,  ^+0  *.  «-«  =  OS  «  — 1)  tt^ 

=  [i,  e— 1]  [1  —  1,  e  —  i]  .  •  .  [e— 1,  e— 1]  ti^ 
Hierdurch  niinint  das  Integral  (li)  eine  der  beiden  folgenden 
Gestalten  an: 

tti  =  Ct,  e—  1)  u^  +  S;  (f,  m+  1)  4  1 

=  tf,  e  — 1]  [t  — I,  e  — 1]  .  .  .  [e— I,  e  — 11  iij^  |    •    Cw) 

+  2:(f,  m+1)/. 

worin  nunmehr  ti.^  und  das  in  den  inclavirten  Grössen  enthaltene 
9,_i  als  die  beiden  willkührlichen  Constanten  zu  betrachten  sind, 
welche  die  Ordnung  der  Differenzengleichung  erfordert. 

Bis  hierher  wurde  angenommen,  dass  der  Index  von  t  bis  zu  e 
abnimmt,  und  dass  u,  durch  zwei  vorhergehende  Glieder  gegeben  ist 
Es  kann  jedoch  der  umgekehrte  Fall  eintreten,  wonach  der  Index 
von  t  bis  zu  e  zunimmt,  und  Ui  durch  zwei  darauf  folgende  Glieder 
ausgedrückt  wird.  Auch  auf  diesen  Fi^ll  sind  jene  Formeln  anwendbar, 
wenn  man  nur  den  Index  auf  eine  schickliche  Weise  abändert.  Nach 
der  obigen  Annahme  folgten  nämlich  die  in  den  Formeln  enthaltenen 
Werthe  des  Index  in  der  nachstehenden  Ordnung  auf  einander : 
I,  t  —  1,  t  —  2,  .  .  .  m+  1,  m  .  •  .  e  +  1,  e,  e  —  1,  e  —  8  .  .  .  (x) 
Dagegen  entsprechen  im  umgekehrten  Falle  diesen  Wertben 
die  folgenden:  ^ 

i,  t  +  1,  »  +  8  •  .  .  w — 1^  m  .  .  .  e  —  1,  e,  e+1,  e  +  2  .  .  .  (y) 
Verwechselt  man  daher  die  ersteren  mit  den  letzteren,  so  ver- 
wandeln sich  dadurch  die  Formeln  unmittelbar  in  diejenigen,  welche 
sich  auf  die  umgekehrte  Zählungsweise  beziehen,  und  bei  denen  e 
grösser  als  t  vorausgesetzt  wird.  Hierdurch  erhalten  wir  zuerst  aus 
Cd),  (e),  (f),  (g),  (h),  (i)  und  (k)  die  drei  folgenden  Systeme  von 
Formeln  zur  Berechnung  von  (e ,  t)  und  [e ,  i]: 

re-f  1,  e)  =  i 

(e,  e)  =  q. 

(i,  e)  =  9i  (t  +  1,  e)  +  *i  (t  +  2,  e)  )    .    .    (z) 

[e,  e]  =  9. 

[t,  el  =  9i  +  Si 


oder 


[i+1,el 
[I,  e]  =  Qi  +  *i 


9i+t+Ji±i__  \    .    .    (A) 

9i  +  t  +  *i  +  l 
+    *-« 


q^t  +  s^t 
(t,  e)  =  [t,  e]  [f  + 1,  cl le,  el 
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(1-1,0  =  1 

(i,  0  =  9i  ,  .ß. 

(e,  t)  =  (1,  c) 

Sodann  werden  die  Differenzengleichung  (o)  und  ihre  Integrale 
(u)  und  (w)  durch  jene  Verwechselungen : 
tii  =  9i  Wi+i  +  *i  Wi+»  +  ii 

Ui  =  (I,  e)  tl.+,  +  (I,  C  — 1)  *.  W.+a 

+  xu.-,m-l)/. 
=  (t,  e  +  1)  «.+,  +  2i  (t,  m— 1)  /. 

t=  (»,  c+i]  [i+l,  *+l) . . .  le+l,  e+ 1] ««.+»' 
+  |i  (»,  m—l) /. 

worin  der  Coefficient  des  letzten  unter  dem  Summationszeichen  be- 
griffenen Gliedes,  nämlich 

(i,  t-l)  =  1 

gesetzt  werden  muss,  und  .. 

>»  *^»+i  /ri\ 

ist. 

Die  vorhergehenden  Formeln  werden  vorzuglich  in  zwei  Fällen 
gebraucht,  einmal  wenn  /  =  0,  und  dann,  wenn^  =  0  ist. 

Im  ersten  Falle  entsteht  aus  der  Gleichung  (o)  die  folgende: 

Mi  =  qiUi.t  +  *iWi-i (E) 

welcher  vermöge  (u)  und  (w)  das  Integral  zugehört: 

Ui  =  (I,  e)  ti,.i  +  (f,  e  +  1)  *,ii..,  I 

=  (t,  e  —  l)  u..t  J    .    .    (F) 

=  Xi^e — 1]  [i — 1, e — 1] . .  [e—l^e — l]w..t| 
wobei  in  den  inclavirten  Grössen 

'-*  "^  n — 

ist. 


In  der  Folge  wird  uns  die  Kenntniss  des  Werthes  von 


tii 


tii.i 
nöthig  seyn.    Wir  erhalten  denselben  sehr  leicht  aus  (F),  wenn  wir 

t  mit  i  —  1  verwechseln,  und  beide  Ausdrücke  in  einander  dividiren, 

sodann  statt  ti..i  seinen  Werth  9,.iti,.t,  statt  [t,  e — 1]  aber  seinen 

Werth  aus  (g)  substituiren.    Hierdurch  wird 

Ui     _    (I,  e)  9„i  +  (i,  e+t)  s. 

Ui.x        (I— 1,e)9..i  +  (i  — l,e4-l)*. 


(I,  g-l) 


+  *a^ 


9»  +  ^» 
9..t 
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Für  den  Fall ,  dass  u^  dnrdi  zwei  darauf  folgende  Wertbe  ge- 
geben ist,  verwandeln  sich  durch  die  in  (x)  un4  (y)  angefahrten 
Verwechselungen  zuerst  die  DÜTerenzengleichang  (£)  und  ihr  In» 
tegral  (F)  in  die  folgenden 

Ui  =  (I,  e)  II.+1  +  (t,  e  — 1)  *.ii.+,  .  „ 

=  (t,  e  +  l)ti.,.  )    .    .    W 

wobei 

a      —    ^'*' 

Y»+* T, 

ist.    Sodann  entstehen  auf  gleiche  Weise  aus  (G)  die  Formeln 
tij+i         (t+l,e)9.+i+(t  +  l,e— 1)*, 

......  +^,.t 


9.  +  *. 


Durch  die  Annahme  «  =  0  geht  die  Gleichung  (o)  in  die  Diffe- 
renzengleichung vom  ersten  Grade  und  der  ersten  Ordnung 

w»  =  9i  Wi-i  +  'i  .    .    .    .    ^ (K) 

über,  deren  lotegrU  vermöge  (u) 

II,  =  (t,  e)  «e^i  +  Zl  (<,  m+ 1)  /. 

ist.    In  dem  ge^enwürti^^en  Falle  wird  aber 

•  (I,  tf)  =  9,  .  .  .  9.  =  iqjf-^*' 

(I,  m+ 1)  =  9i  •  •  •  9-tt  =   ?*  '  •  •  ^' 

-wodurch  das  vorhergehende  Integral  die  Gestalt  annimmt: 

«,  =  [9Ü«-t'  [u^^  +  2i  -(p=^   j    .    .    .    .    (L) 

Hieraus  folgen,  je  nachdem  e — 1  «entweder  0,  oder  »=  i  gesetzt 
wird,  die  beiden  Formeln 

welche  mit  dem  bekannten  Integrale  der  Gleichung  (K)  fibereinstimmen. 
Enthält  die  Grösse  ti  ein  Glied,  welches  mit  dem  Zeichen  Z  ver- 
sehen ist,  so  entsteht  dadurch  in  den  vorhergehenden  Integralen  ein 
Glied,  worin  zwei  solche  Zeichen  vorkommen. 


• 
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In  manchen  Fällen  ist  es  vortheilhaft,  in  Formeln  der  Art  die 
Ordnung  der  beiden  Integrationen  umzukehren,  wozu  die  folgenden 
Formeln  dienen,  die  uns  bei  den  künftigen  Untersuchungen  nützlich 
seyn  werden.    Ich  betrachte  zuerst  den  Ausdruck 

n  II 

Er  wird,  wenn  man  die  letzte  Samme  entwickelt, 

2i  9-  2r'  4  ==  ^  9-  lA  +  <.  .  .  •  +  ^— i] 
und  wenn  nun  auch  die  erste  Summe  entwickelt  wird^ 

+  ?3    tft    +    « 

+ 

+  flf-    ('l     +     '••••    +    '— l) 

+ 

+  9^«    Cl    +    't    .    .    .    +    /i-l) 

f       Den  letzten  Ausdruck  können  wir  jetzt  nach  t  ordnen ,  wodurch 
er  die  Gestalt  erhalt : 

zi  y-  zr*  /.  =  /i  (yt  +  ^3 . . .  +  yi) 

+  /a  (ys .  .  .  +  yO 

+ 

+  /«  (y«+i . . .  +  yO 

+ 

+  t.1  yi 

oder  nach  der  angenommenen  Bezeichnongsart  geschrieben, 

si  y.  2r*  t  =  Sir'  4  2i+i  y (N) 

MB  in  B 

Der  zweite  Theil  dieser  Gleichang  kann  noch  unter  verschie- 
dene andere  Gestalten  gebracht  werden.    Zuerst  ist 

2U,  9.  =  Si  9.  -  ST  9. 
folglich  ^_.  ^_  ^^  ^^  _  ^^.  ^  (2t  9.  -  Zr  9.) 

2i  9.  ist  von  m  unabhängig,  daher 

2'r*  f.  2U.  9.  =  2i-*  /„.  2i  9.  —  Si-'  /.XT  9.    .    .    (0) 

M  B  Bl  B  m  B 

wobei  der  in  dem  ersten  Gliede  beigesetzte  Punkt  bedeutet ,  dass  jede 
der  beiden  Integrationen  unabhängig  von  der  anderen  ausgeführt  und 
die  erhaltenen  Resultate  mit  einander  muitiplicirt  werden  sollen. 

« 

Addirt  man  sodann  zu  (0)  die  identische  Gleichung 
0  =  +  ^.  2i  9.  -  /.  2'.  9. 
und  bringt  diese  Glieder  unter  die  Integrationszeichen,  so  wird 

2jr*  /.  SU.  9.  =  51  '-  •  |i  9.  -  St  <.  ST  9. 
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Durch  Substitution  der  in  (0)  und  (P)  erhaltenen  Werthe  nimmt 
der  Ausdruck  (N)  die  vier  folgenden  Formen  an : 

=  2i  /_  2«^.  q,  "  J    •    ^ö) 

:=  %  /,.  2i  9.  —  Si  /.  2?  9. 

na  B  B 

Entwickeln  wir  anf  ähnliche  Weise  den  Ansdinck 

2i  (9.  —  9..0  <L.. 

so  giebt  derselbe,  nach  9  geordnet, 

21  (9.  —  9,.,)  /..,  =  —  9,  /, 

—  9i'«i— W 

—  9«  ('»  —  '1) 


—  9-('-  — '-1) 

—  9i('i— '»-•) 

+  9i'i 
folglich  nach  der  angenommenen  Bezeichnung 

2i  (9.— 9..,)/L.i  =  —  2i  9-(/.  — C.i) 

9»  '•    "I"    9<  'i 

Ist  /_  constant  und  gleich  /,  so  ist 

/-  — /..i  =  0 
und  die  vorhergehende  Formel  wird 

2i(9.  — 9..,)/  = /(9.  — 90) (S) 


.    .    (B) 


V 


Zweites  Kapitel. 


£iitwlclieliiiis  der  9  mvit  die  Breeliaiis  eleli  bexlelteiideii, 

genauen  Fonneln  In  Rellteii. 


Die  in  dem  vorher^henden  Kapitel  gefundenen,  genauen  For- 
meln müssen  zur  Erhallung  bequemer  Naherungsformeln  in  Reihen 
entwickelt  werden,  deren  Fortsetzung  jedoch  nach  Umständen  liur 
bis  zu  ihren  zweiten  oder  dritten  Gliedern  nothwendig  ist.  Hier- 
durch entstehen  zuerst  diejenigen  approximativen  Formeln,  bei  denen 
sämmtliche  Abweichungen  vernachlässigt  werden;  die  folgenden 
Glieder  enthalten  sodann  die  Correctionen ,  welche  die  Abweichung 
wegen  der  Gestalt  hervorbringt,  und  deren  Kenntniss  die  späteren 
Untersuchungen  erheischen.  Das  gegenwärtige  Kapitel  ist  dazu 
bestimmt,  sowohl  die  ersteren,  als  die  letzteren  mit  der  erforder- 
lichen Ausführlichkeit  zu  entwickeln. 

Glieder  der  ersten  Ordnung  oder  optische  Formeln  mit 
Vernachlässigung  der  Abweichungen. 

43  Nach  der  am  Ende  von  Nro.  2  gegebenen  Definition  sind 
die  Glieder  der  ersten  Ordnung  diejenigen  Werthe,  welche  man 
erhält,  wenn  man  die  genauen  Ausdrücke  in  Reihen  entwickelt,  die 
nach  steigenden  Potenzen  der  Coordinaten  X,  S)?  ^  und  f  geordnet 
sind,  und  in  jeder  Reihe  nur  das  mit  der  niedrigsten  Potenz  der- 
selben multiplicirte  Glied  berücksichtigt.  Werden  jene  Coordinaten 
als  klein  vorausgesetzt,  so  sind  die  Reihen  convergirend,  und  die 
Glieder  der  ersten  Ordnung  enthalten  genäherte  Auflösungen,  weiche 
in  vielen  Fällen  hinreichen ;,  es  ist  daher  vor  Allem  nöthig,  sich 
damit  zu  beschäftigen.  Ich  werde  mich  aligemein  der  lateinischen 
Buchstaben  bedienen,  um  die  Grössen  der  ersten  Ordnung  zu  be- 
zeichnen ,  die  denjenigen  correspondiren ,  für  welche  in  Nro.  2  deutsche 
Buchstaben  gebraucht  wurden.  Treiben  wir  daher  die  Näherung 
nicht  weiter,  so  reicht  es  hin,  die  letzteren  Buchstaben  mit  den 
ersteren  zu  \erwechseln;  und  da  die  Gleichungen  (a)  und  (d)  von 
Nro.  2  zeigen ,  dass  die  Grössen  3  und  ®  von  der  Ordnung  3E*  oder 
V  sind,  so  müssen  sie  gegen  die  Coordinaten  X,  3),  6^  f  und  die 
davon  unabhängigen  Glieder  vernachlässigt  werden.  Hiernach  geben 
die  Formeln  von  Nro.  2: 
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A   = 


e 


k  =  J---L 

a  c 

g        ^     '     >'        n  na      ^      nc 

f.  ^      b,     ^   f         g 
9,         n,c,         ff    '  n,c, 

c,  =  ff  +  d  \     (a) 

x,=  x(£±i?) 


ff 

z  =  ^*  +  ^  * 

fta 


Die  sechste  und  die  dritte  dieser  Gieichangen  bestimmen  die 
anf  der  Axe  des  Instrumentes  genommenen  Abscissen  c  und  y^  weiche 
den  Durchschnittspunkten  des  Strahles  mit  der  Ebene  der  y»  nach 
den  verschiedenen  Brechungen  zugehören«  Beziehen  wir  sie  auf 
die  f*  Fläche,  so  werden  sie: 

Da ,  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden ,  nicht  immer  die  erste 
Abscisse  c^^  sondern  statt  deren  bisweilen  eine  andere  beliebige 
unmittelbar  gegeben  ist,  so  nehme  ich  für  diese  entweder  c,  oder  ff. 
an ,  um  die  Formeln  auf  alle  Fälle  anwendbar  zu  machen. 

Giebt  man  nun  in  (b)  dem  Index  t  nach  und  nach  alle  Werthe 
von  t  =  e  bis  zu  t  =  f,  oder  von  ts=  e-f-l  bis  zu  r=t,  je  nachdem 
c,  oder  g.  bekannt  ist,  so  dienen  die  dadurch  entstehenden  Formeln, 
wenn  man  sie  abwechselnd  gebraucht,  zur  successiven  Berechnung 
aämmtlicher  auf  c.  oder  ^,  folgenden  Abscissen. 

Wir  können  jedoch  auch  analytische  Ausdrücke  erhalten,  welche 
d  und  ^1  unmittelbar  durch  c,  oder  ^«  bestimmen,  und  daher  die  In- 
tegrale der  Gleichungen  (b)  sind.  Zu  dem  Ende  führe  ich  statt  c 
und  ff  eine  Reihe  von  veränderlichen  Grössen  Uo^  Ut^  etc.  bis  Uai  ein, 
and  setze  allgemein 

(c) 


tlai.i 


n;     _       Hai 
ffi  tiai-t 
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Durch  Substitation  dieser  Werthe  nehmen  die  Gleichangen  (b) 
die  Gestalt  an: 

Sie  stimmen  mit  der  Gleichang  (E)  von  No.  8  überein ,  wenn 

1 


man  setzt:         ^       ^ 


9-   =  (rr^y.  ) (d) 

*«!  =     1 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  enthalten  die  Ausdrücke 
(G)  der  allegirten  Nummer  die ,  Integrale  der  Gleichungen  (b) ,  wenn 
man  dem  Index  eine  den  verschiedenen  Fällen  entsprechende  Be- 
stimmung- giebt. 

Je  nachdem  nämlich  c.  oder  ^.  gegeben  ist,  mässen  wir  zuerst  e 
mit  2e  oder  mit  Se-|-1  verwechseln,  wodurch  sich  9,.i  im  ersten 
Falle  in  9a..  19  im  zweiten  dagegen  in  fa.  verwandelt,  und  es  ist 

9«-i  =  -7; =  ^. 

""'"'  ) (e) 

**•  tla..i     ~     ff. 

Setzt  man  hierauf  statt  i  einmal  St— 1,  und  dann  2t,   so  geht 

Jiierdurch  — ^  vermöge  (c)  in  Ci  und  — ^  über,   so  dass    diese 
Wi-i  ffi 

Grössen  unmittelbar  durch  c.  oder  ^«.  ausgedrückt  werden. 

Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Formeln  sind  denen  analog, 
welche  La  Grange'),  Piola^),  Möbius')  und  Bessel^)  für  ein  System 
von  Linsengläsern  gefunden  und  daraus  verschiedene  Eigenschaften 
eines  solchen  Systems  abgeleitet  haben.  Ich  unterlasse  hier,  die- 
selben weiter  zu  entwickeln,  da  wir  uns  später  ausführh'ch  mit  den 
zur  ersten  Ordnung  gehörigen  Problemen  beschäftigen  werden. 

Zur  Berechnung  der,  c.  oder  ff.  vorhergehenden  Abscissen 
geben  zuerst  die  Formeln,  (b),  wenn  man  in  der  ersten  derselben  i 
mit  t  -f- 1  verwechselt : 

ffi   =  Ci4.i  —  dl             1 
1    ^   Wi  (n— 1),       (f) 

C^  ffi  Ol  ^ 

wodurch  die  erwähnten  Abscissen  successiv  erhalten  werden,  wenn 
man  dem  Index  t  nach  und  nach  alle  Werthe  von  i  =  e—i  bis  t=l , 


0  Nouveaux  memoiret  de  racademie   de  Berlin ,   CL  de  ina(h.  annee  1778  p.   168, 

1803  p.  3. 
')  Effemeridi  astronomiche  di  Milane  per  l'anno  1882  ^  append.  p.  13. 
*)  Crelle's  Journal  fQr  reine  und  angewandte  Mathematik,  B.  6,  p.  113. 
*)  SchuDiaeher's  astronomische  Nachrichten ,  B.  18  ,  p.  97. 


Ut 
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oder  von  i  =  e  bis  i  =  1  giebt,  je  nachdem  c.  oder  ^.  bekannt 
ist,  and  die  Formeln  abwechselnd  *  gebraucht. 

Um  die  Gleichungen  (f)  zu  integriren,  müssen  wir  ein  ähnliches 
Verfahren,  wie  im  vorhergehenden  Falle,  anwenden.  Setzen  wir 
nämjich  allgemein 

"'*''     y*'    (g^ 

80  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (0  in  die  folgenden: 

welche  mit  der   ersten   Gleichung  (H)  von  No.  3  übereinstimmen, 
wenn  man  setzt: 

I  ) ,    .    (h) 

*i  1+1  =  — 

'»i+i 

*ii      =    1 

Verwechselt   man   sodann   in   ( J )  von  No.  3 ,  e  mit  2  e  —  1 , 

oder  mit  8e,  je  nachdem  c.  oder  g,  gegeben  ist,  so  geht  f.^i  in  fi. 

oder  in  fi.fi  über,  und  es  ist 

'  ß  ss:  *  ^      ^^  .«— i— -^ 

*,  )     .      .      V IIJ 

««•+i  =  -n =    9* 

••2«+a 

Vermittelst  dieser  Werthe  enthalten  die  allegirten  Formeln  die* 

Integrale  der  Gleif^hungen  (O5  indem  — —  sich  in ,  oder  in  ^1 

verwandelt,  wenn  t  einmal  mit  8t,  und  dann  mit  St-{-l  verwech- 
selt wird. 

Uebrigens  folgen  die  Formeln,  welche  sich  auf  den  letzten  Fall 
beziehen,  auch  unmittelbar  aus  den  für  den  ersten  Fall  gefundenen, 
wenn  man  darin  den  Index  von  i  bis  e  zunehmen  lässt,  sodann  Ci 

mit  ^i,  di^i  mit  — d,^  und  tii  mit  —  verwechselt,  was  darauf  hinaus 

kommt,  den  Weg  des  Strahles  rückwärts  von  der  e*~  nach  der  1*~ 
brechenden  Fläche  zu  berechnen. 

Ich  gehe  nun  zur  vierten  Gleichung  (a),  welche  die  parallel 
mit  der  Axe  der  y  genommenen  Ordinaten  f  der  erwähnten  Durch- 
schnittspunkte  bestimmt    Auf  die  f*  Fläche  bezogen  wird  sie 

JL    =  ^i  -_       9i'l        fi'l 

gi         nid  HiCi    gi.i 
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Sie  stimmt  mit  (K)  von  Nro.  3  öberein,  wenn  darin 

9 

/i    =     0 
geset'zt  werden. 

Ihr  Integral ,  nach  der  ersten  Formel  (M)  genommen ,  ist  daher 

i'i  niCi         LniCiJ^r«  [nj'   L  Cj  J       Ci    ^r© 

folfirlich.  wenn  man  statt -^-^  seinen  Werth — ^  substltuirt ,  welchen 
^       '  ci  g.  Ci  ' 

die  Ausdrücke  (i)  von  Nro.  8  geben, 

5^1         riiCx  [nj*   L  Ci  J'      Ci 

Bei  den  folgenden  Untersuchungen  ist  es  bequemer,  statt  der 
rechtwinkeligen  Coordinaten  6i  und  Ci,  durch  welche  die  Lage  des 
leuchtenden  Punktes  bestimmt  wurde,  andere  einzuführen. 

Ziehen  wir  eine  Linie  von  dem  Scheitel  der  ersten  brechenden 
Fläche  nach  dem  leuchtenden  Punkte,  und  nennen  < 

<^^  die  Tangente  des  Winkels,  welchen  diese  Linie  mit  der  Axe 
der  %  macht,                               ^ 
so  ist  *!  ==  — —        (1^) 

und  die  L/ige  des  leuchtenden  Punktes  ist  durch  die  Grössen  Ci  und 
01,  oder und  ^^  vollkommen  bestimmt,  welche  daher  die  Stelle 

Cl 

der  Coordinaten  b\   und  ci    vertreten  können.     Befindet  sich  der 
leuchtende  Punkt  an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes,  so  drückt  <^, 
die  Tangente  des  halben  Gesichtsfeldes  aus. . 
Setzen  wir  ausserdem  zur  Abkürzung 

n   =  ^{^{.1  .  .  .  ni  =  [Uli*  i 

y  ^  ^i.i  j^i-a       j[i_  ^  ryi-i"!' '     [  .  .  (1) 

so  ist  *  ^*      ^*-'        *       ct  L  Ci  J  \ 

v\  das  BrechungsverhältnLss ,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der 
Lichtstrahl  unmittelbar  in  das  <**  durchsichtige  Mittel  dringt, 
ohne  die  vorhergehenden  zu  durchlaufen; 
Vi  die  durch  das  Instrument  hervorgebrachte  Vergrösserung,  wenn 
die  Lichtstrahlen  nach  dem  Durchgange  durch  dasselbe  un- 
mittelbar in  das  dahinter  befindliche  Auge  fallen,  und  wenn 
man  keine  Rücksicht  darauf  nimmt,  dass  die  Gegenstände  bei 
dem  Gebrauche  des  Instrumentes  in  eine  andere  Entfernung, 
als  bei  der  Betrachtung  mit  dem  blossen  Auge,  gehalten  werden 
müssen.  ^ 

Durch  diese  Werthe  nimmt  der  vorhergehende  Ausdruck  von  — 
die  Gestalt  an:  ^* 

A«.A-  =  il£L. (m) 
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Hierbei  müssen  wir  bemerken,  dass  man,  um  d|ese  Formel  auf 
die  erste  brechende  Fläche  anwenden  zu  können, 

Fl  =  1 (n) 

setzen  muss,  denn  hieraus  folgt,  wie  gehörig, 
fi     ^     »1     ^       *i 

Endlich  geben  die  siebente  und .  die  achte  Gleichung  (a) ,  in 
Bezug  auf  die  Coordinaten  Y  und  X,  welche  den  Durchschnitts* 
punkten  des  Strahles  mit  den  verschiedenen  brechenden  Flächen 
zugehören,  nach  vorheriger  Substitution  der  Werthe  von  {g  -\'  d) 

nnd-^:  ^^       . 

^-'  "'-•  \ (0) 

Diese  Gleichungen  entstehen  aus  (K)  von  Nro.  3,  wenn  darin 
einmal         |^  __,  y 

qi  = 


und  dann    „  _  X        '" 

9>  = 


g..i 
/i  =  0 


j^esetzt  werden. 


Integriren  wir  sie  daher  nach  der  zweiten  Formel  (M)  von  Nro.  3, 
80  erhalten  wir 

Nach  der  in  (1)  angenommenen  Bezeichnung  ist  aber 


F. 


folglich 


r, pr-   r,  —  z, — (p. 


11^        ^i    r..._F.d.., 
Setzen  wir  daher  zur  Abkärznng 

V..I 

Äi  =  2i  Ä<-> 

SO  werden  die  vorhergehenden  Ausdrücke 


(P) 


& 
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Die  erste  dieser  Formeln  zeigt,  dass  K^  =  0  gesetzt  werden 
muss,  damit  der  Werth  von  Y^  darin  begriffen  ist. 

Für  die  folgenden  Untersuchungen  ist  es  jedoch  vortheilhaft , 
die  Bezeichnungen  so  abzuändern,  dass  /1er  Ausdruck  von  Y^  die- 
selbe Gestalt  hat,  wie  der  von  Yl.  Hierzu  ist  weiter  nichts  erfor- 
derlich, als  den  Ursprung  der  Yj  in  denjenigen  Punkt  zu  verlegen, 
dessen  Ordinate 

Yj  =  ifj  <pi 

ist,  wobei  Kt  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Versieht  man 
nun  Y^,  wenn  es  auf  diesen  neuen  Ursprung  bezogen  wird,  mit 
einem  Accente,  so  ist 

Y,  =  :^,  +  K,  ♦, 

und  die  vorhergehenden  Formeln  nehmen  die  Gestalt  an : 

Ä  =  Äi  +  2i  Äw' 

y.  =  -^  L  t.  +  if.  ♦.]       ' ^'^ 

Hierdurch  wird  die  neunte  Gleichung  (a) 

_     X?  +  (t.  +  K,  »0> 

^ «STT?  ^^^ 

Da  auf  diese  Art  die  Grössen  ^i,  /i,'Xi,  Yi  und  Zx  bestimmt 
sind,  so  sind  die  beiden  letzten  Gleichungen  (a),  auf  die  t^  Fläche 
bezogen,  diejenigen,  welche  den  Projectionen  des  gebrochenen  Strahles 
auf  den  Ebenen  der  y%  und  der  %x  zugehören.  Setzen  wir  in  diesen 
Gleichungen  iSi=^i,  so  geben  sie 

ari  =  0 
und  da  diese  Werthe  von  Yx  und  Xi  unabhängig  sind ,  so  folgt  daraus, 
dass  sich  alle  Strahlen,  welche  von  demselben  leuchtenden  Punkte 
ausgehen,  in  demjenigen  Punkte  schneiden,  dessen  Coordinaten 

jCi  =  0 

«i  =  9\ 
sind.     Dieser  Yereinigungspunkt  ist  daher  das  Bild  des  leuchtenden 
Punktes,  wenn  man  nur  die  Grössen  der  ersten  Ordnung  berück- 
sichtigt.   Eben  so  haben  sich  die  Strahlen,  ehe  sie  auf  die  f*  Fläche 
fielen,  in  dem  der  (jt — 1)^  Fläche  zugehörigen  Vereinigungspttiikte 
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«7 


ElarrhsGhnitten,  dessen  Coordinaten  aus  den  vorhergehenden  durch 
LVerwechselung  von  i  mit  ü — (]  erhalten  werden.    In  Bezug  auf 
"'  J  t*  FIfiche  sind  diese  Coordinaten 


I 


Man  nennt  daher  gewöhnlich  die  Grössen  c,  und  y,  die  der  i"  Fläche 
zugehörigen  Vereinigungucciten  der  Strahlen. 

Glieder  der  höheren  Ordnungen ,   welche  sich  auf  die 
Abweichung  wiegen  der  Gestalt  beziehen. 

5~)  Die  Glieder  der  ersten  Ordnung  können  als  eine  erste  ^iahe- 
mng  betrachtet  werden ,  so  dass  die  der  höheren  Ordnungen  nur  kleine 
Correctionen  enthalten,  welche  an  den  ersteren  »ngehrachl  werden 
müssen.  Diese  Correctionen  sind  dasjenige,  was  man  gewöhnlich  die 
Abteeichiingen  iregeit  der  Oettalt  nennt.  Cm  sie  auf  eine  schickliche 
Weise  zu  bezeichnen,  werde  ich  mich  der  Charakteristik  der  end- 
lichen Differenzen  bedienen,  indem  ich  dieselbe  vor  die  durch  die 
erste  Näherung  gefundenen  Grössen  setze.  Hiernach  bezeichnet  A  die 
Glieder  der  zweiten  Ordnung,  A'  die   der  dritten  Ordnung,   u.  s.  w. 

Dieses  vorausgesetzt,  fange  ich  mit  der  Entwickelung  der  For- 
meln (0   von   \ro.  i  an.     Da   die   zweite   derselben  aus  der  ersten 
CDtsteht,  nenn  man  1/ und  ^  mit  o^  und  3t  verwechselt  und  f=:0  setzt, 
so  ist  es  nur  nölhig,  die  erslere  zu  betrachten,  nämlich 
„  =  f  _     O-f)  (g-8) 
^        '  9-3 

3  ist  von  der  Ordnung  X* ;  treiben  wir  daher  die  Entwickelung 
nur  bis  zu  den  Gliedern  der  dritten  Ordnung,  so  ist 

_J_  =  i   ,  JL  +  _31 
9—3  ä  9"  9' 

folglich 

Nach  der  angenominenen  Bezeichuung;  hat  man  aber 

2)  =  y  +  AV  +  i'y 


9 
5* 
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<^)=-^-<^) 


9  ^fl>'  9  ^9 

—  «  f  VA—  —  A-^^—  «f  l'A»-? A»-^^ 

Vy  g  y        \         9  g  y 

('^Zll^  (^ - fl^  3  =     (Y-^)  {»-g)  Z 

g*  '    \       g  gj\    g   J 

{Y—fM%  —  gM^Z     ,     9(Y—f)Z   ^J_ 

/^-n  A-S'N  3'  _   {Y^f)(%~g-)Z* 
Hierdurch  verwandelt  sich  der  Ausdruck  von  y  in  den  folgenden: 

Vermittelst    der   angegebenen  Verwechselungen  erhalten  wir 
hieraus  unmittelbar: 

»  =  —  « (  XA—  +  X  A*— +  A— Fax  +  -^^"1 

1  9  9  9^  9    -i 


y 


9  ^  9 


(b) 


9  9  9* 

Da  die  vorhergehenden  Formeln  nach  ihrer  Entwickelung  sehr 
complieirt  werden,  so  fuge  ich  die  folgenden  Bemerkungen  bei,  welche 
dazu  dienen,  sie  bei  den  Anwendungen,  welche  man  gewöhnlich  davon 
macht,  sehr  zu  vereinfachen. 

Der  Hauptzweck  der  analytischen  Untersuchungen  in  der  Optik 
ist  nämlich,  die  Lage  der  gebrochenen  Strahlen  in  der  Gegend  des 
letzten '  durch  sie  hervorgebrachten  Bildes  zu  berechnen,  um  Mittel 
zu  finden,  dasselbe  so  vollkommen  als  möglich  zu  machen.  Nach 
Nro.  4  ist  aber  die  jenem  Bilde  zugehörige  Abscisse,  wenn  man  nur 
Me  Grössen  der  ersten  Ordnung  berücksichtigt, 

*i  =  9i 
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Da  niiit  /'s — ff^    /"  1  I  "N 

ist,  eo  können  wir  schliessen-,  dass  in  einer  Entfernung  \nn  dem 
Bilde,  welL'he  die  Abweicliungen  nicht  übersteigt,  f  —  ^"j  eine 
Crosse  von  lier  Ordnung  der  Veraudeniiig  ist,  welclie  die  Ab- 
weichungen in  —  licrvorbringen,  d.  h.  t-ine  Grösse  von  derselben 
Ordnung  nie  A  — .  Beschränkt  mau  sich  daher  auf  die  Glieder 
der  zweiten  Ordnung,  welches  iu  den  gewöhnlichen  Fällen  hinreicht, 
80  kann  man  die  Produkte  von  f  — ~  j  in  Grössen  jener  Ordnung 
veraacblüssigen.  ^ " 

Was  die  Glieder  der  drillen  Ordnung  betrifft,  so  werden  sie 
nur  bei  der  Theorie  der  achromatisrhen  Objective  gebraucht,  wo  sie 
merkliche  Wcrilie  erhalten.  In  diesem  Falle  ist  eiu  Tbeil  der  Glieder, 
welche  sich  auf  das  Objectiv  beziehen,  viel  bedeutender,  als  alle 
übrigen,  so  dass  man  die  letzteren  als  zu  einer  höheren  Ordnung 
g;eJiörig  betrachten  kann.  kSo  sind  die  minder  beträrbt liehen  Glieder 
der  zweiten  Ordnung,  welche  von  dem  Objeetive  lierrüliren ,  eben  so 
wie  diejenigen,  welche  den  Ocularen  zugehören,  als  Glieder  der 
dritten  Ordnung  anzusehen.  Bei  der  Berechnung  der  aehromatisrhen 
Objective  bestimmt  man  aber  die  in  den  Ausdrücken  der  Abweichungen 
enthaltenen  willkürlichen  Gri}.sseu  auf  eine  solche  Art,  das»  jene  m 
vollkommen  als  mügtieh  vernichtet  werden,  welches  geschiebt,  wenn 
die  Summe  der  rorrespondirenden  Glieder  der  zweiten  und  dritten 
Ordnung  verschwindet,  die  Glieder  beider  Ordnungen  folglich  gleich 
und  entgegengesetzt  werden,  damit  sie  sich  weeliseheitig  auflieben 

können.    Hierdurch   reduciren  sich  [  V"  A A-^  ]   und   -V  A —  , 

^         S  9  J  J 

welche  den  Abweichungen  entsprechen,  auf  Grössen  von  der  Ord- 
nung derjenigen,  welche  von  den  Ocularen  herrühren,  und  können 
daher  in  diesem  Falle  als  Glieder  der  dritten  Ordnung  betrachtet 
werden :  eben  so  (  —~  )  V  und  (  ^"  j  ,\ .  dn  {  ^"  j  immer  von 
derselben  Ordnung  wie  ^ —  ist.  wenn  mau  die  Lage  der  Nlrahlen 
nur  in  der  \ähe  des  letzten  Bildes  untersucht. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  es  in  den  beiden  ange- 
gebenen Fällen  erlaubt  ist,  dieProducte  von  A —  und  f — ^j  iu 
Grössen  der  zweiten  Ordnung  zu  vernachlässigen.  Hierdurch  werden 
die  Formeln  (a>  und  (b).  wenn  man  sie  auf  die  i"  Flache  bezieht. 


I 

I 
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Diese  Formeln  sind  für  alle  Werthe  von  g,  firaurhbar ,  welche 
bei  den  Anwcndiinjfen  vorkommen.  Wenn  jedoch  g,  nicht  bedeutend 
gross  ist,  so  können  wir  noeh  eine  weitere  Heduction  eintreten  lassen. 

Betrachten  wir  nämlich  in  diesem  Falle,  ebenso  wie  in  dem 
vorhergehenden,  die  Lage  der  Strahlen  nur  in  der  Nahe  des  letzten 
Bildes,  80  ist  (s — g\,  eine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  A  — , 
wir  können  daher  nach  dem  oben  Gesagten  nunmehr  die  Producte 
von  A —  und  (s — ^"ji  in  Grössen  der  zweiten  Ordnung  vernachlässigen. 
Hierdurch  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (c),  wenn  wir  in  den 
-von  (» — g);  unabhängigen  Gliedern  Si  mit  g,  +  f« — g)i  verwechsshi, 
die  folgenden : 


(* 


Wird  y,  bedeutend  gross,  so  ist  das  Bild  durch  den  Einfluss 
der  Abweichungen  sehr  weit  von  der  Stelle  entfernt,  wo  es  sieh 
befinden  würde,  wenn  dieselben  nicht  vorhanden  wären.  In  diesem 
P'alle  ist  daher  (s — y>,  in  Vergleichting  mit  g,,  keine  kleine  Grö&se, 
und  die  Producte  derselben  in  Grössen  der  zweiten  Ordnung  kunueu 
nicht  gegen  die  correspondirenden  mit  gi  mulliplicirten  Glieder  ver- 
naeblassigt  werden.  Hierdurch  verlieren  die  Formeln  iA)  bei  be- 
trächtlichen Werthen  von  gi  ihre  Brauchbarkeit,  und  man  muss  die 
mit  (c)  bezeichneten  anwenden,  bei  weichen  dieser  Nuchtheil  nicht 
eintritt,  selbst  wenn  y,  =  «  wird,  indem  alsdann  «^  demungea^htet 

einen  solchen  Werth  erbalten  kann,   dass   {— — ^1    von    derselben 

j  '  \  g%  Ji 

Ordnung,  wie  A —  bleibt. 

Uebrigens  entstehen  die  Formeln  (d)  auch  aus  den  Formeln  (c), 
wenn  man  in  diesen  den  gemeinschafthchen  Factor  x.  mit  y,,  sodann 
in  den  von  f« — y>  abhängenden  Gliedern  \~-~-\  «"t  {/"tj  *'*'^ 

wechselt,  und  dem  Ausdrucke  von  yi  das  Glieder,  ( — ^-^1  f.  zusetzt. 
Alis  diesem  Grunde  werde  ich  nur  die  Formeln  (c)  weiter  ent- 
wickeln, weil  nach  beendigter  Entwickehing  die  analogen  Formeln, 
weiche  den  mit  id)  bezeichneten  entsprechen,  durch  die  angegebenen 
Veränderungen  leicht  daraus  abgeleitet  werden  können. 

Glieder  der  zicetten  Ordnung,  welche  sich  auf  die  Abweichung 
u-egeii  der  Gestalt  beziehen. 
6~)  Beschäftigen  wir  uns  zuerst  mit  den  Gliedern  der  zweiten 
Ordnung,  weiche  in  rie-n  Gleichungen  des  gebrochenen  Strahles  vor- 
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kommen.    Für  ein  beliebiges  «  sind  diese  Gleichungen  nach  (a)  und 
(b)  von  Nro.  5: 


Nach  Nrol  4  hat  man 
ffi  n 

y  _  x?  +  fy,  +  /Tieft,)» 

es  bleibt  daher  nur  noch  übrig, 

A— ,  f YA-i A-^\  A  Y  and  AX 

9     ^        ff  ff  ^ 

zu  finden. 

73   Um  A —  zu  entwickeln,  fange  ich  mit  der  Berechnung  des 

Werthes  von  ®  an,  welcher  durch  die  Formel  (d)  von  Nro.  2  ge- 
geben ist.  Da  jene  Grösse,  eben  so  wie  3 7  ^ur  zweiten  Ordnung 
gehört,  so  kann  man  alle  deutsche  Buchstaben  mit  lateinischen  ver- 
wechseln. Bezeichnen  wir  daher  durch  G  denjenigen  Werth,  welchen  ® 
erhälf,  wenn  man  nur  die  Grössen  der  zweiten  Ordnung  berück- 
sichtigt, 80  wird 

Die  Grössen,  welche  in  diesem  Ausdrucke  vorkommen,  sind 
durch  die  Formeln  Cb)  und  (c)  von  Nro.  S  gegeben ,  und  es  folgt  daraus 

—  =  «  +  Ä 

9  « 

-1-=  Jfc  +  A 


l   =  -^[Ä».  «aZ  +  «JfcyÄ6  +  A»6»] 
m  =  —  *Ä  .  %aZ  —  «AYÄ*  +  Ä»  6' 

/   =  m  —  («  +  A)Z j- 


n*  /»* 


[l»±*lV**]..Z-(»A+i)yA»  +  (2^)A.« 


9 
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I 

m—  u  —  (/!-f-i)>  taZ 

welche  Werthe  in. 3em  vorhergehenden  Ausdrocke  von  G  substituirt 
werden  müssen.  StifxA  man  ausserdem  zur  Abkürzung,  da  die  grossen 
Buchstaben  Ä^  Iß  u.  s.  w.  nicht  mehr  gebraucht  werden , 

A  =  -  (2==^)  *'  C»  -  «  *) 

■    =-(Ti=^)a-i)'(4-c^D) 
=-(g)a-i)a-c4i)) 

80  ist  das  Resultat  Jener  Substitution 

Beziehen  wir  diese  Formel  auf  die  m^  F'läche ,  substituiren  statt 
Z„  und  y„  ihre  Werthe 5  welche  am  Ende  von  Nro.6  gegeben  sind, 

statt  f  —  )  aber  denjenigen,  welcher  aus  (a)  und  (m)  von  Nro.  4  folgt, 
n&mlich     "(hV\  ^  r±\  ^  F^  »t 

80  wird 

Ich  gehe  nun  zu  der  Gleichung  (c)  von  Nro.  2  über.    Behalten 
wir  nur  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  bei,  so  ist 

X  =  _L  +  A— =  ft + Ä  —  —  +  A J- 
9  9  9  n  ^      ff 

=         +A- 


c  c  e 

f   +    fr  =  —  =-  k-\-h 


ZWBITB8  KAPIRXi.  73 

_L  =  J_r_L_-L_A-Ll  =  -*-_J_  A-L 

n         n    La         c  c  J        n         n         c 

®  =  G 

Tennittelst  dieser  Werthe  nimmt  die  allegirte  Gleichong  die 

.    Gestftlt  an: 

111 

A—  =  —   A—  +  0 Cd) 

g         n        c     ' 

Man  hat  eben  so 

A— =-1-  A— +  G, 
,9,        n,       c,     '       ' 

und  vermöge  der  zweiten  Formel  ig)  von  Nro.  S: 

A-L  =  -g-AJ- 
c,         c^,        g 

Hierdurch  verwandelt  sieh  die  vorhergehende  Gleichung,  wenn 
sie  auf  die  i^  Fläche  bezogen  wird,  in  die  folgende  endliche  Diffe- 
renzengleichung : 

A-X  =  J^  A—  +  ft (e) 

Sie  entsteht  aus  (K)  von  Nro.  3,  wenn  man  darin 

tt=   A— 
9 

setzt. 

Ihr  Integral  nach  der  ersten  Formel  (M)  jener  Nummer  ge- 
nommen, ist  daher 

_  1  r^^«T'i  ^*  .  1  ■ , ,,   G,  [»,]' 

~"  iHj^  L  cf  J    "^  "^iTo  "^«*  r  jy^-.  n-' 

Die  Formeln  (i)  von  Nro.  8  und  (1)  von  Nro.  4  geben  aber 


C\  ffo  Ct 

[ni]'  =  Vi 
mithin  wird  das  vorhergehende  Integral 

.  ^4- = -^  r^-f + 2v -%^^] (f) 

S^i  >i      L      Ci        •  r  i      J 

1 

Die    Constante  A ist  =  0,  wenn  der  Punkt  61  C|  ein  wirk- 
et 

licher  leuchtender  Punkt  ist,  dessen  Entfernung  sich  nicht  verändert. 
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Da  aber  derselbe  einem  schon  v(Hrher  gebrochenen  Lichtstrahle  an- 
gehören kann,  die  optischen  Werkzeuge  auch  oft  zur  Betrachtung 
von  Gegenständen  gebraucht  werden,  welche  sich  in  verschiedenen 
Entfernungen  befinden,  so  behalte  ich  nicht  nur  jene  Constante, 
sondern  auch  diejenigen,  welche  in  der  Folge  vorkommen  werden,  beu 
Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig,  statt  G«  seinen  Werth  zu  sub- 
stituiren.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

*-'=(mä^+-^).  ,  > «> 

so  giebt  der  Ausdruck  (c) 

Da  in  der  Folge  die  von  m  =  1  bis  m  =  i  genommenen  Suramen 
der  mit  dem  oberen  Index  (m)  versehenen  Coefficienten  häufig  vor- 
kommen ,  so  werde  ich  zur  Abkürzung  diese  Summen  mit  denselben 
Buchstaben  und  dem  unteren  Index  t  bezeichnen,  wonach  z.B. 

L,  =  21  L^"^ 
bedeutet.     Hierdurch   erhält  man,   wenn  man   den  vorhergehenden 
Werth  von  G„,  in  dem  Integrale  (f)  substituirt: 

£i— -  = \       ^      '  /    .    .    .    .    (nj 

8)  Zur  Entwickelung  von  TfA —  — A-^1    ist    es    zuerst 

nöthig,  die  Gleichung  (h)  von  Nro.  2  zu  betrachten^  nfimlieh 
f/    _     fl  f  fl       f     n,®, 

Mit  Vernachlässigung  der  Grössen  der  dritten  Ordnung  ist 

Ji^=zJl.  4-A-^ 
8/  Si  9i 

8         ff  Sf 

fl    X  ^/®#  ^   ff   X.  ^\^' 

Substituiren  wir  diese  Werthe  in  der  vorhergebenden  Gleichung, 
80  erhalten  wir  durch  die  Vergleichung  der  zur  zweiten  Ordnung 
gehörigen  Grössen: 

^^iL^rzi.  Ui.±l  aI.+  1-JLj^^  (a) 

Sf       ^$c,      9        *^f  9      O       n,e,  g      k, 


ZW|B1T«S  KAFITU.  76 

Nach  Nro.  7  ist  aber 

^r,        «,c,      g    '   n,c\  (f      g^  n,c,  g     k,        ^  ^ 
Femer  giebt  die  Gleichanjg^  (e)  von  Nro.  7 

Y,A—  =  -^^  Y,  A—  +  \,  G, 
gp         n,&,       '     g    ^     '    ' 

mithin,    wenn    man  in  dem  von  A —  abhängigen   Gliede    statt  Y, 

seinen  Werth 


9  9 

substituirt,  welcher  aus  den  Formeln  Ca)  von  Nro.  4  fol^, 

Y,A-l-=-^Y2vi.~-^|;/.A-i.  +  Y,C, 
g^        n,e,  g         n,  e  g      g   ^    '    ' 

Die  Summe  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehenden  (b),  auf 
die  t^  Flache  bezogen,  ist 

V       g  g  y^       n^c^  \       g  g  J 

+  Y.  ft  +  -^^  (-^        , 

Dfese  endliche  Differenzengleichung  hat  einerlei  Form  mit  der 
Gleichung  (Kj  von  Nro.  8,  welche  in  die  erstere  übergeht,  wenn  darin 

u  =  (\  A-? A-^") 


n.0.     "     1     <« 


A  =  Y.  a  +  -^C^l 


n^G, 


Wi  CtK  g  yi-t      kl 
gesetzt  werden. 

Integriren  wir  daher  die  Gleichung  (c)  nach  der  ersten  For- 
mel (M)  von  Nro.  3,  so  wird 

Cy  aI  -  a^) = r9j:±ii  (y  ^_l  „  ^r) 

V        ^  gyi     UicJ  \\        g  g  yo 

/+?.[S]"[v.«-+£äCP-."-^-] 

[n,Y  LCiJ     ]  Ci    \        g  g  yo 

Vermöge  u)  von  Nro.  2,  (It),  (I)  und  (q)  von  Nro  4  ist  aber 

Ci  V        g  g  yo       \        c  c  J  i 

=  (.t,  4-  Ä,  *.)  A-J Aflk, 
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[na*  =  Vi 
folglich 

Die  Formeln  von  Nro.  4  geben  sodann 

y- = -4- (t,  +  Ä.  <p,) 

»    m 

Hierdurch  verwandelt  sich  das  vorhergehende  Integral  in  das  folgende : 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig,  statt  — ^^"    und  — ^    "'    ihre 
Werthe  zu  substituiren.    Aus  den  Formeln  (a)  von  Nro.  7  folgt  aber 


(e) 


in  ^^  ni  "^^  Hl 


Mit  Berücksichtigung  dieses  Werthes  erhält  man  daher  durch 
den  Ausdruck  (c)  derselben  Nummer: 

rBK*   ,    nBK    ,  nCV*\     , 

~  K9V*  "'■"äT"  "•"  &v«  y-*» 

folglich 

— p^ —  C»!  +  Ä«  <pt)  i j = 

r^AvK    ,      B  \    /  XI  +  SV?  >i 
/3^i^^   .     3BK     ,     C     ,     nB\    ^    , 

-l^— T« —  + -F5~  +  T"  +  "TTA  *•  *' 

/^vX»    ,    3ÄJP    ,     /^  ,     nfi^  Ä    ,  nCV^     , 


(6 
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Gebrauchen  wir  jetzt  die  Bezeichnungen  (g)  von  Nro.  7,  und 
setzen  noch  ausserdem 

\.  2n  Jmi.    a  e       J- 

so  wird 

-J^  (Y.+  Ä.«,)  +    "-^;*'    =  -LC-)(X!  +  YI)  Y. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  und  durch  die  Anwendung 
der  in  Nro.  7  eingeführten  Bezeichnung  bekommt  das  Integral  (e> 
die  Gestalt 

V        y  g Ji       ^i   \        ^    (X!  +  3Yt)   ^  ( 

iW|  j 9i 

—  Oi  1 1  ^1  —  P\  (pi 

9}  Ich  gehe  endlich  zur  Entwickelung  der  dritten  und  vierten 
Formel  (g)  von  Nro.  2.  Diese  Formeln  enstehen  aus  denen  (f)  der- 
selben Nummer,  wenn  man  x^  y  und  %  mit  X,,  g),  und  (3/  —  d^ 
verwechselt,  und  da  bei  der  Entwickelung 

2),=  Y,  +  AY, 
3.  =  Z, 

gesetzt  werden  müssen,  so  haben  wir,  um  von  den  Formeln  (f)  zu 
den  Formeln  (g)  überzugehen: 

X  =  X^  +  ^  X^ 
y  =  Y,  +  AY, 

»  =  Z,  —  d 

%  —9  =  Z,  —  (rf  +  ^)  =^Z,  —  e, 

Die  Ausdräcke  (a)  von  Nro.  6,  welche  die  Entnrickelungen 
der  Formeln  (f)  von  Nro.  t  sind,  geben  aber 
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«-x-.[f+x4-]-(^)[.x  +  ^] 

Siibstituirt  man  hierin  die  vorhergehenden  Werthe,  ver^rleicht 
die  Grössen  der  zweiten  Ordnung,,  und  bezieht  AY,  und  AX,  auf 
die  t^  Fläche,  so  erhält  man  die  folgenden  Differenzengleiehungen : 

AX.  =  -?- AX«  +  rf^.  X^.  A-i- 

Die  erste  dieser  Gleichungen  hat  dieselbe  Form,  wie  die  erste 
Gleichung  (o)  von  Nro.  4,   in  welche   sie  sich  verwandelt,   wenn 
Y  mit  AY, 

verwechselt  werden«     Durch    diese  Verwechselungen   giebt   daher 
die  erste  Formel  (p)  von  Nro.  4  unmittelbar  ihr  Integral,  nämlich 

AY.  =  4-1  ^Y,  4-  n  \V^  d^t  CyA-I-  -^4-) 

Nach  der  in  Nro.  4  angenommenen  Befteichnung  ist 

folglich 

AYj  =A(Y  +  l(r,  9,) (c) 

Substituiren  wir  sodann  statt   [  Y  A A-^  J      den  in  fg) 

von  Nro.  8  erhaltenen  Werth :  ^9  ^     "»-»       ^ 


-  «^  m^ '. 


und  bemerken  wir,  daas  vennöfe  (q)  too  Nro.  4 
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=  -  Ät-> 


sind,  so  wird 
nV^d^t  (Y^- A-^^        = 

=  -  (K.-.K,)[(i;^  +  K,  9J  A-1-  -  A^n 

Da  K^*)  =  0  ist,  80  kann  die  in  dem  letzten  Gliede  enthaltene 
Summe  auch  von  m  =  1  bis  zu  m  =  t  genommen  werden. 
Aus  den  in  Nro.  4  gefundenen  Werthen  folgt  ferner 

mithin 

Entwickelt  man  nun  die  letzte  angedeutete  Summe,  so  kommt 
jedes  Z,  mit  Ausnahme  des  ersten  und  des  letzten,  in  zwei  auf 
einander  folgenden  Gliedern  vor,  welche  vereinigt  werden  können. 
Hierdurch  nimmt  die  Entwickelung,  wenn  man  nur  das  erste,  das 
m**  und  das  letzte  Glied  derselben  schreibt ,  die  Gestalt  an : 

Es  ist  aber  nach  der  ailegirten  Nummer 

^  ~"^  ""  K^~).  KU       rJ-  =  C"^^"X*- 
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■ 

^■-*  ^^^      "li 

fol|:lich 

K„i     ^  _    K,  n,  Fit  (c-  —  y-.O 

T^-1  9n..i    ^   n^  Vi  c« 

Vm-1    C»  ^«.1   V« 

Die  Substitution  dieser  Werthe  giebt 

^'-  I  ä Z r 1 1 r 9^1^ 

=  2.  [ct.  +K.  ,0  (J-  -  J-)  +  (^).n  „]  - 
=  2-  [(V-)a '''•+"■■'■'+  C;^).»^--] 

*  L        Ci  Vi.i  Ci        J  L         C|  Vi       J 

Das  erste  mit  Zi  multiplicirte  Glied  kann  so  omg^eändert  werden, 
dass  es  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  welchen  der  letzte  mit  dem 
von  Z„  abhängigen  Gliede  übereinstimmt,  wenn  ii^  demselben  m^^t 
gesetzt  wird.    Addiren  wir  nimlich  zu  dem  ersteren  die  Gr&sse 

welche  wegen 

Hl  =  vt 

F.=  1 

identisch  ^0  ist,  so  wird 

+  Z.  [cV,  +  K.  ,,,  ( Jp  -  ^)  +  (2=1),  V.  »,] 
Setzen  wir  daher 

(Z)C-)   =  Z.  [(«^)_ik.ct.  +  Ä.«0-f(^)_n..] 

vr  *  )     (el 

(zy»>  =-z,  [.Jl+^ElIi ihlLiiS] 

L  C|  n        J 

und  gebrauchen  den  Werth  von  (Z)^"^  für  alle  Werthe  des  Index 
von  m  =  1  bis  zu  m  =  (t  —  1)  einschliesslich,  so  erhalten  wir 

=  z.  (ii±^  -. ,.)  +  2i  (zy->    *  '  '  ' 
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Durrh   Substitution  der  in  (c).   (d)   und  ff)  gefundenen  Wcrthe 
[.  Tem'ftndelt  sich  der  Ausdruck  (b)  in  den  folgenden 

—  (Ä.-Ä-O  QV',   +  K,  *,)   A-i-  —  At.]] 


,  +  (Z)<-J 
Dtc  zweit«  Gleichung  fa)  entsteht  aus  der  ersten,  wenn  man  V 

und   f    Yi^—    —    A-i-  )    mit  X  und  Xa verwechselt  und 

r     ^  9  9  y  ff 

-i-  =  0  setzt. 
9 

Um  die  Veränderungen  zu  bewirken,  welche  hierdurch  in  dem 
vorhergehenden  Ausdrucke  von  A  V.  entstehen,  müssen  wir  die  Glieder 
unter  dem  Zeichen  Z.  welche  mit  K"*>  multiplicirt  sind   und  sicli  auf 


VA. 


bezieben,  mit  den  correspondirenden  («liedern 
verwechseln,  welche  nach  Nro.  7  sind:' 

r^,  (XT  +  y?)  X,  +  M^,  X,  V.  9,  +  Jv—  x.  ^:         '' 

In  allen  übrigen  Gliedern  dagegen  müssen  wir  V,  mit  X,  ver- 
tauschen und  7,  =  0  setzen.  Bezeichnen  wir  dalier  den  tiierau» 
resultirenden  Werth  von  (Zj'"'  mit  («J*"',  so  wird 

von  m  ^  I  bis  m  =  i  —  I 
AX. 


I 


AX,  - 


K'-i  t._,  CX!  +  tf)  X, 

+  K'-i  M^,  X,  i\  f, 

+  K'->  iV_,  X,  »! 

+  fsl'-> 

Die  vorhergehenden  Werthe  von  AV'i  und  AX^  reichen  hin.  um 
den  von  AZ,  zu  finden.  In  der  ThAt,  wenn  man  die  Gleichung  (a^ 
von  Nro.  8  unter  die  Gestajt  bringt  . 


84  .ZWB1TR9    KAPinLV 

80  wird 

27  ^.  =  X.  +  2?  Ä<-^  =-  Ä.        / 

21.+.  y.  =  Ä.  —  Ä. 

2r'  ^  =  2?-'  iy>  =  L-i 

B  ■ 

folglich  geben  die  allegirten  Formeln 

-  2i  Ä(->  L^,  =  Ä,  L,  —  21  Ä^LW 

=  Ä,  Li_,  -^  |r*  Ä.  £'-> 

=  2i(Ä;-kjLw        y  '  •  •  •  (■»> 

m 

woraus  die  übrigen  Grössen  2iÄ^"^ilf^ietc.  durch  blosse  Verwechse- 
lung von  L  mit  M  etc.  erhalten  werden. 

103  Für  die  Folge  ist  es  nothwendig,  in  den  Formeln  der  vor- 
hergehenden Nummer  diejenigen  Glieder  zu  vereinigen,  welche  in 

Bezug  auf  X^ ,  Y^  und  (^^  einerlei  Argument  haben ,  und  zu  diesem 
Ende  die  von  Z  abhängigen  Glieder  durch  jene  Grössen  auszudrücken. 
Hiervon  kann  jedoch  das  ausserhalb  des  Summationszeichens  befind- 
liche, von  Zi  abhängige  Glied  ausgenommen  werden,  da  dasselbe, 
wie  wir  später  sehen  werden,  aus  der  Rechnung  herausfällt. 

In  (r^)  von  Nro.  4  wurde  gefunden: 

"  ~  2a.  Fl 

und  da 

ist,  so  verwandeln  sich  hierdurch  die  in  (e)  der  vorhergehenden 
Nunmier  eingeführten  Grössen  in  die  folgenden: 

Czy-.=[X!+Ct,+Jt.„^].[^g=«^l'.+Jt...)+(2=^X,.] 

von.m=l  bis  m  =  <  —  1 

(ZXo=  [x,+ct.+Jt»o.].[-4±^  +  (^),.] 

Setzen  yrir  daher 

Ä-,  _  fCn-OA-l  _  r  in-V)    (  \  1  NT 

L2»öF»  J-~L  «na  F*    V"ä~      TJX 

von  ms=1  bis  m  =  t  —  1 

Mi)  =  (-^ 
«10  sind  simmtliche  (Z)  in  der  Formel  enthalten: 


I  •  .  I  >      «  •  ■ 


(*) 
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folglich,  wenn  man  entwickelt  und  nach  X,,  Y,  und  ^^  ordnet, 

(Z)(-)^  Ä-)  (Xj  +  1?!)  y,  +  «  A->  Ä.  (^^iiiilT)  ^, 

+  y(-)  (XI  +  y?)  *,  +  (8A-)  Äi  +  »(-)  Jf.)  J-,  *? 
+  (A-)  Ä»  +  y(-)  Ä»)  «J 
Hierdurch  wird  der  Ausdruck  (g)  der  vorhergehenden  Nummer 

"-(K,-K.)[(y,  +  K,».)AJ---A«.] 

+  Xi  j  (KC-)L^,  +  A-)J  CX!  +  Y\)  Y, 

+  (K(">  «^ .  +  «  ^-^  K-)  (^"  +^  ^  ^, 

+  9(-)(X?+l-!)«, 

+  (Kt-)  O^,  +  3  /1-)  Kl  +  «  ^-)  K.)  Y,  «I 

+  (K(-)  P._,  +  A-)  Kl  +  ^-)  Ki)  «? 

Ebenso  sind  die  in  (h)  jener  Nummer  gegebenen  Werthe  der 
Mlmmtlichen  («)  vermöge  der  in  (a)  angenommenen  Bezeichnungen 
in  der  Formel  begriffen : 

= ^-)  (XI + 1^  X,  +  «  A-)  K.  X.  t, «,  +  ii-)  k:  X,  «n 

wodurch  der  daselbst  gefundene  Ausdruck  von  AXj  sich  in  den  fol- 
l^enden  verwandelt: 

AX:  =  4-(  AX.  -(K,  -  K.)  X,  A-L  +  ^'  ■^' 


+  2i  l  (K(-)  X._.  +  A-))  (XU-  Vi)  X. 

+  (KO  i»f ^,  +  «  A-)  K.)  X,  t,  ^ . 

+  (K(-)  JV_,  -I-  A-J  Kl)  Xi  0l 
Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung 
A(y),=A(l^,  -fK,  ^J+K,^(Y,  +K,  «,)A-i-— A^,] 

A(X).=AX.  +  K.X.aJ-+^ 

J|f'(«)«K<")M^,-|-2A-)K.    . 
JV/(-)=  K(-)  JV_,  -)-  /(-)  Ki 
O'W  «  K(-)  O^,  +  8  A-)  Kl  -f  «  y(-)  K, 
P'(-)  =  Kt")  P^,  +  A-)  Ki  4-  ^-)  K» 


M  ZWBIVE«   KAPIVBIi. 

SO  nehmen  die  Ausdräcke  von  AYi  undAXt,  vermittelst  der  in  Nro.  7 
eingeführten  Bezeichnung  die  Gestalt  an: 

1 


AY,  = 


V. 


A(Y),  —  Ki[(Tr.+K.«,M-^— A«,] 

+  Lf  (XJ  +  YI)  y,  +  Jtff(^  +  ^^», 
'+ y>  CX?  + 11)  ?>.' +  Of  y.  «?  +  Pf  y?  /    .    •    (e) 

AXi  =  -J^  l A(X),  -  Ki  X,  A-^  +  Lf  (X!  +  YD  X, 

Wir  haben  am  Ende  der  vorhergehenden  Nummer  gesehen, 
dass  [^^'  +  (^^)  z].  and  [^AX  +  .^]sehr  leicht  aas  AYiund 

AXi  abgeleitet  werden  können ,  wenn  man  in  den  letzteren  den  Grössen 
(Z)^')und  («)('>  veränderte  Werthe  giebt,  welche  in  den  allgemeinen 
Formeln  für  (Z)^*)  und  («)(")  begrilTen  sind.  Eine  Folge  hiervon  ist, 
dass  alsdann  auch  /^'^  und  q^'^  abgeänderte,  in  den  allgemeinen  Aus- 
drücken von  A"*)  und  q^"^^  enthaltene  Werthe  bekommen,  nämlich 

r(n-i)A-i  _ r(n-i)  n  _  ty^ 

'         L2n«F»i       L9naV*  Ka        c Jl    ,  ,^ 

Unterscheiden  wir  daher  die  Coefficienten,  welche  dadurch  ent- 
stehen ,  dass  man  in  den  Coefficienten  der  Formeln  (e)  statt  A')  und  q^^^ 
die  Werthe  (f)  gebraucht ,  durch  die  Hinzufügung  von  einem  Accente, 
so  erhalten  wir  aus  jenen  Formeln : 

[aY  +  (^^)  Z]=  -|r[  A(Y).-Ki  [(1^,  +K.f.)  A-^-A,,] 

-f-  w  (XJ  +  in)  f, 

+  qt  (x;  +  ti)  9,  ^*^ 

+  Ol' Y,  rf  +  Pf '  »? 

Fax  I  ^^1  =  _l)^(X).-k,x.a-1-  +  Lraa  +  fi)  x, 

'  (+M['X.  Y.f.  +  JV."X,,f 

113  Bei  der  Entwickelung  der  Grössen  der  dritten  Ordnung  ist 
die  Kenntniss  derjenigen  Werthe  erforderlich,  welche  die  Grössen 
der  zweiten  Ordnung  annehmen,  wenn  man  darin  alle  Glieder  ver- 
nachlässigt, die  ursprünglich  mit  b  oder  f  mnltiplicirt  waren;  be- 
stimmen wir  daher  diese  Werthe. 


^H  Der 
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Der  in  (ai  %-on  Nro.  4  gegebene  Ausdruck   von    Y,  zeigt,   dass 
unter  jener  Vorsuaselzung  das  darin  enthaltene  Glied    —wegfallt. 
Da  nun  bei  der  weiteren  Enlwickelung  aus  demselben  die  Grösse 

$,  ^Ä'"'    =    CA,  —  fi,)0, 

rolatand,  so  können  wir  die  letztere  ebenTalls  vernachlässigen ,  wodurch 


I 


V,--^|V,+K,»,] 


l«) 


werden.  * 

Ferner giebt  die  Formel  Cb)  vonNro.7,  wenn  mnn  darin  fr  ^Osetzt, 
G.  =  -A.la.Z. 
w>  dass  wir  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  dieser  Grosse 

B.  =  r.  =  0 

A.  =  Ä, 

■c6men  müssen,  um  sie  naeh  der  obigen  Voraussetzung  zu  berechnen. 
£benso  ist  aus  (dl  von  Nro.  8  eraichtlieb,  dass  das  Glied 

gegenwärtig  nicht  berücksichtigt  zu  werden  braucht.    Da  nun  das- 
selbe  in  den  Ausdrücken   von   Ü„  und   K„  die  Glieder  (-r- )    i""* 
L~j-)  hervorbringt,  so  folgt  daraus  auch 
O.  =  £.  =  0 
Hierdurch  verwandeln  sich  die  Formeln  igj  und  (h)  von  Nro.  7, 
<f )  und  I  g)  von  \ro.  8  in  die  nachstehenden : 

ti«-'.  A!   (i|« )_=  Ä!  t'-' 

Ci 

-2  Li  y,  Ä,  «,  —  Li  Af  *! 
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V  ,     ^  g  y*        n\  ■  c^ 

-  L.  (XJ  +  tj)  t, 

—  3Lir,ÄJ^J  — LiÄ'^J 

_F.\(t,+Ä,,^,)AJ A^, 

In  dem  Ausdrucke  (b)  tou  Nro.  9  fällt  zuerst  das  mit  ( -^  ) 

multiplicirte  Glied  weg.  Dieses  bringt  bei  der  weiteren  Entwickelung 
in  dem  Ausdrucke  (b)  von  Nro.  10  das  mit  ^^'^  multiplicirte  Glied 
hervor,  so  dass  also  diese  Grösse  hier  =  0  ist!  Ferner  können  wir, 
da  (Ä»  —  Ä,)(^i  vernachlässigt  wird,  in  (b)  und  (c)  von  Nro.  10, 
K„  mit  Kji  verwechseln,  wodurch  sich  diese  Formeln  in  folgende 
verwandeln : 

(Z)W  =  /(»)  [X?  +  (t,  +  K,  «,)»]  ( t,  +  Ä',  <pO 
(«)(-)  =  /(-)  [Xf  +  (Y,  +  ÜT,  ^^y^  X, 

Hieraus  folgt,  dass  in  den  mit  A"*>  multiplicirten  Gliedern  der 
Ausdrücke  (d)  von  Nro.  10  ebenfalls  K„  mit  Kj  verwechselt  werden 
kann.  Substituiren  wir  endlich  in  denselben  statt  L«,.!  etc.  diejenigen 
Werthe,  welche  aus  (b)  der  gegenwärtigen  Nummer  folgen,  so 
erhalten  wir 

JM'(»)  =  8  Kt  (KC»)  L„^,  +  A->)  =  2  Kl  L'(-)   ) 

JVC")  =  K\  (KC")  L^t  +  ^'">)  =  K?  L'W  5    ....    (c) 

O'W  =  3  K!  (K(»)  L„_i  +  A»))  =  3  KJ  L'W 

Hierdurch  geben  die  Formeln  (e)  und  (g)  von  Nro.  10 

Ay  =  ^)A(y).  -K,  [(y.+K.  ,,)A-i— a  ^,] 

'  ( +  Lf  (y. + K.  ».)  1  xj + (y. + K.  nf} 

AXi  =  4^  I  A(X),  ^  K..  X.  A-i-  +  Lf  Xt  [X?  +  ct,  +  K*  v.)»)]! 
[aF  +  (^yQz]  =  -1  JA(y).-K,[(lr-.+K.,OAl~Av.]  '     (•*> 

[^  +  ■^.=  4.JA(X).-K,X.  A-i-. 
Vermöge  (i)  von  Nro.  9  ist 


r 


»o,  »7 
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folgliHi,  wenn  wir  die  in  taj  und  (iDe^efundenen  Wertlie  subsliluiren, 
^^=--inrT7rl«|X,  A(X),+l.y, +K,  „lAin.l  1 

-8Ki|xr+(y,+K,  .,iv|aJ-  j 

+  »Ki(,Y, +K,  »,1  a»,         "'  1    "■' 

Ausser  diesen  speciellen  Wertlien  der  zur  zweiten  Ordnung 
frehörigeii  Grössen  werden  bei  den  folgenden  Enlwirkelungtm  die 
(tartieilen  Differenlialcoeffiricnten  der  Grössen  A ,  B  etc.  in  Bezug 
Muf  A  und  aur  n  gebraurlil ;  berechnen  wir  datier  dieselben. 

Die  Formeln  (a1  von  Nro.  7  und  (f)  von  Nro,  8  zeigen,  dass 
Jene  Grössen  Functionen  von  a,  h-,  k  und  n  sind;  da  aber  a  als 
UD veränderlich  betrachtet  wird,  und  k  selbst  eine  Function  von  fi 
ist,  HO  können  wir  dieselben  als  Functionen  von  h  und  n  allein  an- 
flehen, wenn  wir  bei  der  Dilferenliation  k  als  eine  implicite  Function 
von  A  bebandeln. 

Bezeichnen  wir  daher  durch  -jtp  und -^^dieparliellenDiffe- 
renlialcoefTirienlen  von  A  unter  der  Voraussetzung,  dass  A  und  k  als 
■bsolate  veränderliche  Crossen  betrachtet  werden,  durch  f — JT~J 
dagegen  den  partiellen  OilTerentialcoelTicicnten  von  A  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  k  als  eine  Function  von  A  behandeil  wird,  so  ist 
C  dA  \  _    dA  dA    _dk_ 

K  dh  J  ~     dh     +     dk       dh 

Aus  (a)  von  \ro.  4  folgt  aber 

a 

lin  dk    

dh ' 


\  dh  J 


d  A  d  A 

dh  dk 

I  Bezu^  anf  A  leieht  aus^efiillrt  v 


wonach  die  DiJTerentiationen  i 
können. 

Der  Beqiiemliclikeit  we^en  werde  ich  folgende  Bezeichnungen 
gebrauchen : 

rdA\  _  (J) 

\dhJ  ~    n 

fddA-\  _   (A^ 

\3dh'J  ~     ii> 

C_diA-\_iA;^ 

V.!,3rfAV         n' 

\dnj~    n 
I  ebenso  bei  den  übrigen  Grössen. 
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Hierdurch  erhalten  wir  aus  (a)  von  Nro*  7  und  (0  v«  Nro.  8 


^^^  = « (^) 


X 


^  fn  — 1>>  i^J 1^>  rn+3  _  J(n±_0 "j 

V«n»yva  c  Jl    a  c       J 


n 


^  _  C"~^^  r(8n  +  3)  _  SOt+Jll 


£ 


=  j^  [(«n-3)  Ä-n  (n-J)  AJ 

^  _1_  /^_1_ l_^»  r2n  — 8  _  (n*  --  3) "j 

2n*\.a  c  J  L      a  c       J 

n*\,o         c/L     a      ~,cj 


>  («) 
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^ L  r'"'+3)  _  ä('i'+i)"| 

■^        2«  L       «  c        J 


nieder  der  dritieji  Ordnung ,  welche  sich  auf  die  Abweichung 
wegen  der  Gestalt  beziehen. 

18)  Dio  Glieder  der   ziveiteii  Ordnung  reichen  gewöhnlich  hin, 
I  die  Abweifhung  wegen  der  Gestalt  auf  eine  sehr  genäherte  'Weise 
berechnen,   so  ila^s   man   sich   erlauben   kann,    die  Glieder   aller 
folgenden  Ordnungen  zu  vernachlässigen. 

Indessen  eri'ordert  die  Theorie  der  achromatischen  Objeclive, 
wie  ich  bereils  oben  gesagt  habe,  liass  man  die  t^ntwickehing  bis 
zu  den  Gliedern  der  dritten  Ordnung  fortsetzt.  Da  aber  hierdurch 
sehr  weillSnflige  Rechnungen  herbeigeführt  werden,  so  können  wir 
ans  begnügen,  nnr  diejenigen  Glieder  der  drillen  Ordnung  zu  be- 
rechnen, welche  merkliche  Werthe  erhallen.  Zu  diesem  Ende  bemerke 
ich  zuerst,  dass  diejenigen  von  dem  Objective  herrührenden  Glieder, 
welche  mit  S  und  7)  mulli()lictrt  sind,  bedeutender  werden,  als  die- 
jenigen ,  welche  von  b  oder  f  abhangen.  Man  kann  daher  die  letzteren 
in  den  Grössen  der  dritten  Ordnung  vernachlässigen. 

Diese  Verfahrungsart  erscheint  auch  aus  dem  Grunde  als  zu- 
Ussig,  weil  sie  darauf  hinaus  kommt,  den  bisher  bulrachtelen  Strahl, 
welcher  dem  durch  die  Coordinaten  6,  und  c,  bestimmten  Punkte  des 
Gegenstandes  zugehört,  in  den  durch  die  Grössen  der  dritten  Ord- 
nung ausgedrückten  kleinen  Correctionen  mit  demjenigen  Strahle  zu 
verwechseln,  welcher  von  dem  in  der  Axe  liegenden  Punkte  des 
Gegenstandes  ausgeht,  und  mit  dem  ersteren  einerlei  Einfallspunkt 
auf  der  ersten  brechenden  Flache  hat,  wegen  der  Kleinheit  von  v, 
aber  von  jenem  .  in  Ansehung  seiner  Lage,  nur  wenig  unlerschia- 
|den  ist. 

V        Ausserdem  vernachlässige  ich  alle  Glieder  der  dritten  Ordnung, 
nrelche  von  den  Ocularen,  d.  h.  von  allen  auf  das  Objectiv  folgenden 
brechenden   Flächen   herrühren,   indem   diese  Glieder  als  zur  vierten 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden  können. 


[ 


I 
I 
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Untersarhen  wir  daher  nur  die  La^e  der  Strßhkn  in  der  Nühe  ■ 
des  letalen  Bildes,  in  welclieni  Falle  die  Cleit'liuiif;en  (c)  vonNro.5 
ihre  Anwendung  linden,  so  folgt  ans  dem  eben  Gesagten,  dass  es 

hinreicht,  die  Grössen  A' —  und  (  YA'- — -   —  A'-^  )  zu  berechnen, 
'  ff-  ^  3  ff  -^^ 

man  alle  Glieder  vernachlässigt,  welche  sich  eines  Theils  auf 
das  Objecliv  beziehen  nnd  mit  b  oder  f  mnltiplicirl  sind,  andern  Theils 
von  den  folgenden  brechenden  FIfichen  herrühren. 

Eine  weitere  Abkürzung  der  Formeln  können  wir  uns  in  Bezug 
auf  die  durch  die  Integration  eingeführten  Constaiiten  A —  und  A$i 
erlauben.  Wir  haben  nämlich,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde ,  diese 
Constanlen  beibehalten,  um  den  Einfluss  berücksichtigen  zu  können, 
welchen  vorhergegangene  Brechungen  sowohl,  als  eine  Veränderung 
in  der  Entfernung  des  Gegenstandes  auf  die  Lage  der  8trahlen  aus- 
üben. Mit  dem  letzleren  werden  wir  uns  spater  beschafligen  und 
die  zu  seiner  Berechnung  erforderlichen  Formeln  Hiisführlich  ent- 
wickeln, weil  dabei  Umstände  in  Betracht  kommen,  welche  jetzt 
noch  nrchl  gehörig  erörtert  werden  können.  Es  reicht  daher  für  den 
gegenwärtigen  Zweck  hin.  bei  den  Grössen  der  dritten  Ordnung  nur 
diejenigen,  von  jenen  Constanten  abhängigen  Glieder  beizubehalten, 
welche  in  Bezug  auf  frühere  Brechungen  merkliche  Wcrthe  be- 
kommen können. 

Zu  diesem  Ende  nehme  ich  an,  dass  die  Lichtstrahlen,  ehe  sie 
in  das  hier  betrachtete  Instrument  fallen,  durch  ein  anderes,  vor  ihm 
befinilliches  Instrument  gegangen  sind,  welches  mit  jenem  in  sofern 
eine  ahnliche  Einrichtung  hat,  dasa  dadurch  (  VA— —  ^      J   ""'' 

XA —  ebenfalls   anf  Grössen   der  dritten  Ordnuns  redncirt  werden. 

ff  ^  1  . 

Nehmen  wir  nun  für  den  durch  die  Coordinaten  —  und  vi  bestinimteu 

Punkt  denjenigen  an,  in  welchem  der  von  dem  ersten  Instrumente 
in  das  zweite  übergehende  Nlrahl  die  Ebene  der  t/s  durchschneidet, 
so  erleiden  jene  Coordinaten  durch  die  im  ersten  Instrumente  ent- 
stehenden Abweichungen  Aenderungen,  welche  durch  A-^-undAy, 
ausgedrückt  werden.  Die  hicnon  abhängigen  Glieder  in  den  F'ormeln 
(h)  von  Nro.  7  und  Cg)  von  Xro.  8  sind  daher  diejenigen,  welche 
die  Wirkung  des  ersten  Instrumentes  hervorbringt,  und  es  folgt  aus 
jenen  Formeln,  dflss  bei  der  gemachten  Voraussetzung  A —  von 
dbrselben   Ordnung  seyn  muss,  wie  die  ihm  entsprechenden  Glieder 

von  A— .  welche  von  dem  zweiten  Instrumente  herrühren,  und  A  », 
ff' 
derselben   Ordnung,   wie   die    correspondircnden   Glieder    von 


.1.1« 


I 
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Die  allfgirleii  Formeln  zeigen  aber,  dass  A —  ursprünglicli  von 

derzweitenDimeiision  inBezugaurX,,Y,  und^,  ist.f  Vd ^      ) 

dagegen  von  der  dritton  Dimension  jener  Grössen.    Wirliaben  ferner 
in  »ü.  i  die   verNchiedenen  Ordnungen  so   bestimmt,  dass   die  er- 
mähnten Dimensionen  Jedesmal  um  zwei  Einheiten   zunehmen,  wenn 
lan   von  einer  Ordnung   zur   folgenden    übergehl.     Werden    daJier 
— —  und  I  Ja A—  1   durch  die  Einrichtung  des  Instrumentes 


3:  ^        9 

■nf  Grossen  der  dritten  Ordnung  redurirt,  so  kann  diess  nur  ge- 
Bt-hehen,  nenn  die  darin  enlhallenen  Coefficienten  L.,  3t;  etc.  so 
vermindert  werden,  dass  sie  in  Ansehung  ihrer  Kleinheit  den  Grössen 
der  zweiten  Dimension  gleich  zu  achten  sind,  und  wenn  dAsselbe 
auch  bei   dem   ersten   Instrumente   statt   findet.     Hierdurch   werden 

Ä —  undA von  derselben  Ordnung  wie  die  Grössen  der  \ierten 

9'  '=» 

Dimension,  (  VA A-^-  1  und  A  f,  dagegen  wie  die  der  fünften 

Dimension. 

Aus  allem  diesem  können  wir  daher  den  Schluss  machen,  dass 
es  erlaubt  ist,  bei  der  Entwickelung  von  A* —  und  [  YA' — ~A'—  j 

1  Vi       V     j       ff  y. 

klle  von  A — ,  A  V,  und  den  Coefficienten  Li,  Mi  etc.  abhängige 
Glieder  zu  veroacblässigen ,  sobald  ihre,  nach  dem  Vorhergehenden 
bestimmten  Dimensionen  in  Bezug  auf  X, ,  V,  und  9,  grösser  werden, 
als  bei  denjenigen  Gliedern  derselben  Formeln,  welche  von  dem 
■weiten  Instrumente  allein  hern'ihren  und  ursprünglich  zur  dritten 
Ordnung  gehören. 

13)  Die  Berechnung  von  A'  ~  fange  ich  damit  an,  dass  ich  die 
Grösse  ©,  welche  durch  den  Ausdruck  (d)  von  Nro.  8  gegeben  ist, 
in  eine  Ileihc  entwickele,  die  nach  steigenden  Potenzen  von  3  und 
den  zu  derselben  Ordnung  gehörigen  Grossen  geordnet  ist.  Da  I, 
u  und  »  von  der  ersten  Dimension  in  Bezug  auf  die  letzteren  sind, 
■o  hat  man,  wenn  man  nur  das  Quadrat  derselben  berücksichtigt,    - 

l  =  ((  +  l,)(t-ml--'Q-n,)-^4  "2 

'"  -■"• — -K.-)]-! 

Eine  ernte  Näherung  giebt  aber  mit  Vernachlässigung  des  Qua- 
drates der  zur  Ordnung  %on  3  gehörigen  Grössen;  '  '" 
I 


-  +  ® 


^ 
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Tolglich 

Subsliluircn  wir  diesen  Werth  in  dem  vorhcrgehenilen  Aus- 
drucke von  @,  und  verwechseln  t,  ii  nnd  m  mit  (t-|-/0,  Cu  +  M*) 
und  Ov-f-"'0<  so  ilass  künftig  unter  c,  ii  und  ro  dieGrj)»4sen  vonder 
Ordnung  3,  unter  f,  v'  und  ip'  da|S;i'gen  die  von  der  Ordnung  3' 
verstanden  werden,  so  verwandelt  sich  derselbe  in  den  folgenden: 

«..r--("'+f)[c'+»a-n»-^(|-«.)]  +  f 

Die  erste  Zeile  ist  der  Wcrth  von  G  unter  der  Bedin^unis;, 
dass  darin  alle  lateinische  Buchstaben  mit  den  correspondircnden 
deutschen  verwechselt ,  d.h.  dass  allen,  venniltelst  der  ersten  Xnhe- 
rung  erhaltenen  Grössen  ihre  durch  die  Charakteristik  ^  angedeute- 
ten Corrcctionen  zugesetzt  werden.  Nach  der  angenommenen  Be- 
zeichnung ist  daher  jene  erste  Zeile  ^  G -\- ^G.  Ferner  kann  man 
in  den  Gliedern  von  der  Ordnung  3^^  dif^  deutschen  Buchstaben  mit 
Uteinischen  verwechseln.     Netzen  wir  daher  zur  Abkürzung 

-("+f)["+""-'"-Kf-")]+f  ■  •  • '« 

so  wird 

®  =  G  +  AG  +  G' (b) 

Der  Wcrth  von  G  ist  durch  die  Formel  (b)  von  Nro.  7  gegeben ; 
da  jedoch  der  Voraussetzung  nach  die  von  b  Abhaogigea  Glieder 
veroachlitssigt  werden,  so  reducirt  .sich  derselbe  auf 

G  =  -  J  .  8  fl  Z 
Hieraus  folgt  in  Beaug   auf  die  »1"  Flache,  wenn  man  alle  Grösse» 
am  ihre,  mit  der  Charakteristik  A  bezeichneten  Corrcctionen  variiren 
lässt, 

AG„=  — r8a-Z,.AX  +  ^~  «a-i^-l       ....     ic) 

,  Entwickeln  wir  nun  A/4„  vermittelst  der  Taylor'schen  Beihe 
und  gebrauchen  dabei  die  in  ^(^  von  Nro.  11  eingeführte  Bezeich- 
nung, so  erhalten  wir 

Der  Werlh  von  t-^J-  ist  bereits  in  (g)  der  allegirten  Nummer  ^e- 
^eben,  wir  müssen  daher  nur  noch  AA_  bestimmen. 


J 
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Die  Formeln  ra)  und  (m1  von  Xro.  4  ^ebea 


Da  in  den  Grossen  der  drilten  Ordnung  alle  Glieder  vernarh- 
lässrgt  werden,  ^velcfie  von  b  oder /"  alihangen,  so  sind  in  diesem 
Falle  die  in  (a)  und  (b)  von  Nro.  II  gefundenen  Formeln  amvend- 
bnr.  namlieh: 


Snbstituirt  man  den  letzten  dieser  Werthe  in  dem  vorliergchen- 
i  Ausdrucke  von  Ä/(„.  nnd  bemerkt,  dass 


-...--^—  |^--i...,r>;!+cy,+K,„r]| 

Durch  Substitution  dieses  Werlhes  verwandelt  sich  der  obij^e 
[  Anadruck  von  A  A„  in  den  folgenden : 


fJi 


a/l.-i:^^  [A  _."-- (,..,|X!+ (V,  H 
Ferner  Riebt  die  Fonnel  le)  von  Nro.  II 
|««.aZ.  -  Jr[!r-V,A(Xl,  +  CV, +K,  ,,)A(Y),] 
-8K.LX!  +  (i',  +  K,„)'JAJ- 
j+8K.(V',+K,„ia„ 

Da  ^A„  in  (c)  noch  mit  ia^Z,„  multiplicirl  ist,  so  wird  das 
von  A~  abhängigeGlied,  welches  darin  vorkommt,  von  der  sechsten 
Dimension  in  Bezug  auf  \,,  V,  und  r,,  wenn  wir  diese  Dimension 
nach  dem  am  Ende  von  Xro.  12  Gesagten  bestimmen.  Dasselbe  gilt 
I  den  mit  &~  und  i^«,  multiplicirten  Gliedern  in  dem  Ausdrucke 


^^^ma  den  mit 
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von  Sa„,AZ„.  Nach  dem  daselbst  angenommenen  Grandsatze  können 
daher  jene  Glieder  sämmtlieh  vernachlässigt  werden,  da  diejenigen^ 
welche  ursprunglich  zur  dritten  Ordnung  gehören,  nur  von  der  vier- 
ten Dimension  der  angegebenen  Grössen  sind. 

Vermittelst  der  beiden  vorhergehenden  Werthe  erhalten   wir 
hiemach  endlich  aus  (c) 


Kl 


FS 


Ich  gehe  nun  zur  Entwickelnng  von  G',  welches  durch  den 
Ausdruck  Ca)  gegeben  ist.  Da  6  =  0  angenommen  wird,  so  folgt 
aus  den  Formeln  von  Nro.  8: 

L  =  (/t  +  Ä)-4 
g  n 

Z  =  ik-[-h)aZ 
m  =  —  kh  .  2aZ 

«=:-2az[ÄA+(A)*] 

ip  =  — «az[(ft -I-  A)»  +  ftA  +  QY] 
/'  =  «a»Z»(&  +  A)»&A 
«'««»ZM&-I-A)»  Q)' 

w'=a«  Z»  (Ar  +  A)»  [(&  +  AV  -f-  4&A  +  Q)*! 

(k  +  A)  (/— IC)  =  aZ  Ot  +  A)  [cÄ  4  A)»  +  2  (^)*1 

- 1(1  - ") = -  »2  a)  [» <* + *'• + ** + G)'] 

Hieraus  erhalten  wir  die  Werthe  der  verschiedenen  Glieder, 
welche  in  dem  allegirten  Ausdrucke  von  &  vorkommen,  namlirh 

Cft  +  A)  (/'  — wO  =  — a»Z«  (A+A)»r(A  +  A)»  +  2ÄA  +  Q)*] 
-^  (l-^O  =  «'2:.  (A+Ä).  (A)  [(A+A).  +  4ftA  +  i  (A)j 

*^=.z.(A)[*^,.,Q^,(Ay-| 


=  —a*Z* 
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__^,p+??^(Af+Ä)(/— ie)=  Itkh  (k  +  h)*  +  2(k  +  h)*  (^ 

=  a»Z»  (k  +  h)  1+  |;«(ft  +  Ä).  +  4kh]Qy 

4-4(Ä+Ä)(Ay  +  4(i)- 

V"*,     ^  >'  n  V«       V  [4.  |-4  (/t  +  A)»  +  9kh  (ft+A)]  Q) 

v'«>'  \+  [4  (A  +  A)»  +  4AA]  QY 

+  t(A+A)(iy+«(Ay 

^  =  a»Z»(A+A)*[(A+A)*  —  3(A  +  A)»  (^) 

-<'-'(!)■ -(4)"] 

Durch  die  Vereinigung   dieser  Glieder   entsteht   der  folgende 
Werth  von  Cf 

-,A.A.(|.)  +  tAÄ(A  +  A)(Ay 
C  =  a»Z«  J  —  J  [(A+A)«  +  6  AA]  (^Y 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 
kt    l  —  (A+A)«[A-(n-l)Al 

^^Sü^  J  -|-^(A+n»A)»  +  *^"~'^'a  (A-nA)» 

=J-ri_lY/  4.iYI_iVl+ü!=iY 

und  bemerkt,  dass 

<CZ,.  =  jy^ 

(A+A)  =1- 

ist,  so  kann  der  vorhergehende  Ausdruck  von  O^,  auf  die  m** Fliehe 
bezogen,  unter  die  Gestalt  gebracht  werden: 


(ff) 


Ch) 
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Addiren  wir  jetzt  die  in  (f)  und  (h)  gefundenen  Werthe  von 
ACr«  und  Gfl,  gebrauchen  wir  ferner  die  in  fg)  von  Nro.  7  ange- 
nommene Bezeichnung,  wonach 


Fi 

ist,  so  wird 


=  L(-> 


(  2  LC»>  [X,  A(X),  +  (Vi  +ÄI  ^i)  A(y).J       ) 

(  x[x?  +  (t,  +  Ä,<^oM*' 

Da  auf  diese  Art  der  Werth  von  @  vermittelst  der  Ausdrücke 
(b)  und  (i)  gefunden  ist,  so  können  wir  zur  Entwickelung  der 
Gleichung  (c)  von  Nro.  2,  nämlich 

übergehen.   Substifuirt  man  hierin  statt  — ,  (f  +  J)),  f,  nnd  ®   ihre 
Werthe :  ^ 

9         9  9  9 

a        t         a         c  c  c 

®  =  G  +  AG  +  G' 

60  giebt  die  Yergleichung  der  zur  dritten  Ordnung  gehörigen  Glieder 

A»—  =  —  A»  —  +  AG  +  G' (k) 

Eben  so  ist 

A»— =  —  A»  —  +  AG,  +  G% (!) 

Die  zweite  Gleichung  (g)  von  Nro.  2  kann  unter  die  Gestalt 
gebracht  werden: 


oder 

-i-  -l-A—  +A»  —  =. 

=  (±  +A-L  +A«-lVl  +  l'+rfA-L+rfA'-ir 
V^r  ^  9  y  ^  9  9  9  J 

Entwickelt  man  den  zweiten  Theil  dieser  Gleichung,  bemerkt, 

dass  c,  =  5^  +  ^  ' 

ist,  und  vergleicht  die  Grössen  der  zweiten  und  dritten  Ordnung 
abgesondert,  so  folgt  daraus 

A-i=4AJ- 
Cp         c,       g 

A.x=4A-i-4rfrA-Ly      ^  •    •  ^"^ 

c,  cj        g        c*      \      g  y 
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^^M  llierdurch  verwandelt  sicii  die  Gleichung  (I)  in  die  folgende: 

^m  g,        n,c;  g      '  n,e,  \     g  J 

^H  Sie   hat  dieselbe  Form  wie   die  Glpiclmn^  fe)   von  Nr.  7.  die 

^r   daselbst  gebrauchte   Analyse   giebt   daher   gleichfalls    das    Inlegral 
derselben^  welches  wird: 


+  s  ^(AG+eo. 


-  2:— 


V 


C^7l 


I 


"■'     Vi  n„ 
Durch  die  Formeln  von  \ro.  4  erhallen  wir  aber 
^^g!L,d„_,   _  A'")  v*... 

Vnuci    ~     y*^. 

Das  vorhergeheode  Integral  kann  daher  unter  die  Gestalt  ge- 
bracht werden 

Die  erste  Summe,  welche  in  diesem  Ausdrucke  vorkommt,  (in- 
Iten  wir  sehr  leicht  vermittelst  des  in  (i)  gegebenen  Werthes  von 
CAG+GO-i  wenn  wir  darin  den  Factor  —weglassen  und  ilasZci- 
chen  i;  vorsetzen.  Die  zweite  Summe  besteht  aus  verschiedenen 
Gliedern,  von  denen  einige  dem  übjeclive,  andere  den  folgenden 
Flächen  angehören.  Da  nun  in  Bezug  auf  die  letzteren  A —  durch 
die  Wirkung  des  Objeelivs  auf  eine  Grösse  der  dritten  Ordnung  re- 
durirt  ist,  deren  Quadrat  vernachlässigt  wird,  so  reicht  es  hin.  jene 
Siimine  auf  d»s  Objecliv  allein  auszudehnen.  Ferner  werden  der 
Voraussetzung  nach  die  von  b  oder  f  abhangigen  Glieder  vernach- 
lässigt, 80  dass  der  in  (b)  von  Nro.  II  erhaltene  Werth  von  A  — 
hier  anwendbar  ist.    Er  giebt 


folglich 


(i^-fl 


r,  K> 


-.  A  — 


-USA'-'  L^ 


beiden  ersten  Glieder  fallen  n'eg,  weil  sie  von  holieren 
I  Dimensionen,  Als  das  letzte  sind.  Behalten  wir  daher  nor  dieses 
[  bei,  snbstitüiren  sodann  die  in  (i)  and  (Ol  gefundenen  Wcrthe  in  (n). 
;  and  setzen  zur  Abkürzung 

1.41.  /-,_ 

^vr  ^  --^  "•  — Tr~ 


:  -  K'-i  L-„ 


(p) 
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80  wird  nach  der  in  Nro.  7  eing^eführten  Bezeichnung 

f  -  Öi  [X?  H- (1^,  +  if.  9.)»]' 

A(X)|   und  A(y)jL  sind  vonv  der  dritten  Dimension  in  Bezug 

auf  X 1 ,  Yi  und  vi ,  ferner  wird  L,  nach  den  angenommenen  Grund- 
sätzen von  der  zweiten  Dimension  angenommen;  das  davon  ab- 
hängige Glied  ist  mithin  von  der  sechsten  Dimension  und  kann  da- 
her vernachlässigt  werden.  Hierdurch  reducirt  sich  der  vorher- 
gehende Ausdruck  auf  den  folgenden : 

A*  ~  =-^  JA'-J-  -  Ö.  [X?  +  (1^.  +  Ä.«0T  I  .    .    (q) 

Bei  den  späteren  Untersuchungen  wird  uns  dasjenige  Glied  von 

A* —  nothwendig  seyn,  welches  mit  dem  Quadrate  von  A—     mul- 

tiplicirt  ist.     Die  vorhergehende  Entwickelung  zeigt  aber,  dass  in 

dem  Ausdrucke  von  A'  —  kein  anderes  Glied  der  Art  vorkommt , 

als  dasjenige,  welches  durch  das  erste  Glied  von  (o)  hervorgebracht 
wird.    Behalten  wir  daher  nur  dieses  bei,  und  bemerken,  dass 

ist,  so  giebt  die  allegirte  Formel 

folglich,  wenn  dieses  in  (n)  substituirt  wird 

^■i'^^-^OC^.)"  .,.••••■•« 

Da  alle  Glieder  der  dritten  Ordnung  vernachlässigt  werden, 
welche  von  den  auf  das  Objectiv  folgenden  Flächen  herrühren,  so 
muss  man  diejenigen  (^"),  welche  sich  auf  die  letzteren  Flächen  be- 
ziehen, =  0  setzen;  oder  mit  andern  Worten:  die  in  Qi  enthaltene 
und  durch  das  Zeichen  Z  angedeutete  Sununc  nur  auf  die  Flächen 
des  Objectivs  ausdehnen. 

14)  Um  den  Werth  von  TvA* A*  ^j  zu  finden,  betrachte 

ich,  wie  in  Nro.  8,  zuerst  die  Gleichung  (h)  von  Nro.  2,  nämlich 

9/      n,c,  9       n,c,   g     t, 
Da  die  Entwickelung  bis  zu  den  Gliedern  der  dritten  Ordnung 
fortgesetzt  werden  soll,  so  ist 

L==^4-A^4-A*^ 
8/       9^  9,  9r 

7-=^+A^  +  A*^ 
fl        9  9  9 
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C/  c,        c,  c,  c, 

®,  =  G,  +  AO,  +  G', 

9     f  n,%,  ^    g   fn,G, 
W/C,  9  '  i,  n,c,  ff    k, 

n,c,ff      \  k,  J    ^    k/     \c,ffJ^c,gk, 

Substituiren  wir  diese  Werthe  in  der  vorhergehenden  Gleichung, 
80  folgt  daraus  durch  die  Yergleichung  der  zur  dritten  Ordnung  ge- 
hörigen Grössen: 

—  A»^'= 2«A«Z  +  i(.A  — A^ 

g,  n,c,       g  :   n,      c,      g 

n,  g       c,       n,c,g     \  k,  y 

+t<OHri <•> 

Die  Gleichung  (1)  von  Nro.  13,  muItipUcirt  mit  Y,^  wird: 

folglich ,  wenn  man  in  dem  von  A*  —    abhängigen  Gliede  statt  Y, 

^/ 
seinen  Werth  aus  (a)  von  Nro.  4,  nämlich 

Y"     £^  y         /  tf 

'         ff  9 

sabstituirt ; 

Die  Summe  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehenden,  mit  (») 
bezeichneten,  ist: 

Cy,A«l-A«-^*)  =-^yA»i — ^A'l 

V         g,  g,J       n,g        c,      n,c,     g 

^   k,     \c,gy      c,gk,       n,  c,  g 
Durch  Substitution  der  in  (m)  von  Nro.  13  gefundenen  Werthe 
von  A—  und  A'—  entsteht  hieraus  die  endliche  Differenzengleichung 

ry,A«i  -  L*h)=-i-  ryA«-i-A*^) 

^        9t  9f^      n,c,\         g         gJ 

n,cf     g\     g        gJ 
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Sie  hat  dieselbe  Form  wie  die  Gleichung  (c)  von  Nro.  8,  die 
daselbst  gebrauchte  Analyse  giebt  daher  ihr  Integral : 

y.  (A  G + CO. 

nn^c^Kg  y«r-i    \  k  ym 


Aus  den  Formeln  von  Nro.  4  folgt  aber 
das  vorhergehende  Integral  wird  daher: 

(yj+Ä,«.)A»-i--A««,, 

y.  (aÖ+C). 

Gl 

?^ 

+2i  KW  C-^aI)     ^fyAl-A^ 


)(b) 


80  ist  das  erste,  mit  dem  Summationszeichen  versehene  Glied  dieses 
Integrals 

21 -^X  CAG  +  G').  =  2i  (t,  +Ä,0,)  -^  CAG  +  O, 

Substitniren  wir  hierin  statt  Z',  ~-  (A  0  +  G^).  seinen   Werth 

aas  (i)  der  vorhergehenden  Nummer,  bemerken  wir  ferner,  dass 
das  von  A(Xjj  undACF),  f^bhängige  Glied  wegfällt,  weil  sich  durch 
die  Integration  U'^^  in  L-,  verwandelt,  wodurch  jenes  Glied  von  der 
siebenten  Dimension  wird,  so  erhalten  wir 

Si-Jr-Y.CAG  +  GO.  = 
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Die  drei  folgenden,  mit  dem  Suminatronszeiclicn  versehenen 
Glieder  werden  vernarlilasiii^t ,  weil  sie  von  f  abh&iigva. 

In  dem  letzten  Güede  Itönnen  wir  sodann  die  in  i,bj  von  Nro.  11 
gefundenen  Werihe  siibsliluiren,  nämlich 


(-p4I 


I 


-L^.  cY,+A-,,,Hx;  +  (y. 


f.i'l 


Sie  ^eben,   da  die  mit  A —  und  Aqtj  mnltiplicirlen  Glieder  von 


c, 
der  siebenlen  und  nennten  Dimension  sind,  und  daher  ^ 

SA-C-f  A-L)       i^rvAl-A/)      _ 


egfallea, 


(e) 


\arhdem  auf  diese  Weise  in  (c>  und  (d>  alie  mit  dem  Sum- 
ma tionsxeielien  versehene  Glieder  ^efunilen  worden  sind,  welche  in 
dem  Ausdrucke  (b)  nach  den  angenommenen  Grundsälzen  berflck- 
stchligt  werden,  so  erhallen  wir  endlich  durch  ihre  Hubititulion  und 
durch  die  in  (pj  der  vorhcr^eheuileii  Nummer  eingeführte  Bezeichnung; 

<      g       gJ'     " /- (>,(y,  +  K,»,i[.\-;  +  (y, +  K,  ».i']' 

wobei  die  in  Q.  enihallcnc  und  durch  das  Zeichen  1  angedeutete  Summe, 
«o  wie  es  bereite  am  Ende  von  Nro.  13  bemerkt  wurde,  nur  aaf  die 
Flächen  des  Objectivs  ausgedehnt  werden  darf.  Die  Ausdrücke  (q) 
von  Xrn.  13  und  Cet  der  g;egen  wärt  igen  \ummer  enthalten  die  Werihe 
von  nllen  Grössen  iler  dritten  Urdniing,  welche  sich  auf  die  Ab- 
weichung wegen  der  Gestalt  beziehen  und  in  den  Gleichungen  (c) 
von  Xro.  ö  vorkommen,  und  da  die  Grössen  der  ersten  und  zweiten 
Ordnung  in  dem  Vorhergehenden  vollständig  entwickelt  worden  sind, 
so  ist  nunmehr  Alles  gegeben,  was  zur  Berechnung  der  Lage  der 
£ebrocheiien  Slrflhlcn  erforderlich  ist.  in  so  fern  nurjene  Abweichung 
berückaicbtigt  wird. 


1 


Drittes  Kapitel. 


Aendt^ptniBm ,  «vrlvhe  die  FnplinnzerstreuuliK  In  den  itiif  die 
Dpeehuns  alcli  hezlehenden  Formeln  herworbrluKI. 


Bei  der  Entwickelung  der  vorhcrjjefienden  Formeln  wurde  die 
verschiedene  Breciiliarkeit  der  farbigen  8tralilen  nicht  berücksichtigt^ 
sie  können  aber  deinung;eachtet  für  jede  Farbe  gebraucht  werden, 
wenn  man  dem  II  rechun^s  Verhältnisse  stets  den  ihr  entsprechenden 
Werth  pebt.  Bei  der  Anwendung  von  Näherungen  ist  es  jedoch 
zwecknia»5iig ,  die  erwähnten  Formeln  auf  eincu  Strahl  von  bestimmter 
Brechbarkeit  zu  beziehen  und  die  Aenilerungen  zu  berechnen ,  welche 
in  denselben  entstehen,  wenn  man  von  jenem  Strahle  zu  einem  von 
anderer  Farbe  übergebt^  wir  wollen  uns  daher  mit  der  Bestimmung 
dieser  Aendennigen  in  dem  gegenwürligen  Kapitel  nüher  beschäftigen. 

Allgemeine  Betrachtung  der  Farbenzerstreuiing  wid  der 
dadurch  entstehenden  Abweichuiige». 
\h)  Jeder  Lichtstrahl,  welcher  noch  keine  Brechungen  erlitten 
hat,  besieht  aus  einer  unziihligeit  Menge  verschieden  gefärbter  Strahlen, 
deren  Brechuugsvcrbältniss  als  eine  stelig  veränderliche  Grösse  zu 
betrachten  ist.  Unter  sammtitchcn  farbigen  Strahlen,  welche  zu- 
sammen genommen  einen  der  einfallentlen  bilden,  wähle  ich  einen 
nach  Willkühr,  welchen  ich  den  millleren  Stra/il  nenne.  Seine  Lage 
im  prismatischen  Farbcnbilde  wird  als  unveränderlich  angenommen, 
bleibt  aber  noch  unbestimmt,  da  erst  die  folgenden  Untersuchungen 
die  Mittel  zu  einer  schicklichen  Bestimmung  dcr:selben  au  die  Hand 
geben  werden.  Das  dein  mittleren  Strahle  zugehörige  oder  miillere 
Breckungtverhätlnisa  bezeichne  ich,  wie  bisher,  durch  den  Buch- 
staben n.  Um  nun  die  übrigen  farbigen  Sirahlcn  zu  unterscheiden, 
nehme  ich  an,  dass  sich  das  Brecbungsverhällniss  in  (n  -{-  An)  um- 
ändert, wenn  man  vom  mittleren  Strahle  zu  einem  beliebigen  farbigen 
Strahle  übergeht,  welchen  ich  den  allgemeinen  farbigen  Strahl  nenne. 
Hiernach  bez«ichnct3n  die  Veränderung  des  Brecbungsverhältnisses 
und  ist  eine  fJrösse,  welche  für  Strahlen  von  einerlei  F'arbc  denselben 
Werth ,  für  Strahlen  von  verschiedenen  Farben  dagegen  verschiedene 
Werihe  erhält,  d.  h.  sie  ist  eine  Function  der  nach  dem  prismalischen 
Farbenbilde  beatimmlen  Entfernung  des  allgemeinen  farbigen  Strahles 
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dem  miltlereti.  )lieraiis  fol^t,  dafK  die  bisher  ^-erundeneD  Formeln 
unnillelljBr  die  Ilesult»le  ^eben,  welche  sieh  auf  den  minieren  8trutil 
beziehen;  dass  man  da(;e^eii,  um  sie  auf  den  allvemeinen  Tarbigen 
Slraiil  anzuwenden,  nur  n  mit  (n  +  Ä»)  »»  verucrhseln  braucht. 
Diese  Verwechselung  brino;t  Veränderungen  in  allen  Resultaten  hervor, 
welche  man  die  AbtceicftttngeJi  teegeti  der  verschiedenen  Brechbar- 
keil oder  Farben'ierslreming  nennt.  Um  sie  zu  bezeichnen,  werde 
ich  mirh  der  Charakteristik  der  Variationen  8  bedienen,  eben  so.,  wie 
_die  Charakteristik  A  gebraudit  wurde,  um  die  Abweichungen  wegen 
der  Gestalt  anzudeuten:  und  da  An  eine  kleine  Grösse  ist,  so  werde 
ich  die  Formeln  in  Reihen  entwickeln,  welche  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  an  und  den  Abweichungen  wegen  der  Gestalt  geordnet 
sind,  wobei  ich  voratjssetze,  dass  die  mit  den  Charakteristiken  8 
und  Ä  versehenen  Grössen  zu  einerlei  Ordnung  gehören.  Hiernach 
sind  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung,  in  Bezug  auf  die  Farbeiizer- 
streuuag,  diejenigen,  welche  einen  mit  der  Charakteristik  3  ver- 
sehenen Factor  enthalten  \  die  der  dritten  Ordnung  dagegen  diejenigen, 
welche  mit  den  Charakteristiken  **  und  iA  versehen,  oder  mit  zwei 
fi'acloren  multiplicirt  sind,  wovon  der  eine  ein  A,  der  andere  ein  S 
oder  A  enthalt. 

Beschranken  ivir  uns  nach  diesen  Voraussetzungen  auf  die  Glie- 
der der  drillen  Ordnung,  so  reichen  die  Gleichungen  (a)  von  Xro.  6 
7,ur  Knhvickeliing  hin.    In  der  ersten  derselben  muss  man  verwechseln 

y  mit  y  +  i  y  +  i»  y 
—  mit  — +  a-  +  a*— 

9         9  S  9  

/^mit  ^  +  Ä^  +  Ä>^ 

V.jr  9  '^  ^9  9  -^        ^       9  9-^ 

(^  ,„i,  (ini()+ji+j.i 

[-+(¥)'^]  -  [-+(Vo-]+'[-+(¥>] 

Durch  diese  Siibstitntionen  kommen  zu  dem  Werlhe  von  y  noch 
die  folgenden  Glieder,  welche  sich  auf  die  Farbenzerstreuung  beziehen: 

y-     s      9  ■' 

+  ('yä'  — -  J'-^')+JVs— 
l      V         9  9  ^  9 


x^ % 
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Die  zweite  der  alle/s^irten  Gleichungen  entsteht  aus  der  ersten, 
wenn  man  f=  0  setzt,  und  y  und  Y  mit  x  und  X  verwechselt.  Hier- 
durch giebt  der  vorher^hende  Ausdruck  unmittelbar 

xj-I  +  xä»— +  jxa— 

9  9  9 

Addirt  man  nun  die  in  (a)  und  (b)  erhaltenen  Werthe  von  y 
und  X  zu  denjenigen,  welche  in  (a)  und  (b)  von  Nro.  5  gefunden 
worden  sind  und  sich  auf  einen  Strahl  von  mittlerer  Brechbarkeit 
beziehen,  so  entstehen  dadurch  die  Gleichungen  des  allgemeinen 
farbigen  Strahles. 

Bei  den  Anwendungen ,  welche  gewöhnlich  von  diesen  Formeln 
gemacht  werden,  können  wir  uns  jedoch  ähnliche  Abkürzungen  er- 
lauben, wie  diejenigen,  welche  bei  den  Abweichungen  wegen  der 
Gestalt  vorgenommen  wurden. 

Berücksichtigen  wir  nämlich  zuerst  nur  die  Glieder  der  zweiten 
Ordnung,  welches  bei  einem  beliebigen  Werthe  von  %  meistentheils 
hinreicht,  so  reduciren  sich  die  vorhergehenden  Formeln,  wenn  dabei 
die  ^  Fläche  zu  Grund  gelegt  wird,  auf  die  folgenden: 

y, [(y ,  1  _,^)  +  (^>  y,] 

welche  Werthe  den  in  (a)  von  Nro.  6  erhaltenen  zugesetzt  werden 
müssen. 

Betrachten  wir  dagegen  die  Lage  der  Strahlen  nur  in  der  Nähe 

'     des  letzten  Bildes,  so  dass  ( -^- )  eine  Grösse  von  derselben  Ord- 

.\     nung   wie  A  —  ist ,  deren  Producte  in  Grössen  der  zweiten  Ordnung, 

nach  den  in  Nro.  5  angegebenen  Grundsätzen ,  vernachlässigt  werden 
können,  so  geben  die  Ausdrücke  (a)  und  (b) 


V        g  g  J\ 


y,  =  — »i 


Xi  =  —  »1 


+  (y  *'  -  — *'-^^  +  ^  Fi  a- 
^  V         g  g  J^  '  gi 

\X,»-l4-X.«*y  +«X»-i 


tdj 


r 
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wekhe  Glieder  zu  den  in  (c)  von  Nro.  5  gefundenen  Werthen  von 
tfi  "und  Xi  addirt  werden  müssen^  um  nach  jenen  Grundsätzen  die 
Gleichungen  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  zu  erhalten. 

Setzt  man  endlich  voraus,  dass  (» —  ff),  eine  Grösse  der  er- 
wähnten Ordnung  ist ,  so  erleiden  die  Formeln  (d)  ^  wenn  man  darin 
%i  mit  ^i  +  (»  —  ffy,  verwechselt  und  die  Producte  von  (« — ff\  in 
Grössen  der  zweiten  Ordnung  vernachlässigt,  nur  die  Abänderung, 
dass  sich  der  gemeinschaftliche  Factor  S;  in^i  verwandelt.  Hiernach 
können  die,  jener  Voraussetzung  entsprechenden  Ausdrücke  ebenfalls 
durch  die  am  Ende  von  Nro.  5  angegebenen  Veränderungen  aus  den 
mit  (d)  bezeichneten  abgeleitet  werden ,  daher  es  auch  hier  hinreicht,  * 
uns  nur  mit  den  letzteren  A^eiter  zu  beschäftigen. 

Entwickeln  wir  jetzt  die  verschiedenen  Grössen,  weichein  den 
vorhergehenden  Formeln  enthalten  sind. 

Glieder,  welche  von  der  Farbenzerstreuung  allein  abhängen. 

163  Die  von  der  Farbenzerstreuung  allein  abhängigen  Glieder 
sind  diejenigen,  welche  mit  den  Charakteristiken  ^  und  H*  bezeichnet 
werden,  und  wovon  die  ersteren  einen  mit  einem  ^  versehenen  Factor, 
die  letzteren  dagegen  zwei  solche  Factoren  enthalten.  Da  bei  diesen 
Gliedern  die  Abweichungen  wegen  der  Gestalt  nicht  in  Betracht 
kommen ,  so  reichen  die  in  Nro.  4  gefundenen  Formeln  zu  ihrer  Ent- 
wickelung  hin. 

Zuerst  ist  vermöge  (a)  jener  Nummer 

ff  ^  n 

-n  ^-9     f 

9f         ^p^t  '    9 
Hierin  müssen  wir,   um  auf  den  allgemeinen   farbigen   Strahl 

überzugehen,  folgende  Verwechselungen  vornehmen: 

—  mit  —  -f-Ä-L+^'-i^ 
9^         9  9  9 

A  mit  A  +  ^-^  +  ^1l 
9p  9p  9p  9, 

Z.  mit  -^  +  a-A  +  Ä^-A 
9  9  9  9 

X  mit  1  -  rf  C-L  +  ^  J-  +  a» J_)  =  JL  «  rf  ^A rf^._L 

C'f  V  C p  C p  C f  y  C p  Cp  Cp 

k  mit  —  —  (—  +  ^—  +*'— ^  =  Ä  _  ^JL  -a'JL 

a        \  c      ^       c  c  y  c  c 

—  mit  p-j —  = 5^  A f- 

n,  n,  +  *  '*/        w,  n'      '       n) 

1        .^1  }in     ,     ^n'^ 

—  mit = — =- 

n  n  n^     *      n^ 

k  A-  h  =  —  bleibt  unverändert 
'  a 
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Durch  diese  Verwechselungen  gehen  die  vorhergehenden  Formeln, 
wenn  man  die  Grössen  der  zweiten  und  dritten  Ordnung  abgesondert 
vergleicht:   .^ 


Ä— =  — Ä—  4-    *^^ 


g  n      c     '       n* 


ff,         n,c,      ff     '     n,   ff       c,    '     c,   ff     n*. 


(a) 


g  n        c  nLnc'n^J 

fff         w,c,      g    ^  n,      c,     g    ^  n,  g      c,    t    ^"^ 

\    ^"^^V  9    ^f         ^    /"  j  ^  9    f    ^n^-X 

"^   n,   Ln,c,     g         n,    g      c,         c,    ^      nj    J 

Die  Betrachtung  der  Formeln  (d)  von  Nro.  7  und  (a)  von  Nro.  8 
lehrt  uns  aber,  dass  die. oben  mit  (a)  bezeichneten  aus  jenen  ent- 
stehen, 'wenn  man  darin  die  A  in  ^  verwandelt  und 


G  = 


n- 


set^t.    Aus  (0  von  Nro.  7  und  (e)  von  Nro/  8  folgen  daher  un- 
mittelbar die  Integrale  der  letzteren,  nämlich 


^i  Vi  L     c,     '     •      Fi  nl     J 


*"'  ^  (c) 


+  *'^'L FTIS "^  ~Är"J 


Eben  so  entspringen  die  Formeln  (b)  aus  (k)  von  Nro.  13  und 
(a)  von  Nro.  14,  wenn  man  in  diesen  die  A  mit  ^  verwechselt  und 

khn 


G  = 


n 


(AG  +  GO I^r^iJL  +  Ilf] 

n    im  n      c  n^    J 

setzt.  In  der  That  fallt  hierdurch  die  Formel  (k)  von  Nro.  13 
unmittelbar  mit  der  ersten  in  (b)  erhaltenen  zusammen.  Was 
dagegen  die  Formel  (a)  von  Nro.  14  betrifft,  so  bemerke  ich,  dass 
man  darin  setzen  muss: 

An,  ==  0 

AÄ,   =  —  A  * 


c, 


A^-^-rfA^^ 
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Werthe^  verbanden  mit  den  vorhergehenden,  geben 

=  ^^^  r  y    ^ü ^X^J g    f  ^n,^ 

n,    \^n,c,     g        n,    g      c,        c,    g      n)    J 

wodurch  die  Formel  (a)  von  Nro.  14  mit  der  letzten ,  in  (b)  geAindenen, 
übereinstimmt. 

Man  erhält  daher  unmittelbar  die   Integrale  der  Formeln  (b), 
wenn  man  in  (n)  von  Nro.  13  und  (b)  von  Nro.  14  die  vorhergehen-^ 
den  Werthe  substituirt.  Ehe  wir  jedoch  diese  Substitution  vornehmen , 
können  wir  jene  Werthe  durch  diejenigen  vereinfachen,  welche  aus 
den  Gleichungen  (a)  folgen,  nämlich: 

n,   c,    g       \  k,  J  '    k,      \c,  gJ  ^    c,    g     k,  n,      g, 

die  allegirten  Integrale  werden  mithin : 


^' 


g\         v\ 

^      g         gyvi\^n^V^\g  g  J'- 

'  -»         vF*  ^y— iF,A     g       gy^^ 

17_)  In  der  Ausübung  sind  die  durch  dn«  bezeichneten  Grössen 
nicht  unmittelbar  bekannt,  sie  müssen  vielmehr  aus  den  durch  Beobach- 
tungen gefundenen  Werthen  der  verschiedenen  ^p«  abgeleitet  werden. 
Es  ist  daher  zweckmässig,  die  vorhergehenden  Formeln  so  abzu- 
ändern, dass  sie  die  letzteren  Grössen  statt  der  ersteren  enthalten. 

Aus  Nro.  4  hat  ihan 

folglich  mit  Beibehaltung  der  Glieder  der  dritten  Ordnung 
hvp  =  vB  n,  +  n,Sv  -}-  Sn,  bv 
Dieser  Ausdruck,  dividirt  durch  den  vorhergehenden,  giebt 


■  "■  ■           ♦,        r  ■  ■'  ■     t"     ^ 
p,            n,           V            tif 

8v 

V 

hn,          iv,          hv         Sn, 

^v 

mithin 

Ca) 
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Hierdurch  verwandell  sieh  die  erste  Formel  (c).  von  Nro.  16  in 
folgende : 


m  "■'in 


Nach  derselben  Formel  ist 

folglich 

Diesen  Ausdruck  können  wir  vermittelst  des  in  (R)  von  Nro.  3 
gefundenen  unter  eine  andere  Gestalt  bringen,  wenn  wir  darin 


i   = 


iv 


V 

setzen.    Hierdurch  wird  der  letztere 

?C(^»^).-(f^*i-)J(^X.= 


ff  y«      \v^     ff 

«  vF*    ff  y«.v  Pm        p«_i  y       vo  VFt   yy« '    vi    vF\   yy* 

Da9  mit  dem  Index  0  versehene  Glied  fällt  weg,   weil  Sve  =^  ^ — 
=  0  ist.  ^" 

Der  vorhergehende  Ausdruck  von  ^ —  nimmt  daher  durch  Sub- 
stitution dieses  Werthes  die  Gestalt  an : 

Die  zweite  Formel  (c)  von  Nro.  16  entsteht  aus  der  ersten  durch 
Ven\xchselung  von 


V        g  Q  y 


I  I 

Ä— -  mit  rrt  +  ^K^i)  ^ ^01 

km     Vm  ..  V^l     Ä 


Vin 


Bi  '»"in 


mit         ^i    ^m   Vn.        ,  f   K^    k„   V^       .     ^"^ 

""'^       Fin.     +^*i<     Fin.      +V 


Durch  diese  Verwechselungen  giebt  der  vorhergehende  Ausdruck 
(b)  unmittelbar 
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1  (V,  +  A-,»o  J~  —  J», 

)+  '•:•  n„,\. ..       ,,.  J 

(V,_L_  ,X)  =  Ji  +„,i  (A-f.».  +,Yi^  _i-.)' 
Vi      ^  i  V.      5'         if  >^' 

Die  vorhergehenden  Formeln  enthalten  nunmehr  die  mit  Sv.  be- 
zeichneten Grössen,  deren  Werthe  sich  nicht  nur  bei  jedem  brechenden 
Körper,   sondern   auch   mit  der  Farbe  des  Strahles  nach  einem,   uns 
nirhl  bekannten  Gesetze  »bändern.     Um   daher  die  Anzahl  der  ver- 
änderlichen Grössen  so  viel  als  möglich  zu  vermindern,  können  wir 
zuerst  unter  den  verschiedenen  brechenden  Körpern  einen  nach  Will- 
külir  wählen,  um  ihn  zur  Vergleichung  der   übrigen  zu  gebrauchen. 
Schreibt  man  die  Grössen,  welche  ihm  zugehören  ohne  Index,  so  ist: 
in  Bezug  auf  den  zur  Vergleichung  dienenden  Körper 
p  das  Brechungsverhältniss  des  mittleren  Strahles. 
(*  -^  SiO    das   Brechungsverhältniss    des    allgemeinen    farbigen 
Strahles ; 
in  Bezug  auf  den  i^'  brechenden  Körper  dagegen : 
Vi  das  Brechungsverhältniss  des  mittleren  Strahles, 
fvi  +  ^"il    t'i''    Brechungsverhältniss   des   allgemeinen    farbigen 
Strahles ; 
sämmilich   unter   der   Voraussetzung  bestimmt,   dass  das   Licht  un- 
mittelbar aus  Luft  in  jene  Körper  tibergeht. 

Ferner  können  wir  dasjenige  5v,  welches  dem  zur  Vergleichung 
dienenden  Körper  zugehört,  als  absolute  veränderliche  Grösse,  die 
übrigen  dagegen  als  Functionen  derselben  betrachten,  welche  sich 
wegen  der  Kleinheit  von  Sw  in  Reihen  entwickeln  lassen.  Da  nun 
Ä»  und  Spi  zugleich  verschwinden  müssen,  so  kann  der  Ausdruck 
von  t-9\  nur  die  Form  haben : 

Svi  =  «(  «r  +  ß,  Jr'  CtC fd) 

wobei  ai,  ßi  Coefficienlen  bezeichnen,  welche  von  der  Natur  der 
brechenden  Körper  abhängen  und  ftir  jeden  derselben  durch  Beob- 
acblungen  bestimmt  werden  müssen,  welche  aber  bei  einem  und  dem- 
selben brechenden  Körper  für  alle  farbige  Strahlen  einerlei  bleiben. 
Da  hiemach  jene  Coefficienlen  als  gegeben  zu  betrachten  sind,  so 
werden  dadurch  die  veränderlichen  Grössen  auf  die  einzige,  Ar.  zu- 
rückgeführt, deren  Wcrtb  sich  allein  mit  der  Farbe  des  Strahles. 
d.  i.  mit  seiner  Lage  im  Sperlrum  nhän<lerl,  bei  allen  brechenden 
Körpern  aber  derselbe  ist. 
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Der  Ausdruck  (d)  gieht^  wenn  man  ihn  durch  8v  dividirt 

ilL   ==  «.  +  |3j  ^y  Qic (e) 

ov 

Diese  Grösse  wird  gewöhnlich  das  Zerstteuungsverhältnis»  in 
Bezug  auf  denjenigen  farbigen  Strahl  genannt,  welchem  bv  zugehört. 
Durch  Substitution  des  in  (d)  angenommenen  Werthes  erhalten  wir 
mit  Vernachlässigung  der,  das  Quadrat  übersteigenden  Potenzen  von  hv. 

*     )    =  ÖVm   —  W«  tfr«_i  = 

Vm  Vn-X       y 

folglich,  wenn  wir  zur  Abkürzung 


setzen 


(0 


5 


welcher  Werth  in  den  vorhergehenden  Ausdrucken  von  ^ —    und 

(y  ^  —  —  ^-^  )  substituirt  werden  muss. 
9  9  J' 

Ausserdem  ist  es  nach  der  nunmehr  erfolgten  Verwechselung 
der  unabhängigen  veränderlichen  Grössen  erforderlich ,  die  bisher  ge- 
brauchten Bezeichnungen  so  abzuändern,  dass  ^ —  und  \Y^ ^    j 

nur  diejenigen  Gh'eder  der  Ausdrücke  (b)  und  (c)  enthalte^,  weiche 
mit  der  ersten  Potenz  von  ^ — ,  $0^  und  ^v  multiplicirt  sind,  und 
jetzt  als   Glieder   der  zweiten   Ordnung  betrachtet    werden;    dass 

dagegen    ^f* — undfy^' ^'-^J    die   Summen   der   Glieder   be- 

^  ^  9^  ^       9  9^' 

zeichnen,  die  von  den  Quadraten  und  Producten  jener  Grössen  ab- 
hängen und  nunmehr  zur  dritten  Ordnung  gehören.  Da  die  Gleichungen 
(d)  von  Nro.  15  nur  die  Summen  der  correspondirenden  Glieder  der 
zweiten  und  dritten  Ordnung  enthalten,  so  ist  hierzu  weiter  nichts 
nothwendig,  als  dass  man  in  den  vorhergehenden,  mit  (b)  und  (c) 

bezeichneten  Ausdrücken  von  ^ —  und  \Yh ^-^  )  die  Glieder  der 

9^  ^9  9^' 

dritten  Ordnung  weglässt,  und  sie  dagegen  mit  den  in  (d)  von  Nro.  16 

gefundenen  Ausdrücken  von  ^* — undT  Yä' Ä—J.  vereinigt.  Setzt 

man  daher  zur  Abkürzung 

Ä^->  =  -  |4^  C«,  -  n.  a_0 

T^->=  K.  «i")  -  ±  (^  _  „.  „_0  \    .    .    cg) 


V     Vm  Vm-\    y 
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80  werden  die  in  (b)  und  (c)  enthaltenen  Glieder  der  zweiten  Ord«> 
mmg  nach  der  in  Nro.  7  eingeführten  Bezeichnung 

Jene  Formeln  Enthalten  ferner  die  folgenden  Glieder)  welche 
nunmehr  zur  dritten  Ordnung  gehören: 


^i  V! 


—  y^  ^p*  2i  Ä^"^« 

Vi       Vi  Kg  g  J^ 

Die  Vereinigung  dieser  Glieder  mit  den  in  (d)  von  Nro.   16 
gefundenen  giebt 

"        "1        -V"(fr»T), 

j-  t.   »»«  Si  St-j\. 

Vi       Vi  K        g  g  Ji 

Substituiren  wir  statt  ( -pr  *  —  J— 1**"^  ^^^H^^ ^    J^% 

ihre  Werthe  aus  (h),  und  bemerken,  dass 

Xi  KC-)  =  K,  —  K, 
ist,  so  erhalten  wir 

8 
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vF»    g  y— »  K»_i  \      ff         9  y— « 

-i>,  a—  «>2i  Ä(->  T^t 

+  t,  a  p»  2i  Äw  si_,  +  0,  *„»  si  äc'  «_,  T^t 

Aasserdem  können  wir  zur  Abkürznn/3:  ähnliche  Bezeichnungen 
einführen,  wie  es  bisher  geschehen  ist;  nur  bei  dem  mit  (pi  Sv* 
multiplicirten  Gliede  ist  diess  nicht  zweckmässig ,  da  wir  In  der  Folge 
noch  andere  Glieder  erhalten  werden,  welche  dasselbe  Argument 
haben,  und  daher  mit  jenem  vereinigt  werden  können.  Setzen  wir  mitbin 

so  verwandeln  sich  die  Ausdrücke  von  a>  —  und  f  Ya* a*  -^  ) 

durch  Substitution  der  vorhergehenden  Werthe  in  die  folgenden : 

9^  n    J  .  >  j 

— (fiO.  [c«  t^,  +  K,  «t)  *  ^  —  »  ♦.]  * 

(y  a»4  -  -»'-f  V  —  (-CT).  ♦.  «-7-  *' 

L  ^,  a,»  2'.  (Tf->  r-  -  K'"'  -Sf^i  T-.) 

PI       F,  V        jp  ^r  yi 

Nach  den  in  (h)  und  (k)  entwickelten  Formeln  sind  {  y<r ^—  ) 

und   (  y^ —  — ^       J    *^  ^^®*  Theileri  zusammengesetzt;    der 

erste  derselben  hängt  von  if^  ab  und  bezieht  sich,  wie  wir  in  der 
Folge  sehen  werden,  auf  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe,  der 
zweite  dagegen  enthält  ^|  und  bezieht  sich  auf  den  farbigen  Rand. 
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Wegen  der  künftigen  UntersucliunjEren  ist  es  nollnvendi^.  diese 
beiden  Theile  abzu-souderii,  und  da  derselbe  Kall  mich  bei  mehreren 
Grössen  eintritt,  welche  spater  entwickelt  werden  sollen^  so  werde 
ich  iin  Allgemeinen  diejenigen  Grössen,  welche  in  y,  vorkommen, 
nnd  X,  nnd  V,  enihallen,  mit  einem  Äccente,  diejenigen  dapeg'cn, 
welche  von  $,  allein  abhanj^en,  mit  zwei  Aerenten  und  mit  den  bisher 
gebrauchten  Buchstaben  bezeiehnen. 

Hierbei  müssen  wir  bemerken,  dass  diese  Bezeichnunürsart  auf 
die  von  X, ,  V,  und  ij.,  völliß;  tinabh(ino;igen  CoetTicit-nten  L-,,  S^  etc. 
durchaus  keinen  EinQiL^s  hat,  daher  bei  den  lety^tercn  die  Accenle, 
ohne  eine  Zweideutigkeit  zu  berürrhten,  gebraucht  werden  können, 
am  ahnliche  Coeffieienten  von  einander  zu  unterscheiden,  so  wie  es 
oben  bereits  geschehen  ist. 

Die  in  (h)  ererundenen  Ausiirücke  nehmen  hierdurch  die  Gestalt  an; 
•  V?   t    .1  c    .     I 


-  S,  J. 


«0  -(r,I 


TT' 


Auf  gleiche  Weise  behandelt  »eben  die  Formeln  (k] 
i  j'J-  +  iK,  -  K,)  (  jj-) 

I    «j>ir_!:_,n 


v.°,s. 


'7'''  n 


I     «1 
■(■S)i  (Kl ».  A  —  a  r") «» 


-  »1  a»*  |i  C 


'i.-.. 


-TP->'8^,  T._ 


•p"' r 


I 
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Zur  Vemnfuchiing'  dieser  Aasdräoke  können  wir  jedoch  norh 
ihnliehe  Betmhtiin^en  austeilen ,  wie  es  in  Bezog  auf  die  Abweichung 
weijeh  der  Gestalt  geschehen  ist. 

Die  Grössen  der  dritten  Ordnung  {  F^*—  —  ^^  )    und  X,  a»~ 

nämlich,  welche  in  den  Gleichungen  (d)  von  Nro.  15  vorkommen, 
werden  nur  bei  der  Theorie  der  achromatischen  Objective  gebraucht, 
ixm  die.Farbenzerstreuung  in  der  Axe  so  vollkommen  als  möglich  zu 

heben.     Dieses  geschieht,  wenn  die  Summe  der  Glieder  von  B— , 

welche  von  dem  Objective  herrühren ,  der  Summe  aller  übrigen  corre- 
spondirenden  Glieder  gleich  und  entgegengesetzt  ist.    Da  nun  die 

letzteren  zur  dritten  Ordnung  gehören,  so  folgt  hieraus,  dass  S — 

für  alle  auf  das  Objectiv  folgende  Fliehe  ebenfalls  eine  Grösse  der 
dritten  Ordnung  seyn  muss,  wovon  das  Quadrat  und  die  Producta 
in   Grössen   der   zweiten   Ordnung   vernachlässigt    werden   können. 

Hierdurch  fallt  das  Glied  ^^  (^  ^1)^  weg. 

Dagegen  wird  f  Y^'. S^-^J.  nur  gebraucht,  wenn  der  far- 
bige Rand  so  vollkommen  als  möglich  vernichtet  werden  soll.  In 
diesem  Falle  wird   (  Yä ^—  )    zu  einer  Grösse  der  dritten  Ord- 

nung,  wodurch  das  Glied  -2-^  -^  (ys^  —a-^J."  wegfällt. 

Behalten  wir  ferner  die  am  Ende  von  Nro.  12  gemachte  Voraus- 
setzung bei,  so  drücken  ^ —  und  Sf^i  die  Aendernngeil  aus,  welche 

1  ^* 

die   Coordinaten    —  und    9>i  durch  die  im  ersten  Instrumente  ent<- 

stehende  Farbenzerstreuung  erleiden.  Nehmen  wir  überdiess  an,  dass 
bei  diesem  Instrumente  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  oder  der 
farbige  Rand  bis  auf  Grössen  der  dritten  Ordnung  gehoben  ist,  je 
nachdem  das  Eine  oder  das  Andere  bei  dem  zweiten  Instrumente 
statt  findet,  so  ist  aus  den  Formeln  (1)  ersichtlich,  dass  unter  jener 

Voraussetzung  a —  und  Si^v  von  derselben  Ordnung  wie  ^— ,  da- 
gegen  f  Kl  fi  8 B9tJ  und  Ti  fi^v  von  derselben  Ordnung  wie 

X^"^  ""  *    Ji   ®*"^'    ^*^''  ^^^  *"  N*"ö-  **  gemachten  Classification 

1  1 

wurden   aber  a — ,ai»undA —  zu   einerlei    Ordnung   gezählt,    und 

ebenso  fy^--  —  *-~  J  und  (  Fa A-^J.     Wenn  daher  durch 

^9  9^'         ^9  9^^ 

die  Einrichtung  der  Instrumente  cfiO  Farbenzerstreuung  in  der  Axe 

bis  auf  Grössen  der  dritten  Ordnung  gehoben  ist,  so  werden  dadurch 
a—  und  a—  auf  Grössen  von  der  Ordnung  derjenigen  redncirt,  welche 
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die  vierte  Dimensioii  in  hezug  aaf  X, ,  y^  und  9^  haben^  und  i9, 
auf  eine  solche  von  der  zweiten  Dimension.  Findet  dagegen  eine 
ähnliehe  Vernichtung  des  farbigen  Randes  statt,  so  werden  dadurch 

f  y^ —  ■— ^~  ).  ööd  f  Kj  9i  Ä ^9tJ  zu  Grössen  von  der  Ordnung 

derjenigen,  welche  die  fünfte  Dimension  enthalten,  und  T,  zu  einer 
solchen  von  der  zweiten  Dimension.  Hieraus  folgt,  dass  es  erlaubi 
ist,  in  den  Grössen  der  dritten  Ordnung,  welche  sich  auf  die  Farben- 
zerstreuung in  der  Axe  bezichen,  alle  von  8-"--  oder  8i  abhängige 

Oh'eder  zu  vernachlässigen,  wenn  ihre,  nach  dem  Vorhergehenden 
bestimmten  Dimensionen  grösser  werden,  als  bei  denjenigen  Gliedern 
derselben  F'ormeln,  die  von  dem  zweiten  Instrumente  allein  herrühren 
und  ursprünglich  zur  dritten  Ordnung  gehören,  dass  ferner  in  Bezug 
auf  den  farbigen  Rand  auf  gleiche  Weise  mit  denjenigen  Gliedern  zu 

verfahren  ist,  welche  (K^  9,  B BtpiJ  oder  T,  als  Factoren  ent- 
halten, wobei  dr  Jederzeit  von  der  zweiten  Dimension  angenommen  wird. 

Nach  diesen  Bemerkungen  reduciren  sich  die  Formeln  (m)  auf 
die  folgenden: 

( 


(n) 


■  / 

Die  oben  eingeführten  Grössen  T;,  (S),  und  (T)i  können  ver- 
mittelst der  in  Nro.  3  angegebenen  Methode  noch  auf  eine  andere  Art 
ausgedrückt  werden. 

Zuerst  ist 

Setzen  wir  nun  in  (Ä)  von  Nro.  3 

t  =    I 

und  bemerken  wir,  dass  o«  ^^  0  ist,  so  entsteht  daraus 

21  f^^ü=l")  =  i (0) 

und  folglich 

T.    =:    2'.    #C.    »-'    —    ^ 


/ (p) 
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Wir  köonea  daher,  wenn  nur  Tt  berechnet  werden  soll, 
von  m  =  1  bis  »I  =  i —  1 

'    T;  =  Sl  T<-> 
nehmen. 

Femer  ist 

D«srch  Verwechselung  von  L  mit  j9.  eHudtea  wir  aber  ans  (m) 
von  Nro.  9  die  beiden  Formeln 

f,  Ä<-5  8^i  =  Ä, «.  -  2i  jr„ ««-' 

m 

AdLdiren  wir  zu  der  ersten  derselben 

0  =  24^^-2=:^^-^ 

zu  der  zweiten 

0  =  It'  (—  —  ^^^  —  ^^ 
"       vj".        Vm-ty        Vi_i 

welche  Werthe  aas  (o)  folgen,  so  wird 

=  Ä,  «r,  -  2\  Tä.««-'- C^-  ü^i'jl  -  is. 

Vermöge  (g)  ist  aber 
mithin 


Vi 


=  Ä|  Ä  —  Ti  —  —  V (q) 

v^t 

Ebenso  giebt  der  Ausdruck  (m)  von  Nro.  9  durch  Verwechselung 
von  L  mit  T, 

=  X,  T,  -  2i  Ä.  Tt-> 

Setzen  wir  daher 

iiC-)  =  Ä.  T("> (rj 

so  nimmt  (7^t  die  Gestalt  an: 

iTh  =  KiT^  —  Ui  ] 

=  Ki  T,.,  -  Ui^,       \ t*^ 
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Ausser  den  in  (I)  und  (n)  entwickelten  Grössen  enthalten  die 

Gleichungen  (d)  von  Nro.  15  noch  die  Glieder  iY,  S—  und  ^Xi  ^—  , 

welche  nach  der  angenommenen  Bezeichnung   in  die   drei   Glieder 

aVf  J— ,  ^Xi  *—  und  ^yf  s —  zerfallen.    Die  beiden  ersten  werden 

nur  bei  den  achromatischen  Objectiven  gebraucht  und   können  nach 

den  vorhergehenden  Bemerkungen  vernachlässigt  werden,  weil  ^ — • 

in  diesem  Falle  eine  Grösse  der  dritten  Ordnung  ist.  Das  letzte 
Glied  dagegen,  welches  sich  auf  den  farbigen  Rand  bezieht,  bedarf 
einer  besonderen  Entwickelung,  und  vereinigt  sich  sodann  mit  der 
letzten  Formel  (n).  Da  ausserdem  die  Gleichungen  (c)  von  Nro.  15 
die  Grössen  BYi  und  ^Xi  enthalten,  so  ist  es  nothwendig,  diese  zu 
entwickeln,  woraus  B  Ff'  mit  Leichtigkeit  erhalten  wird. 

183  In  (a)  von  Nro.  4  haben  wir  für  den  mittleren  Strahl  ge- 
funden ; 


y   =  y  C?^t^  -  ^ 


ff 

Um  hiervon  auf  den  allgemeinen  farbigen  Strahl  überzugehen, 
müssen  wir  alle  von  dem  Brechungsverhältuisse  abhängige  Grössen 
um  die,  mit  der  Charakteristik  d  bezeichneten  Veränderungen  zu- 
nehmen lassen,  wobei  d  constant  bleibt.    Bemerken  wir  nun,  dass 

9  +  d  =  c, 

ist,  so  geben  die  vorhergehenden  Formeln ,  wenn  man  sie  nach  der 
Characleristik  ^  difTerentiirt, 


«y,  =J^iy+rf(y,i_i0      | 


9  9  ) 


(a) 


Die  erste  dieser  Gleichungen  entsteht  ans  der  ersten  Gleichung  (a) 
von  Nro.  9,  wenn  man  Amit  *  verwechselt  und  Z  ==  0  setzt.  Hier- 
durch erhalten  wir  daher  aus  (b)  jener  Nummer  unmittelbar  ihr  Integral : 

a  y  =  -1  [» r.  +  2i  F. ^.  (y,l  -  .£)  J 

Substituiren  wir  darin  statt  [Y^ S-^)     «einen  Werth  aus 

Ch)  von  Nro.  17,  nämlich 

V       9  ^y-.       1.  „_.  |_  f^  s^^  ,,  _  ^^  y_,  g. 
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and  bemerken,  da^s  nach  den  in  Nro.  9  angefahrten  Werthen 

ist,  80  wird  jenes  Integral 

^    '       '^»1+  Vi  *»  2i  KW  «_,  +  4^,  9v  2i  K«  T_t    * 

Die  zweite   Gleichung  (a)  folgt   aas  den   ersten  durch  Yer- 

wechselan;»:  von  Y  mit  X  and  von  [Ys^  —  ^^  )  mit X  ^ — . 
Da  nun 

y,  -  y,  +  K,  ♦. 

so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  von  ^  Yl  unmittelbar  in  den  von 

aXi,  wenn  man  in  ersterem  Yi  mit  Xi,  ^^  mit  X^  verwechselt  und 
die  von  ^^  abhängenden  Glieder  weglässt.    Diess  giebt 

.  Y  _  1  Ux,  -  (Ki  ^  K,)  X,  al 

^'\-\-  X,  *,  2i  K(-)  8^t 

D» 

K«  =  0 

ist,  80  können  die  Summeh,  welche  sich  darauf  beziehen,  auch  von 
1  bis  t  genommen  werden.  Nach  den  in  (i)  der  vorhergehenden 
Nummer  eingeführten  Bezeichnungen  ist  daher 

m 

Setzen  wir  ausserdem 

nX\   =  dX,  +  K,  X,  Ä^  '  j    ^  ^ 

so  nehmen  die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  )  Yi  und  ^  X  die 
Gestalt  an: 

„        1  \  KY).  -  R  fct,  +  K,  «j^  ^1^  -  cT«,"! 

,  l,  >    (c) 

-Y  1  b(X)»     -     K,    X,    ^;^ 

»^'1+   («),  X,   *» 

Die  nennte  Gleichung  (a)  von  Nro.  4,  auf  die  i**  Flüche  bezogen,  ist 

2as 


Differentürt  man  sie  nach   der  Charakteristik  d  und  bemerkt, 
das3  Oi  in  dieser  Beziehung  unveränderlich  ist,  so  wird 

,a  ^  X,  >x,  +  Y.  ,y, ^j, 

wodurch  ^  Zi  vermittelst  der  in   Cc)   gefundenen   Werthe   von  ^  Yi 
und  ^  Xi  gegeben  ist. 

Bei  den  folgenden  Untersuchungen  ist  uns  die  Kenntniss  der 

Werthe  von     ,,'   und  ^K-.  noth wendig,    zu  deren  Bestimmung   die 

Formeln  (c)  ein  leichtes  Mittel  darbieten.    Vermöge  (q)  von  Nro.  4  ist 

*  -  TT 

folglich,    wenn  wir  diese   Gleichungen  nach  der  Charakteristik  ^ 
differentüren « 

y  _  i)  st,  +  K.  ^1,^ 

^■'\-  c^,  +  K.  0.)  i^'  +  ♦.  »K,     X    .    .    (e) 


^X| — -pj^^X^       Xj  -p^J 


Die  letzte  Gleichung  (c)  giebt  nach  der  Substitution  des  Werthes 
von  j  cX)i 

Durch  Yergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  dem  letzten  (e)  er- 
halten wir  daher 

ii^  =  (K,  -  K.)  s±-i»),sv (0 

Vi  Cj 

Substituiren  wir  nun  den  vorhergehenden  Werth  in  der  ersten 
Gleichung  (e),  so  verwandelt  sie  sich  dadurch  in  folgende: 

<»yi  ==  ^<-  (K?  -  Ki  K.)  9,  ^4- 

1+  C-SOi  ti  iv  +  K,  iSO,  Vidv 


Aus  dieser  Formel,  verbunden  mit  der  ersten,  in  Cc)  gefun- 
denen, folgt 

+  tK?-8K.K,)ji- 
+[(T).  -  It  C«)J  ?r 


ist  Dtiimstf  KAPinL. 

Der  in  (b)  erhaltene  Ausdrack  von  ä(Y)i  giebt  aber,  wenn  er 
entwickelt  wird, 

ÄCY),  =r*y,  -f-Ki  y,  ^-?- 

+  n  (aK,  +  K?  a^) 
Hieraas  ist  ersichtlich^  dass 

<,(Y),  -  (a  y,  +  K,  t,  *1) 

denjenigen  Thefl  von  d(Y)i  aasmacht,  welcher  blos  von  ^i  abhängt, 
und  welcher  nach  dem  angenommenen  Gmndsatze  mit  ^  (  Yj'l  bezeichnet 
werden  kann.    Daher  ist 

(IN  *}....      (g) 

Vermittelst  dieses  Werthes  lässt  sich  der  vorhergehende  Aus- 
druck von  ^  Ki  unter  eine  der  beiden  folgenden  Gestalten  bringen : 

,K,  =  i^^  +  (K?  -  «Ki  KO  ^4- 

+  [cn-K*  c«),]^».        \  .....  ch) 

+  I  (T)i  -  Kl  (S)J  ^p 

Wir  können  jetzt  das  Glied  8  Ff  ^ —    berechnen«    welches    in 

der  Gleichung  des  gebrochenen  Strahles  vorkommt.  Die  erste  Formel 
(c)  wird ,  wenn  man  blos  die  von  Vt  abhangigen  Glieder  beibehält , 

^  Yl^  =  y\  <^f^^t  -  ^  (Ki«i  ^^  -  ^«i) 

Multipliciren  wir  diesen  Ausdruck  mit  dem  in  (h)  von  Nro.  17 
gegebenen  Werthe  von  a— ,  nämlich 

4 —  == {   0 Kfi  8v 

80  ist  das  Prodnct  von  beiden,  mit  Weglassung  derjenigen  Glieder, 

welche  f  Ki  ^i  ^ S<Pij  bIs  Factor  enthalten  und  nach  der  am 

Ende  jener  Nummer  gemachten  Bemerkung  von  der  siebenten  Di- 
mension sind, 

Ä  V'äJL  —  JLlJ       _         1 

—  8t  (T),  ^1  iv* 
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Dasselbe  Tereinigt  sich  mit  der  letzten  Grösse,  welche  in  (n) 
von  Nro.  17  gefunden  wurde.    Die  Summe  von  beiden  ist 

V        9         gJ^    '  9. 


9 

1     *  »  .  ^i«  C'i^-'  r.  -  KW  S_,  T_0 


(0 


Wir  werden  in  >der  Folge  sehen,  dass  die  Grösse  J(Y)i'  bloss 
Ton  01  jv  abhängt,  wodurch  das  Gh*ed  —  ^(Y)!'  j9i  iv  zn  denen 
gehört,  weiche  mit  <^  hv*  muitiplicirt  sind.  Ansserdem  ist  vermöge 
Ci)  von  Nro.  17 

fiT,  (7^.  =  8,  2',  (T)(->  =  Si  2i  KW  T^. 

=  2'  K(->  «,  T_, 

m 

a 

Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung 

+  ^  [TW  r.  +  KW  T_,  («.  -  fif^O]     ( 

so  nimmt  der  Ausdruck  (i)  durch  die  Substitution  der  vorhergehenden 
Werthe  die  Gestalt  an : 

V         9  9^'  9i 

=  _i)  ^*  \ (1) 


+  Hy)r*^  — /i  *i  av« 

Diese  Formel  enthält  alle  Glieder  von  der  Ordnung  h^ ,  welche 
sich  auf  den  farbigen  Rand  beziehen,  daher  die  letzte  Formel  (n) 
von  Nro.  17  nicht  mehr  gebraucht  wird.  Da  ferner  nach  der  daselbst 
gemachten  Bemerkung 

a  yr  a—  =  0 

9^  \     , (m) 

hXi  a—  =0 

9^ 
gesetzt  werden  kann,  so  sind  nunmehr  alle  in  den  Gleichungen  (c) 

ond  (d)  von  Nro.  15  enthaltene  Grössen  von  den  Ordnungen  ^  und  d* 

gefunden. 

GUeder,  welche  von  der  Farhenzerstreuung  und  der  Abweichung 

.  wegen  der  Gestalt  zugleich  abhängen. 

19}  Die  Glieder  der  dritten  Ordnung,  welche  von  der  Farben- 
Zerstreuung  und  der  Abweichung  wegen  der  Gestalt  zugleich  ab* 


(a) 
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hängen,  sind  diejenigen,  welche  sowohl  B  als  A  enthalten.  In  den 
Gleichungen  (d;)  von  Nro.  15  kommen  folgende  Glieder  der  Art  vor : 

Diese  Glieder  werden  nur  in  zwei  Fällen  gebraucht,  nämlich 
bei  der  Berechnung  der  achromatischen  Objective  und  derjenigen 
Instrumente,  durch  welche  der  farbige  Rand  so  vollkommen  als 
möglich  vernichtet  werden  soll.        .  ,  *        ' 

Im  ersteren  Falle  können  wir  die  Formeln  auf  eine  ähnliche 
Weise  vereinfachen,  wie  diejenigen,  welche  sich  auf  die  Abweichung 
wegen  der  Gestalt  beziehen.  Da  nämlich  durch  die  achromatischen 
Objective  jene  Abweichung  und  die  Farbenzerstreuuhg  in  der  Axe 
so  vollkommen  als  möglich  aufgehoben  werden,  so  sind  die  ihnen 

entsprechenden  Grössen  A— ,  f  YA A-^J  und  s—  durch  die  Wir- 

%^  *F  ir  ir 

kung  des  Objectivs  so  verinindert,  dass  man  sie  bei  allen  folgenden 
Flächen,  eben  so  wie  die  von  diesen  allein  Jierruhrenden  Glieder, 
als  Grössen  der  dritten  Ordnung  betrachten  kann,  deren  Potenzen 
und  Producte  in  andere  Abweichungen  vernachlässigt  werden.  Bei 
denjenigen  Flächen  dagegen^  welche  dem  Objective  angehören, 
können  wir,  wie  in  Nro.  11,  alle  Glieder  vernachlässigen,  die  mit 
b  und  f  multiplicirt  sind. 

Unter  dieser  Voraussetzung  sind  die  Formeln  Cb)  von  Nro.  11 
hier  anwendbar;  sie  geben,  da 


ist. 

Durch  die  Differentiation  nach  der  Characteristik  b  erhält  man 
hieraus  die  ersten  Glieder  der  inclavirten  Factoren  von  (a),  welche 
jedoch,  nach  den  am  Ende  von  Nro.  It  gemachten  Bemerkungen ,> 
eine  weitere  Vereinfachung  zulassen.    Wir  haben  nämlich  daselbst 

gesehen ,  dass  bei  der  gemachten  Voraussetzung  A — ,   A  ^i  und  Li 

durch  die  Einrichtung  der  Instrumente  bis  auf  Grössen  vermindert 

werden,  welche  bei  A —  von  der  vierten  Dimension,  bei  A^i  von  der 

Ct  , 

fünften^  und  bei  L,  von  der  zweiten  Dimension  in  Bezug  auf  X^,  y^ 
und  fi  anzunehmen  sind.  Da  nun  die  erwähnte  Differentiation  einen 
Factor  von  der  Ordnung  ^y  hinaMifttgt,  welches  >  den  Grössen   der 
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«weitem  Dknension  gleich  geachtet  wird ,  so  ist  aus  den  Formeln  (b) 
ersichtlich,  dass  diejenigen  Glieder,  welche  nach  der  Differentiation 

A — ,  Afi  und  Li  enthalten  und  durch  die  Differentiation  der  übrigen 

Factoren  dieser  Grössen  entstehen ,  von  der  siebenten  Dimension  sind. 

Dagegen  haben  die  mit  ^A — ,  ^A<^i  und  sLi  multiplicirten  Glieder 

nur  die  fünfte  Dimension.     Die  Kleinheit  von  A — ,  A01  und  L-,  wird 

Ci  '  ^ 
nämlich  nur  dadurch  hervorgebracht,  dass  die  in  ihnen  enthaltenen 
positiven  und  negativen  Gh'eder  beinahe  gleich  und  entgegengesetzt 
shid,  welches  bei  ihren  Differentialen  im  Allgemeinen  nicht  zugleich 
8tattfii|det.  Bei  diesen  müssen  daher  die  ursprünglichen  Dimensionen 
in  Betracht  kommen,  welche  durch  die  Differentiation  um  zwei  Ein- 
heiten vergrössert  werden,  so  dass  ^A —  von  der  vierten,  s^(pt 
von  der  fünften,  und  b Li  von  der  zweiten  Dimension  sind,  mithin  zu 
denselben  Ordnungen,  wie  A — ,  A<^i  und  Li,  gehören.  Hierausfolgt, 

Ci 

dass  es  erlaubt  ist,  bei  der  Difllerentiation  der  Formeln  (b)  alle 
Glieder  zu  vernachlässigen,  welche  die  letztgenannten  Grössen  als 
Factoren  enthalten ,  wonach  aus  Jenen  Formeln  die  folgenden  abge- 
leitet werden  können: 

welche  nur  die  Berechnung  von  i  L,  erfordern. 
Vermöge  (g)  von  Nro.  7  ist 


Li  =  2;  Lt-)  =  xi 


»m    »'m 


'    in 

folglich 

^Li  =  21  j-p^[p«  er.4„4-.4„  ^y„] Vtr"  'vT  S 

Da  A^  eine  Function  von  A.  und  n»  ist,  so  folgt  daraus  durch 
Differentiation  nach  der  Characteristik  hi 


Setzt  man  daher,  wie  in  Nro.  11, 
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und  bemerkt,  das»  nach  den  in  Nro.  4  und  17  gegebenen  Werthen 
"-»  =  ^ 

Cm         ci      g^^t  V«    \    Ct  J 

ist,  60  erhält  man 

Femer  ist  vermöge  (d)  von  Nro.  17  und  (f)  von  Nro.  18 

V  Vm    ^^^     Äin  ^V 

Das  von  d —  abhängige  Glied  in  dem  letzteren  Ausdrucke  kann 

Jedoch  vernachlässigt  werden,  weil  es  nach  der  in  Nro.  17  gemachten 
Bemerkung  von  der  vierten,  hv  dagegen  von  der  zweiten  Dimension 
anzunehmen  ist. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  wird  daher  der  vorhergehende 
Ausdruck  von  d  h\ 

VI — ' — Vi — ^^" 

Die  Werthe  von  iA)^  und  [J].  sind  bereits  in  (g)  von  Nro.  11 
gefunden  worden. 
Ausserdem  ist 


^-v, 


=  L(«) 


Fi 

Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung 

SO  wird 

5Li  =  l/iap (f) 

Die  Substitution  dieses  Werthes  in  (e)  giebt  endlich 

V      gy-      "'/_  17.  x.[X?+(t.+K,  «.)*]»» 

Die  erste  der  vorhergehenden  Formeln  besteht  theils  aus  Glie- 
dern, die  von  X,  und  Y,  abhüngen-,  theils  aos'aolcheo,  welche  ^^ 


(g) 
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allein  enthalten,  und  den  von  dem  Objective  herrfihrenden  Theil  des 
farbigen  Randes  ausdrücken.  Sondert  man  sie  ab,  so  wie  es  in 
Nro.  17  geschehen  ist,  so  nehmen  jene  Formeln  die  Gestalt  an 

^9         9^^  ^9  9^^        ^       9  9^'  1 

,(yAl_A-/:)'  = 

V       g         gji 

\       9         9^^         ^   ]_  y^  Kj  ^.  ,„ 

,rxA-L)=»iK''*''"^) 

Die   Grösse    U^")  kann  noch  auf  andere  Weise  ansgedräckt 
werden.    Die  erste  Formel  ig)  von  Nro.  17  giebt  nämlich 

s^,  =  s.  —  s<-) 

=  ®-  +  Frfc  ^"-  - "-  «-*^ 

folglich,  wenn  der  letztere  Werth  in  (e)  substituirt  wird, 

+  \[A\ —J^ pj +  -p^ 

Sodann  ist 

Substituiren  wir  diesen  Werth  in  (e)  und  lassen  die  fibrigen 
Grössen  ungeindert,  so  bekommt  l/<")  die  dritte  Gestalt: 

T |7i («-  —  »»-  ««— «)  +  yi 

Setzt  man  daher 


[.41  -  1^  =  UO 


(0 


80  werden  die  beiden  vorhergehenden  Ausdräcke  von  {/<■*): 

=  -^^%f=i  +4L(-)(S). 


Ck) 


Vt  ««—1^  n  pj^ 
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Verrnittebt   der  in  (a)  Ton  Nro.  7  und  (g)  von  Nro.  11  ge- 
gebenen Werthe  erhalten  wir  hierauf 

2n  ^  ^  2n  \a      cJ   \a       cJ\ 

U"]  =  [^1  +  ^  =  )  (I) 


in*  \a        cJ\a^cJ 


Da  nach  den  angenommenen  Grundsätzen  alle  Glieder  remach- 
läsaigt  werden ,  weldie  von  den  auf  das  Objectiv  folgenden  Flächen 
herrühren,  so  muss  man,  eben  so  wie  bei  den  Grössen  von  der 
Ordnung  A',  die  in  {/|  enthaltene  Summe  nur  auf  die  Flächen  des 
Objectives  ausdehnen. 

Ausser  den  vorhergehenden  Gliedern  kommen  In  den  Gleichun- 
gen (a).  noch  die  folgenden  vor : 

_,.[Ay+(2:±r)z}al.und 

—  «i    AX  -] I  a — 

sie  fallen  aber  beide  weg,  weil  s —  wegen  des  achromatischen  Ob- 

9» 
jectives  eine  Grösse  der  dritten  Ordnung  ist. 

Die  Formeln  (h)  enthalten  daher  bei  achrpmatischen  Objectiven 
alle  mit  den  Charakteristiken  s  und  A  zugleich  versehene  Glieder,  in 
so  fern  man  diejenigen  vernachlässigt,  welche  von  den  Ocularen 
herrühren,  so  wie  es  oben  vorausgesetzt  wurde.  Diese  Annahme 
kann  jedoch  in  Bezug  auf  den  farbigen  Band  nicht  immer  gemacht 
werden,  welcher  in  den  meisten  Fällen  mehr  durch  die  Oculare,  als 
durch  das  Objectiv,  hervorgebracht  wird.  Daher  ist  der  in  (h)  ge- 
fundene Ausdruck  von  ^f  YA A-^J  im  Allgemeinen  mangel- 
haft, und  es  ist  nothwendig,  denselben  vollständig  zu  entwickeln, 
damit  man  in  den  Stand  gesetzt  wird,  die  Vernichtung  des  farbigen 
Randes  so  vollkommen  als  möglich  zu  erlangen,  welches  der  Zweck 
der  in  der  folgenden  Nummer  enthaltenen  Untersuchung  ist. 

W)  Der  farbige  Rand  wird  durch  diejenigen  Glieder  der  For- 
meln (d)  von  Nro.  15  ausgedrückt,  welche  allein  von  ^i,  nicht  aber 
von  Xi  und  i^i  abhängen.  Nach  der  angenommenen  Bezeichnung  findet 
man  diese  Glieder,  wenn  man  den  daselbst  angegebenen  zwei  Accente 
beisetzt.  Hierdurch  werden  die  Glieder  der  dritten  Ordnung,  welche 
d  und  A  zugleich  enthalten  und  sich  auf  den  farbigen  Rand  beziehen  ^ 

„  — .,|<yAi-./):+[.r+(^z]%l| 

X.  =  0. 
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Bei  der  Entwiekelong  der  Grossen^  welche  darin  vorkomnien, 
nehme  ich  an,  dass  der  farbige  Rand  so  vollkommen  als  möglich 
gehoben  ist,  wodurch 

ab  Grössen  der  dritten  *Ordn^g  za  betrachten  jsind^  deren  Producte 
in  andere  Abweichungen  vernachlässigt  werden.  Dagegen  wollen 
wir  die  Untersuchung  nicht  allein  auf  Instrumente  mit  achromatischeti 
Objectiven  beschränken,  da  auch  bei  anderen  Instrumenten  die  Ver- 
nichtung des  farbigen  Randes  möglich  ist.     Hiernach  wird  d —  im 

Allgemeinen  als  eine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  angesehen,  so 
dass  die  Producte  davon  in  andere  Abweichungen  der  zweiten  Ord- 
miDg  beibehalten  werden  müssen. 

Nach  diesen  Prämissen  gehe  ich  zur  Entwickelung  von 

s  (yaI  -  aÖ". 
\     9        gy^ 

Der  Ausdruck  (g)  von  Nro.  8  giebt,  wenn  man  nur  die  von  0* 
abhängigen  Glieder  beibehält, 

daher 

Aus  (m)  von  Nro.  4  folgt 

\  Vi  J       gi  gi      ^    9       gJ' 

Substituiren   wir  nun  statt   Yx  •  ^ —  und  (  !> —  r-  l~  J    ihre 

^    gx         ^     g  g  y' 

Werlhe  aus  (q)  von  Nro.  4  und  (h)  von  Nro.  17,  nämlich 

8 —  =  1   o —  —  oFj  Si»   , 

ry,i  _  >r)  =  Zl  Y^' +*'*'^  *i; ""  **' 

' ^i     T\   Sv   Mi  ^j    äV 

nnd  sondern  sodann  die  von  K;  abhängigen  Glieder  ab,  so  erhalten  wir 

I  Ai  ^t  l~-  —  ^<pt  -^  '^i  <^t  ^.v  1 

9 
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Nach  dem  in  Cl)  von  Nro.  17  gegebenen  Werthe  ist  aber 

^[k.  ♦.  -»i  -  *♦'  -  ^'  *'  «0  =  (^^7  -  iJ, 

und  kann  nach  den  angenommenen  Grundsätzen  in  dem  Ausdrucke 
von  i  r  — i^J  yemachlässigt  werden,  da  diese  Grosse  noch  mit 
anderen  Abweichungen  multiplicirt  ist    Hierdurch  wird 

Vermöge  (f)  von  Nro.  8  hat  man  femer 

P.  =  s  i«-.  _  s  (^- +  i!««l  +  M  +  EP)_ 

folglich 

f'—jAvK'      3BK*   ,  iEV*>^  sV„  \ 

.  ,+  v  F*    +nF"  +  7y-.**- 

»Pi  =  2;(  )    (c) 

Aus  den  an  demselben  Orte  angenommenen  Werthen  von  O^"^ 
und  P^"'^  folgt  aber 

r 

Die  Ausdrücke  Cd)  von  Nro.  17,  CO  imd  (h)  von  Nro.  18  geben 
sodann 

(^t  Cl 

J  Vm  «Hl  ^  » 

Bemerken  wir  ferner,  dass 
2*  p(«)  =  p^ 

ist,  so  erhalten  wir  durch  Substitution  der  vorhergehenden  Werthe: 
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r     4AvK'       BBK*  ,  tEV*\    »F. 
,    ^AvK*  _DK_  ZE V*\    Sv„ 


L  •     '  -"     Cr 

Yennö^  (d)  von  Nro.  19  ist 


(e) 


*^.= 


Diese  Formel  giebt  unmittelbar  jB.,  $D.  und  2£.,  wenn  man  A 
MJt  B,  H  und  E  verwechselt. 

Setzt  matt  daher  zar  Abkdrznng 

tPK->    ru)^'  .  3(B)Ä«  ,  8(o  r«  in 

[''T^=|_-7r-  +  -g|7T7-+-;;i-  +  -p— J.   | 

wobei  die  Bachstaben  (^),  (fi),  [A],  iB]  etc.  dieselbe  Bedeutung 
wie  in  (g)  von  Nro.  11  haben,  so  wird 

Q^iA  +  ^iB  +  ^iD  +  ^iEy 

Durch  die  in  (e),  (f)  und  (g)  gefundenen  Werthe  verwandelt 
sich  der  Ausdruck  (c)  in  den  folgenden 


(h) 


Sabstituiren  wir  eodlieb  die  in  Of)  «ad  (h)  entwickelten  Wertbe 

von  »f-Lii.^  und  «  Pi  in  (a),  so  erkalten  wir  mit  WeglAMtang  dtti 

dadurch  entstdienden  Gliedes 

9* 
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welches  nach  den  angenommenen  Grandsätzen  vernachlässigt  wird, 

+  [iir>(/r,4k.Ai--A«J--«r.p,.p?](«l-Sf,Äv)j 


[— 0!av  2'/_^  ^^.,  ^^^  _  2p(«)j|"(^j^^  ^^ 

Die  in  (0  eingeführte  Grösse  ir^"^  kann  auf  verschiedene  Weise 
ausgedrückt  werden.    Bringt  man  sie  zuerst  unter  die  Form: 

trc-)  =  ((y->  Ä„  —  2P^~))  Ä.  +  [P]^-^ 

substituirt  statt  (O^-^  /f.  —  tP^-^)  und  [P]^->  ihre  Werthe  aus  (d) 
und  (f),  und  bemerkt,  dass  vermöge  (f)  von  Nro.  8  und  (g)  von  Nro.  1 1 

(iE  +  3  cCj3«  =  U")« 

ist    so  ^^ird 

Nach  den  zuletzt  allegirten  Formeln  ist  aber 

'^"'  =  -  (rw) 

I  » 

Der  vorhergehende  Werth  Aon  w<"J  ist  daheär  auch 

1  .       CdÄ\  nV*    ,   rddA\  fn V*\* 

'  \9.-idh»J\vKj 

woraus  folgt,  dass  «>(■)  denjenigen  Werth  bezeichnet,  welchen  die 

Grösse  (^4^^  erhalt,  wenn  man  inA,,  A.  oder  ^  mit  Q  -  ^')^ 
verwechselt  •> 
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Ferner  erhalten  wir  aus  (a)  von  Nro  7  und  (a)  von  Nro.  10  in 
Terbindung  mit  den  oben  angeführten  Werthen 

Vi   ~  ^  2  Vi 

jA»-)^  F»  ^        lg.  Vi 

vi  vi 

FAvK*       8gK»       DK*       EV^KT]       «.,  ^ 

folglich,  wenn  wir  dies  in  (k)  substituiren  und  die  durch  das  Zeichen 
Hl  angedeutete  Summe  nehmen, 

.      .  w,  =  2i  M?<")  +  Zi  [  P(-:>  K„  —  M  Ki  —  yC-)  Ki] 

Die  erste  Formel  (m)  von  Nro.  9  giebt  aber  durch  Verwechselung 
von  L  mit  P 

2i  pw.  K„  =  Ki  Pi  —  2;  K(-)  P^i 

folglich 

ir,  =  K,  P.  -  2i  [KC«)  P_,  +  /c.)  Ki  +  y(-)  m] 

Da  die  hier  gebrauchten  Werthe  von  /^"^  und  yW  für  alle  Flachen 

gültig  sind ,  so  ist  die  unter  dem  Summationszeichen  begriffene  Grösse 

nach  der  am  Ende  von  Nro.  10  eingeführten  Bezeichnung  =  P^C»), 

mithin 

IT,  =  K.  Pi  -  Pf (1) 

Ich  gehe  nun  zur  EntAvickelung  von  I  AY  +  f ^ J  Z  I    ^— 

Aus  der  ersten  Formel  Cg)  von  Nro.  10  folgt,  wenn  man  blos  die 
von  <Pi  abhängigen  Glieder  beibehält  und  statt  PI'  seinen  Werth  aus  (l) 
substituirt , 

f  +  (Kj  Pi  —  w:)  9\ 

Ferner  ist  vermöge  (h)  von  Nro.  17 

Hultipliciren  wir  daher  diese  beiden  Ausdrücke,  so  wird 

—  fTi  9»}    Ä--    +  »i  Äi  f }  dv 
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Die  Soinme  von  (0  und  (m>  giebt  endlich 

»(k.  ^.  a1  -  A<f.)"  -  (k.  9»,  aI  -  A^.)"  *±l 
1+  ACY)'/  [j-^  —  «i  *rl  +  fPi  8i  (f>\  »» 

1—91  ^v^i  \  L  V.  «I 

-  [P](«>  «^, 


Wir  werden  in  der  Folge  sehen,  dass  ACF)'/  blos  von  ^1  ab- 
hängt,  wodurch  sich  das  Glied  —  ACY)^'  8i  Bv  nüt  den  folgenden 
vereinigt ,  welche  (pl  Bv  als  Factor  enthalten.  Seta^en  wir  daher  aar 
Abkürzung 


so  nimmt  der  vorhergehende  Ausdruck  die  Gestalt  an: 

^^U(K.,^.Al-A.^.)''-.(K.^.Ai-A^.)''*^|^^ 

Termittelst  der  in  (q)  und  (s)  von  Nro.  17  gegebenen  Werthe 
kann  die  Grösse  W,  noch  auf  andere  Art  ausgedrückt  werden. 
Gebrauchen  wir  die  ersten  jener  Werthe,  so  ist 

(S).  + -51.  «  K,  S.  -  T. 

Femer  giebt  die  erste  Formel  (g)  von  Nre.  17 
S^  •*  «-  —  «(-) 
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fel^ich,  wenn  diese  Werthe  in  Co)  substituirt  werden, 

+  L0<">  K»  —  «P(-)  K.  —  [P](-)"I«. 

Gebrauchen  wir  da;2^egen  die  zweiten  Werthe,  welche  in  (q) 
and  (8)  von  Nro.  17  gefunden  worden,  so  ist 


(ST).  +  ^  =  K«  «_,  -  TU, 

VW 

V«,  Vm_l 

+  —  («-—■«.  «i^i) 
folglidi 


0(-)  [^^  -  tc-.]  +  «P(->  T_. 


=^iii~*e,  U-  Si  {+  rO^"^  K2  -«PO  K,  —  [PK->1 «_. 


Es  ist  aber  vermöge  (0 

0<-)  Ki  —  «P(-)  K«  —  [P](-)  =  w(-) 
«i  tPi  =  S.  ti  w^'^  =  2',  S,  »(-) 

Setzen  wir  daher  noch  ausserdem 
[P"](-)  =  (Pic-)  —  I^'  *- 


■>fc.     •  j 

1«.  f 

f.i«i)K    2PC»)i 

Vm  ! 


0<-)K,  —  «P(-^' ^^^ 


80  verwandeln  sich  die  beiden  vorhergehenden  Ausdrücke  von  W, 
in  die  folgenden : 

Die  hier  eingeführten  Grössen  [P'n^-)  und  [P'"](-)  lassen  sich 
auf  eine  einfachere  Form  bringen.  Substituirt  man  nämlich  statt 
[P](->,  [P'](-) und  /'0<^;iK;;  — «PWN  .,j|,g  Werthe  aus  (d)  und  (f ), 
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V  V 

Wir  können  daher  setzen : 

,P"i<.. = [t^jL- + 1^ + ans + mi:!]  j 

Durch  Substitution  der  in  (a)  von  Nro.  7,  (f)   von  Nro,  8  und 
(g)  von  Nro.  11  gegebenen  Werthe  erhalten  wir  hierauf 


CS) 


n 


=  ^^*-*^  =  -^(t-tJG-x 


n 


3(C)Ä 


[ö'l  =  [D]  — 


n 


[JE']  =  [JB]  =  —  n* 
U"]  =  [  J]  +  ^ 


2n»Va       cy  L    a     ^  cj 
CB"]  =  (Bj 

n^  \a       cy  L    a      '    cJ 
[D'T  =  [DJ  -  ö 
1 


n 


[(n— 3)ft  +  »Ä] 


1  Tn— 8      31 
n  L    a  cJ 


(t) 


[JB'T  =[£]  — J1B  =  — 1  -/ 

Durch  den  Ausdruck  fp)  sind  nunmehr  alle  Gh'eder  der  dritten 
Ordnung  gegeben,  weiche  S  und  A  zugleich  enthalten  und  sich  auf 
den  farbigen  Rand  beziehen.  Da'^sich  jener  Ausdruck  auf  sämmtliche 
brechende  Flächen  erstreckt,  so  enth&lt  er  aach«  denjenigen  Theil 


a(  yA— — A^Y  = 
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von  S  (YA ).  ?  ^^'^  bei  einem  achromatischen  Objective  von 

diesem  herrührt  und  in  (h)  von  Nro.  19  bereits  entwickelt  wurde. 
Beide  Formeln  haben  jedoch  nicht  einerlei  Gestalt ,  es  ist  daher  noth- 
wendig,  ihre  Identität  nachzuweisen. 

Der  Ausdruck  (p)  ist  die  Summe  der  beiden  in  (i)  und  (m)  ge- 
fundenen, von  welchen  der  letztere  hier  wegfällt,  da  durch  die 
Wirkung  des  achromatischen  Objectivs  der  darin  enthaltene  Factor 

d —  zu  einer  Grösse  der  dritten  Ordnung  geworden  ist. 

Aus  demselben  Grunde  können  auch  die  mit  (s —  —  Si  dv\ 
d —  und  S(p^   multiplicirten  Glieder  vernachlässigt  werden;  mithin 
bleiben  nur  noch  folgende  Glieder  von  (i)  übrig: 

CyA-L- 

-.  [P](m)  s^^ 

+  [Pa^">  Co.  — n.«_0 

In  Nro.  19  wurden  aber  nur  diejenigen  Grössen   beibehalten, 
welche  ursprünglich  von  b  oder  f  unabhängig  waren,  so  dass  die 
Formeln  Cb)  von  Nro.  11  hier  anwendbar  sind.    Sie  geben 
OC»)  =  3  K?  L(-) 

0(»)K„— 2PW  =  K?L<-) 
Da  bei  jenen  Formeln 

vernachlässigt  wurde,  so  kann 

K«  =  Kj 
gesetzt  werden.    Hieraus  folgt 

Substitnirt  man  darin  statt  JK„  seinen  Werth  aus  (h)  von  Nro.  18, 
nämlich 

so  wird 

Bemerken  wir  endlich,  dass  B\  C^  D^  E  tind  die  davon. abge- 
leiteten Coeffieienten  wegfallen,  weil  sie  von  Grössen  herrühren ^ 
welche  ursprünglich  mit  b  Oder  f  moltiplicirt  waren,  so  erhalten  wir 
aus  CO  der  gegenwürtigea  Nummer 
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[PJW  = 
[PIC»)  = 


— VI — 

Vt 


Durch  diese  Werthe  verwandelt  sieb  der  Ausdruck  (n)  in  den 
folgenden 


■;;r\  \  4  L(-)  («[).  + •^^"^«- 


Das  von  Li  abhängige  Glied  wird  nach  den  angenommenen 
Grundsätzen  vernachlässigt.    Ferner  ist 

einerlei  mit 

und  die  unter  dem  Summationszeichen  befindhche  Grösse  vermöge  (e) 
von  Nro.  19  =«    I7<">. 

Die  vorhergehende  Formel  stimmt  daher  ^  wenn  sie  blos  auf  die 
Flächen  des  Objectivs  ausgedehnt  wird,  vollkommen  mit  derjenigen 
tiberein,  welche  in  (h)  jener  Nummer  gefunden  wurde.  Da  hiernach 
alle  darin  enthaltene  Glieder  zi^leich  in  der  oben  mit  (p)  bezeich- 
neten Formel  begriffen  sind,  so  müss^ri  wir,  um  dieselben  nicht 
doppelt  in  Rechnung  zu  bringen,  im  Allgemeinen  die  erstere  weg- 
lassen und  die  letztere  an  ihre  Stelle  setzen.  Nur  in  dem  Falle  ist 
es  erlaubt,  den  Ausdruck  (h)  von  Nro.  19  statt  des  gegenwärtigen 
zu  gebrauchen,  wenn  diejenigen  Glieder  vernachlässigt  werden, 
welche  d  und  A  enthalten  und  sich  auf  die  Oculare  beziehen,  so  wie 
es  bei  dem  Galiläischen  Fernrohre  geschehen  kann. 

21])  Die  Grössen  der  dritten  Ordnung,  welche  sich  auf  den 
farbigen  Rand   beziehen,   sind  in   dem  Vorhergehenden  unter  der 

Voraussetzung  entwickelt  worden,  dass  die  Producte  von  d—  in 

Abweichungen  der  zweiten  Ordnung  beibehalten  werden;  es  ist  jedoch 

leicht,  die  Formeln  auf  den  Fall  zorückzuführen ,  dass  i —  =0  ist, 

jene  Producte  mithin  wegfallen.  Ob  man  gleich'  die  hierdurch  er- 
haltaien  Resultate  mit  den  oben  gefundenen  voHkommeD  tiberein- 
stimmen ,  so  ist  es  doch  nicht  unnütxy  jene  Rednotkm  kennen  zm  lernen, 


^^P    da        Z[ 

^H     Grössen 
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IM 


da  sie  zd  einer  anderen  Methode  führt,  nach  welcher  die  genannten 
Grössen  berechnet  werdeu  können.  Zu  dem  Ende  betrachte  ich 
sämintliche  Glieder  der  Ausdrücke  (d)  von  \ro.  15,  welche  sich  auf 
den  farbie^en  Rand  beziehen  und  aus  den  daselbst  ,^egebenen  durch 
die  Beisetzung  von  zwei  Accenten  erhalten  werden. 
Diese  Glieder  sind : 


-'-o: 

+  (v„.l 

3A 


(a) 


:  7."  -- 


Sie  drücken  die  von  der  Farbenzerslreuiing  herrührende  Ab- 
weichung desjenigen  Strahles  aus.  dessen  Ginfallspunkt  auf  der  ersten 
brechenden  Flache  durch  die  Coordinaten 

-  A(K,  cp,)"  +  J(K,   (f,) 

Ä«, 

bestimmt  ist.  Dieser  Htrahl  licj^t  ^anz  in  der  Ebene  der  yv  und 
geht  durch  den  Piinct.  dessen  Coordinaten  0,  bi,  Ci  sind,  und  welcher 
als  leuchtender  Punkt  angenommen  worden  ist.  Nun  aber  ist  es  klar, 
dass  die  Abweichungen  desselben  ungeundert  bleiben,  wenn  man  den 
letzteren  Punkt  mit  einem  anderen,  willkührlJch  in  dem  einfallenden 
Strahle  gewühlten  Punkte  vcrweehselt,  weil  hierdurch  die  Lage  des 
Strahles  nicht  abgeändert  wird.  Jenen  willkührlichen  Punkt  kann 
man  hierauf  so  bestimmen,  dass  die  Rechnung  so  viel  als  möglich 
erleichtert  wird. 

Da  der  einfallende  Strahl  durch  die  beiden  Punkte  0  2),  3i 
und  0  &,  c,  geht,  so  ist  seine  Gleichung 

»:^  =  |^ Cb) 

Setzen  wir  hierin 

y  =  b,  +  Ui, 

«  =  r,  +  De, 
nnd  verslehen  unter  den  mit  der  Chnrakteristik  O  versehenen  Grijssen 
willltährtiche  Varistionen  von  der  Ordnung  d,  so  wird 

y  — t,       Ol), 

s-t,  ^  JTcT 
Es  ist  aber 

kl™'!  (-fi+^f'l  +  lf,') 
folglieh,  wenn  man  die  Grössen  von  der  Ordnung^  i>*  berücksichtigt, 

+  ((, +  />c,)  ü(^, +  A^';  +  jf,) 
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«um!  nc 


ferner 


folglich 


and 


C  +  PCi^ 1 ^  _  1 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man 

Ci  jD  — 

Ci 

Die  obigen  Werthe  von  gji,  3i  ^"^d  6i  geben 

g)i  —  6i   ^  Ci Ct_  ^ 

3i  —  ^1       I 3i 

Ci 

und  mit  Vernachlässigung  der  Grössen  von  der  Ordnung  (pl 


Durch  die  in  (c)  und  (d)  gefundenen  Werthe  verwandelt  sich 
die  Gleichung  (b>  in  folgende : 

=fli[K,(,^,+A(K,9^,y'+d(K,9^0  +  Zrc?^i(^  -  l)](^^^ 

Nehmen  wir  an ,  dass  die  Grössen  (pt  etc.  sämmtlich  die  mit  der 
Charakteristik D  bezeichneten  willkührlicheh  Variationen  erhallen,  so 
ist  die  Gleichung  (e)  als  eine  Bedingungsgleichung  zu  betrachten, 
welcher  jene  Variationen  Genüge  leisten  müssen.  Es  kommt  jedoch 
noch  eine  zweite  Bedingungsgleichung  hinzu,  welche  darin  ihren 
Ursprung  hat,  dass  der  Einfallspunkt,  ungeachtet  der  Variationen, 
ungdändert  bleiben ,  mithin  D%=^0  seyn  muss.  Durch  Substitution 
des  oben  angegebenen  Werthes  von  f)t  wird  hiernach  die  zweite 
Bedingungsgleichung 

0  =  l>[Ktfi  +  A(K,  fO''  +  »(Ktft)].    .    ...    CO 
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Der  Gebrauch,  den  man  von  dieser  Analyse  bei  der  ReductiM 
der  Gleichung  (a)  machen  kann,  ist  nun  folgender.  Jene  Gleichung 
enthält  die  mit  dem  Index  1  und  der  Charakteristik  S  versehenen 
Oonstanten;  vermehrt  man  diese  sämmtlich  mit  den  correspondirendea 
durch  die  Charakteristik  D  bezeichneten  Variationen,  so  bleibt  die 
Gleichung  (a)  ungeändert,  wofern  nur  jene  so  genommen  werden, 
dass  sie  den  Bedingnngsgleichungen  (e)  und  (0  Genüge  leisten. 
Da  die  Anzahl  der  Variationen  grösser  als  die  der  Bedingungs- 
gleichungen ist ,  so  können  wir  diejenigen ,  welche  dadurch  nicht  be- 
stimmt werden,    nach  Willkühr  annehmen,  und  auf  diese  Art  der 

Gleichung  (a)  eine  einfachere  Gestalt  geben. 

111 

Hiernach  folgt  aus  (1)  von  Nro.  17,  wenn  man  *—  mit  9 1-  D** 

verwechselt,  ""'  ""'  ""' 


gi        Vi  L  ct    '       Ci  J 


Bestimmt  man  das  willkührUche  D  —  so .  dass  d—  =  0  wird,  so  ist 

c,      '  gi  ' 

Setzen  wir  femer 

1"              1 
DA— =  D^— =0 (h) 

SO  wird 

Ci  LCt     '         Cx  CiJ  Cx 

und  die  Gleichung  (e)  zerfällt  durch  die  abgesonderte  Vergleichung 
der  Grössen,  welche  zu  den  Ordnungen  D,  DA  und  Dd  gehören, 
in  die  folgenden: 

D  qi,  =  K,   fpx  D— 

D  A  <p'i  =  D^  [  A  (K.  <p,r  +  zr  «?>.  (^  - 1)]    )    (») 

Ebenso  giebt  die  Gleichung  (f) 

D  (K,  f,-)  =  0  i 

DA(Ki<^,)"  =  0      [ (k) 

Aus  (d)  von  Nro.  10  und  (b)  von  Nro.  18  erhalten  wir,  wenn 
wir.  blos  die  von  ^,  abhän/^gen  Glieder  berOcksichtigen , 

A(Yy/  ==  A(K,  f  .r  +  K,  CK,  <fx  ^j'-^f^r  +  Z^l'Px  (^  -  0 
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folglich 

Darch  Substitution  der  in  (g)  und  (I)  gefundenen  Werthe  ver- 
wandeln sich  die  Formeln  (i)  in  die  nachstehenden: 

Pfi  =  —  K.  fi\!f^  —  SiSvJ 
'  Däf'l=- [a (Y)?  -K.(k;  .p,  A  1  -  A  «f>,)"](*-^ -«. » " ) J  (m) 

Ferner  wird  der  vorhergehende  Ausdruck  von  SCY)"^  wenn 
man  darin  8  mit  D  verwechselt, 

D  CY)?'  =  D  CK.  .pO  +  K.(k,  f,D~Df,y 
Vermöge  der  ersten  Formeln  CO  und  (k)  ist  aber 

mithin       |,(.yj.  Jo („) 

Endlich  folgt  aus  (g)  von  Nro.  18 

und  ebenso  durch  Verwechselung  von  9  mit  D 

DK,  ==:  ^^i^-KD  — 

oder  nach  Substitution  der  in  (g)  und  (n)  gefundenen  Werthe 

folglich 

aKi  +  DK,  =  dK,  +  K!fal-fif,^0-^^?^'-Kf»i*r    .    (o) 

\  Ci  y         ft 

Setzt  man  nun  allen  in  der  Gleichung  (a)  enthaltenen  Grössen, 

welche  mit  der  Charakteristik  9  und  dem  Index  1  versehen  sind, 

die  correspondirenden  Variationen  zu,  welche  aus  jenen  durch  die 

Verwechselung  von  einem  9  mit  D  entstehen,   and  substituirt  die 

vorhergehenden  Werthe  derselben,  so  muss  man  in  der  Gleichung  (a) 

folgende  Verwechselungen  vornehmen: 

a— mitJ— +  D—  =  8i9^ 

Ct  c,     '        Ct 

^(j>,  mit  d^i  +  D«|^i  =  9ft  —  Kifi(9 -Si9pJ      \     (p) 

a»  —  mit  ^*—  +  D  »-  =  9^~ 


OBITTBS    KAPITFI.. 


S' rpi  mit  S^<f>t  +  V3f,  =  a'fi  \ 

—  facV)','— K,(^K,  f,  a-i-— 3f,)"]^jJ-— s.j,')  1 

»4— mit  JA— +  Di—  =  Ji—  I 

3 A (f 7  mit  Ä A if J'  -f-  D  A 91','  =  JA ^','  I 

—  [acT^!'  — K,  (k.  f,  aJ-— A,|i,^'^^»l— S,J,)', 

1  »(V)i'  mit  nYy;  +  Dci')!'  =  soyi 

JK,  mit  JK,  +  DK,  -.  JK,  +  K>  Q~  —  S:3'^  = 


Durch  diese  Verwechselungen  fallen  die  in  der  Gleichung-  C«) 
enthaltenen  Glieder 

3i?i,i™d[4y  +  (^z]>l 

weg,  der  in  (I)  von  Nro.  t7  gefundene  Werth  von  (Y3 9^J 

bleibt  ungeändert,  dagegen  verwandeln  sich  die  in  (n)  von  Nro.  17 
und  (i)  von  \ro.  20  erhaltenen  Ausdrücke  von 


I 

I 


(y3*-  —  ä'^X  und  S  (yA-  —  A^7' 


wenn  man  darin  die  von  ( Ki  <p,  <S —  ^  3rp,j   abhängigen  Glieder 

weglassl,  in  die  Ausdrücke  0)  von  Nro.  18  und  (n)  von  Nro.  tO^ 
HO  dass  die  Mumme  \on  nllcn  die<ien  Grossen,  weichein  der  Gleichung 
(a)  allein  vorkommt,  nicht  abgeändert  wird.  Durch  die  Anwendung 
der  hier  gebrauchten  Reiluctiou  hatte  man  dnher  die  Uerechnung  der 
Grössen 


,yv3l™d[Ay  +  (i^)z]>l 


ersparen  können;  da  sie  Jedoch  nur  wenige  Mühe  verursacht,  so 
habe  ich  die  dirccte  Entwickelung  vorgezogen,  um  die  Ueberein- 
stimmung  beider  Methoden  zu  zeigen. 

Dagegen  leitet  die  vorhergehende  Reduction  zu  einer  anderen 
Bestimmung  der  in  (p)  von  Nro.  SU  gefundenen  Grosse,  wobei  die 
etwas  mühsame  Berechnung  von  If,  umgangen  wird.  Die  in  (p) 
erwähnten  Verwechselungen  und  die  Formeln  (h)und  (a)  jener  Num- 
mer geben  nämlich 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  in  SP-,  noch  jene  Verwechselungen 

vorgenommen  werden.     Da  S —  nunmehr  mi^  0  vertauscht  werden 

muss,  so  tritt  die  vorhergehende  Formel  (q)  an  die  Stelle  derjenigen, 
welche  in  Nro.  20  mit  (p)  bezeichnet  wurde.  Die  Vergleichüng  von 
beiden  zeigt,  dass 

ry.  =  ^'t^P"  +  9K,  P.  8,  +  ^  .    .    ,    .    .    .    (r) 

ist.  Die  mit  dem  Index  1  versehenen  Constanten,  welche  diirin  vor- 
kommen, sollen  in  der  Folge  bestimmt  werden,  es  bleibt  daher  nur 
übrig,  Si  und  S  Pi  zu  finden.  Wenn  es  nun  nicht  auf  den  analyti- 
schen Ausdruck,  sondern  nur  auf  die  numerische  Berechnung  dieser 
Grössen  ankommt,  so  kann  dieselbe  mit  hinUnglicher  Genauigkeit 
auf  folgende  Art  geführt  werden. 

Zuerst  berechnet  man  für  denjenigen  mittleren  Strahl,  dessen 
Einfallspnnkt  auf  der  ersten  brechenden  Fläche  durch  die  Coordinaten 

X,  =0 

bestimmt  wird,  die  Vereinigungsweiten  von  c^  bis  ^,,  und  dann  P, 
nach  den  in  Nro.  4  und  8  gegebenen  Formeln. 

Hierauf  wählt  man  nach  Willkühr  einen  von  den  verschiedenen 
farbigen  Strahlen,  welche  ursprünglich  mit  dem  mittleren  einen  und 
denselben  Strahl  ausmachten,  ehe  sie  durch  die  Brechungen  von  ein- 
ander getrennt  wurden.  Für  ^iescfn  zweiten  Strahl  bestimmt  man 
Cj  nach  dem  Vorhergehenden  so,  dass  die  letzte  Vereinigungs- 
weite gt  der  des  mittleren  Strahles  gleich  ist,  den  Einfallspunkt  auf 
der  ersten  brechenden  Fläche  dagegen  durch  die  Bedingung,  dass 
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der  Strahl  mit  dem  mittleren  ursprünglich  zusammenfiel,  und  be- 
redmet  mit  Berficksichtigung  jener  Bedingungen  P,  eben  so,  wie  es 
für  den  mittleren  Strahl  geschehen  ist.  Aus  den  hierdurch  erhaltenen 
Resultaten  können  sodann  die  Werthe  von  8i  und  dPi  leicht  abge- 
leitet werden,  wozu  die  folgenden  Formeln  dienen. 

Da  bei  dieser  Untersuchung  keine  einfach  accentuirte  Buchstaben 
vorkommen,  so  bezeichne  ich  alle  Grössen,  welche  sich  auf  den 
zweiten  Strahl  beziehen,  mit  einem  Accente,  und  setze  diesen  auch 
der  Characteristik  9  bei,  um  die  dadurch  angedeuteten  Veränderungen 
von  denen  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  zu  unterscheiden.  Dieses 
vorausgesetzt  hat  man  vermöge  (d)  von  Nro.  17,  da  hier  nur  die 
erste  Potenz  von  dS  beibehalten  wird, 

Vm    =^    Pm  "{-  *'  »■!    =    I»«    "h    OLm    ^'v  i 

n:  =  1-  (»> 

wodurch  die.  Brechungsverhältnisse  des  zweiten  Strahles  bei  allen 
brechenden  Flächen  berechnet  werden  können. 

Ferner  giebt  die  Bedingung,  dass  die  letzte  Vereinig ungs weite 
beider  Strahlen  dieselbe  seyn  soll, 

gi  =  9i (t) 

Geht  man  von  diesem  bekannten  Werthe  von  g{  aas,  so  lassen 
sich  vermittelst  desselben  alle  vorhergehende  Vereinigungsweiten 
bis  zu  c{  nach  der  in  Nro.  4  angegebenen  Methode  berechnen.    Da 

nun  ^' —  =  0  angenommen  worden  ist,  so  müssen  bei  den  übrigen 

mit  der  Charakteristik  ^^  bezeichneten  Veränderungen  die  in  (p)  er- 
wähnten Verwechselungen  vorgenommen  werden.  Diess  giebt,  wenn 
wir  in  den  obigen  Formeln  9v  mit  dV  vertauschen  und  bemerken, 
dass  i{Yyi  den  Factor  ^v  enthält, 

^/l  ^  bL  =  s,  yv 

Ct     ^       et 


folglich 


»'if.  +  i>jr.  =  [^7 -JR  «.]»', 


1  =  —  +  *»—  +  l>—  =  -  +  «r,  y, 

and  hieraus 

**-*«  +  "^Tä; —  *'  KTi  ~tJ 

Sobald  daher,  wie  es  in  der  Folge  geschehen  wird,  d(Y)7 
bestimmt  ist,  können  wir  aas  den  vorhergehenden  Werthen  der 

10 
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Brechungsverhältnisse,  der  Yereinigungsweiten  und  der  Grösse  Kl 

nach  den  in  Nro.  4  und  8  gegebenen  Formeln  Pt  berechnen.    Es 

ist  aber 

Pf  =  P, +  a'P, 

unter  der  Voraussetzung ,  dass  in  y  Pi  die  angegebenen  Verwechse- 
lungen vorgenommen  werden,  folglich 
^'P,  =  PI  _P, 

Da  nur  die  erste  Potenz  von  9\  beibehalten  wird,  so  ist 

SP,     d'Pi 

»V  i'v 

folirlich 

-P=4rCPi-Pd (V) 

Durch  Substitution  der  in  (u)  und  (v)  gefundenen  Werthe  von 

Diese  Formeln  enthalten  nunmehr  Alles,  was  zur  numerischen 
Berechnung  des  Ausdrucks  (p)  von  Nro.  SO  erforderlich  ist,  voraus- 
gesetzt, dass  4ie  mit  dem  Index  1  versehenen  Constanten  noch  b^- 
ittimmt  werden. 


9P 

8i  und  3-^  verwandelt  sich  der  Ausdruck  (r)  in  den  folgenden 


fJIcieltunKrn  drr  K^bpovhen^n  und  «InnillentlFn  tütrahirn, 
mit  RArkütirlit  nuf  die  AbnelchuHKen  neyrn  der  Ciealnlt 
und  irnrbenxerBtpeuuns  und  einige  dnbei  eintretend« 
IVebenumatAnde.  _^^_^_^___ 

In  den  bi-irfeii  vorhergchondcn  Kapiteln  hnbcn  wir  uns  dfimit 
beKchsrii^,  die  vcrsdiiedcnen  Glieder  zu  entivickclii ,  welHie  in  den 
Gleich uno^en  der  gebrorbcncn  Htrahlen  vorkomint-n.  Ks  bleibt  nun 
noch  nbri":.  die  hierdurch  erhaltenen  Resititule.  welche  wep:en  dar 
Weitläufti^keit  der  Rerhiiun^  nur  zerstreut  ^efiiuden  werden  konnten. 
zu  sammeln,  um  jene  GleichunjS:en  zu  erhalten.  Ua  jedoch  in  den- 
selben mehrere,  bis  jetzt  uobestiininle  Grössen  \orkomnien,  welche 
thcils  «-eo^en  der  Absonderung  der  von  verschiedenen  Argumenten 
abhänjE^enden  Glieder  willkührlirh  angenommen,  theils  durch  die 
Integration  der  endlichen  DilTerenzenjCleichunnren  eintjeführt  wurden, 
so  ist  es  vorher  nöthig,  jene  Grössen  fiir  die  in  der  Ausübung-  ge- 
wöhnlich eintretenden  Kälte  7.u  bestimmen.  Ausserdem  erleiden  die 
Gtetrhungen  durch  manche  Xebenumslande  Modilicationen,  welche 
ebenfalls  angegeben  werden  müssen ,  um  die  F'ormeln  bei  den  folgen- 
den Anwendungen  mit  Leichtigkeit  gebrauchen  zu  können.  Diese 
Gegenstände  machen  den  Inhalt  des  gegenwärtigen  Kapitels  aus. 

Blendungen ,  Bestimmung  der  davon  abhängenden  Grössen. 

£2^)  Bei  den  bisherigen  Untersuchungen  ist  die  Lage  der  ein- 
fallenden Strahlen  durch  die  Coordiuaten  ihrer  Einfallspunkte  auf  der 
ersten  brechenden  Flache  bestimmt  worden.  Da  alter  viele  von  diesen 
Strahlen  nicht  durch  das  Instrument  gehen,  sondern  durch  die  darin 
■ngebracht'en  Ulendungen  aufgehallen  werden,  so  ist  es  erforderlich, 
statt  jener  Coordinaten  andere  einzufuhren,  welche  die  Lage  der 
Strahlen  so  bestimmen,  dass  diejenigen  leicht  ausgeschlossen  werden 
können,  die  wegen  der  Blendungen  nicht  zur  Wirksamkeit  komme». 

Um  zu  diesem  Zwecke  zu  gelangen,  nehme  ich  an,  dass  sich 
hinler  der/"  brechenden  Fläche,  in  einer  auf  der  Axe  des  Instru- 
mentes senkrecht  stehenden  Kbenc,  eine  Blendung  belindet,  deren 
L''infang  die  Grenze  zwischen  den  wirksamen  und  unwirksamen 
Strahlen  bildet.  Diese  Blendling  nenne  ich.  zur  Unterscheidung  von 
Anderen,  etwa  noch  vorhandenen,  die  Uaiiptbiendtoig.    Withll  man 

10* 
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nun  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Strahlen  die  Coordinaten  ihrer 
Durchschnittspunkte  mit  der  Ebene  der  Hauptblendung,  so  können 
die  unwirksamen  unter  ihnen  ausgeschlossen  werden,  wenn  man  jene 
Durchschnittspunkte  bei  allen  Strahlen  so  annimmt,  dass  sie  inner- 
halb der  Oeffnung  der  Hauptblendung  liegen. 

Die  Annahme  einer,  die  Lage  der  einfallenden  Strahlen  be- 
stimmenden Blendung  begreift  übrigens  sämmtlich«,  bei  den  In- 
strumenten vorkommende  Einrichtungen  in  sich,  wenn  auch  keine 
eigentliche  Blendungen  an  denselben  angebracht  sind.  Finden  nämlich 
alle ,  auf  die  erste  brechende  Fläche  fallende  Strahlen  ungehinderten 
Durchgang  durch  das  Instrument,  wie  es  bei  den  meisten  Femröhren 
der  Fall  ist,  bei  welchen  ein  oder  mehrere  Bilder  zu  Stande  kommen, 
so  muss  die  Fassung  des  Objectivs  als  Hauptblendung  angenommen 
werden.  Hat  aber  das  Instrument  eine  so  grosse  Oeffnung,  dass  die 
durch  dasselbe  gehenden  Strahlen  nicht  alle  durch  die  Pupille  des 
hinter  ihm  befindlichen  Auges  gelassen  werden,  wie  es  bei  dem 
Galileischen  Fernrohre  und  den  Loupen  der  Fall  ist,  so  vertritt  die 
Pupille  die  Stelle  der  Hauptblendung. 

Ausser  der  Hauptblendling  kommen  bei  den  optischen  Werk- 
zeugen häufig  noch  andere  Blendungen  vor,  von  welchen  aber  hier 
keine  Rede  ist,  da  ihre  Oeffnungen  nach  der  Grösse  des  Gesichts- 
feldes und  der  Oefihung  der  Hauptblendung  bestimmt  werden,  so 
dass  sie  ^en  durch  die  letztere  gehenden  Strahlen  kein  Hinderniss 
in  den  Weg  legen ,  mithin  auch  keinen  Einfluss  auf  ihre  Lage  haben. 
Es  seyen  nun 
i^  die  Entfernung  der  Hauptblendung  von  der/~  brechenden  Fläche, 

hinter  derselben  angenommen. 
Vi  und  ^  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Durchscl)nittspunktes 
des  allgemeinen  farbigen  Strahles  mit  der  Ebene  der  Haupt- 
blendung, parallel  mit  den  Axen  der  y  und  x. 
Da  dieser  Durchschnittspunkt  dem  durch  die  /*  Fläche  ge- 
brochenen Strahle  angehört,  so  muss  in  den  Gleichungen  desselben 
gesetzt  werden: 

»j  =  —  6 

Vi  =  ^j 

^i  =  &  . 

Bedienen  wir  uns  daher  der  Gleichungen  (a)  von  Nro.  6  ond 

(c)  von  Nro.  15,  weil  die  Hauptblendung  im  Allgemeinen  nicht  in 

der  Nähe  des  dazu  gehörigen  Bildes  angeüommen  werden  kann,  so 

erhalten  wir  daraus 
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Die  Coordinaten  v  und  g  werden  als  unabhängige  veränderliche 
Grössen  betrachtet,  so  dass  sie  keinen  mit  A  und  3  bezeichneten 
Yerändernngen  unterworfen  sind.  Multiplicirt  man  daher  die  vor- 
hergehenden Ausdrücke  mit  ( — rr^Jo  so  giebt  die  abgesonderte 

Yergleichung  der  Grössen  der  ersten  Ordnung  und  derjenigen,  welche 
den  Ordnungen  A  und  S  zugehören ,  die  folgenden  Gleichungen : 

»-C^^+^+C-¥<),K), 

Die  drei  letzten  dieser  Gleichungen  entstehen  aus  den  drei  ersten, 

wenn  darin  v  und  Y  mit  P  und  X  verwechselt  und  [-^1  =  0  se^ 
setzt  werden.  ^^^ 

Substituirt  man  in  der  ersten  derselben  statt  Yj  und  (^j  ihre 
Werthe  aus  Nro.  4 :  ^   * 

Yj  =  ^  (1^.  +  Ki  ^i) 

80  wird  jene  Gleichung 

Kj  enthält  die  willkührliche  Constante  Kj,  welche  in  Nro.  4 
eingeführt  wurde,  um  in  dem  Ausdrucke  von  Y^  das  von  (p^  ab- 
hängende Glied  abzusondern.  Hiernach  ist  der  durch  l^^  bezeichnete 
Theil  von  y\  unabhängig  von  ^^,  und  da  durch  einen  und  denselben 
Punkt  in  der  Ebene  der  Blendung  Lichtstrahlen  von  allen  Punkten 
des  durch  das  Instrument  betrachteten  Gegenstandes  gehen,  die  Lage 
der  letzteren  Punkte  aber  durch  ^^  bestimmt  wird,  so  muss  v^  eben* 
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falls  unabhängig  von  (^^  seyn.  Die  bis  jetzt  noch  unbestimmte  Con- 
stante  K^  muss  daher  so  bestimmt  werden ,  ^dass  der  inelavirte  Factor 
von.^j  in  der  vorhergehenden  Gleichung  =  0  wird,  wodurch  die- 
selbe in  die  beiden  folgenden  zerfällt:  % 

Lr«    ^+a( .  .  cb, 

Ebenso  erhält  man  aus  der  vierten  Gleichung  (a) 

0-f7)i«  =  Tf- <«' 

Wird  die  Stellung  der  Hanptblendnng  als  bekannt  angenommen, 
so  sind  die  Coordinaten  <j,  vj,  g  gegebene  Grössen.  Ferner  ist  aus 
(q)  von  Nro.  4 

K.—  Kl  =  2i  Ä^->  =  -  2i  ^"-t  y^  a^, 

wonach  (Kj  —  K^)  als  eine  bekannte  Grösse  betrachtet  werden  kann. 
Die  Gleichungen  (b)  und.  (c)  enthalten  daher  in  diesem  Falle  nur  noch 
die  unbekannten  Grössen  K^ ,  Y^  und  Xj ,  zu  deren  Bestimmung  sie 
hinreichen.    Sie  geben 

Ist  dagegen  die  Stellung  der  Hanptblendung  wiliktihrlich ,  so 
müssen  K^,  F,  und  X^  durch  andere  Rücksichten  bestimmt  werden, 
die  Gleichungen  (b)  und  (c)  dienen  alsdann  zur  Bestimmung  von 
<j,  t;j  und  ^,  und  es  folgt  daraus,  da  K, ,  Y^  und  X^  nunmehr  be- 
kannt sind: 


Äj    =   Ä.    -  Si, 


VJ 

Vm      1 


(e) 


J-.  =  JI  _  JL 

Die  vorhergehenden  Formeln  enthalten  mehrere  Grössen,  welche 
sich  auf  die,  der  Blendung  unmittelbar  vorhergehende  brechende 
Fläche  beziehen;  es  ist  jedoch  bisweilen  bequemer,  statt  derselben 
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die  esrrespondlirenden  Grössen  in  Bezn^  auf  die  folgende  brechende 
Fliehe  «i  gebraachen.    Nennt  man 
^%i  die  Entfemunfi^  der  Haaptblendong  von  der  0*+l)**"  brechen- 
den Flache,  vor  derselben  angenommen,  so  ist 

<i  =  dj  —  iVt 
Aus  Nro.  4  erhält  man  ferner 
Ä  +  rfj  =  <^j+i 

y     _    J^j  +  1    Cj  +  1 


mitbin 


9i 


(9  +  Oi  =  (^  +  rf)j  —  Ci'+i  =  (c—  Oui 

^9  +  Cyi        Cj+1  VC  — cVj+i 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  verwandeln  sich  die  Formeln 
(b)  und  (c)  in  folgende: 

Sie  entstehen  aus  den  ersteren,  wenn  darin  Aj,  Fj,  yj,  g  mit 
Äj+i,  Fj+i,  Cj+i,  —  t,',.!  verwechselt  werden.  Durch  diese  Verwechse- 
lungen geben  daher  die  Ausdrücke  (d)  die  folgenden,  bei  welchen  an- 
genommen ist,  dass  sich  die  Hauptblendung  vor  der  (^  4*  O^  brechen- 
den Flache ,  und  zwar  in  der  Entfernung  t/^.  i  von  derselben  befindet : 

K   --YmC-^^') 

Vj     VC  —  CVj+i^ ^f) 

Ebenso  erhalten  wir  aus  (e)  fSr  den  Fall,  dass  Kj ,  Vi  und  Xi 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden ,  die  folgenden  Formeln : 

ÄH. = Ä.  -^^'  ^-' J:  '^' 

t'+«  Q«         fiKi*i  ) (g) 
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Obgleich  durch  die  vorhergehenden  Aasdrücke  Ki ,  l^j  und  X, 
bestimmt  worden  sind,  so  werde  ich  doch  diese  Grössen  der  Einfachheit 
wegen  in  den  allgemeinen  Formeln  beibehalten. 

S33  Gehen  wir  jetzt  zu  der  zweiten  Gleichung  (a)  von  Nro.  22 
über.    Sie  wird,  wenn  wir  darin  statt  (    ^,      ).  seinen  Werth 

aus  der  ersten  Gleichung  (b)  derselben  Nummer  substituiren, 

Die  Formeln  (g)  von  Nro.  8  and  (g)  von  Nro.  10  geben  aber 
durch  Verwechselnng  von  t  mit  j 

ACY). 

-  Ki  [(t,  +  Kt  f,-)  A^-  —  A  f ,] 

+  L,"  (X?  +  t?)  t, 

+  y;  (x;  +  tD  «p, 

IÄj  [(i^,  +  Kt  fO  A~  —  A  ^.] 
-  Ki  Li  (X!  +  V?)  t. 
—  Äj  Jlfj  ^^ — ^ — l^  «f , 
-  Ki  Oj  t,  .^?  -  Ki  Pi  <fi 

Da  vermöge  (a)  die  Summe  dieser  beiden  Grössen  =:  o  ist,  so 
erhalten  wir  daraus 

+  iKM-M")i  (^5Jll^  ^. 

-  flrf  (XI  +  y»)  9>.  ^    .    .    .    (b) 

+  (K0-  O^j  y,  «p? 

+  CKP  -  P'Oi  fl 

In  mehreren  der  vorhergehenden  Formehi  kommt  deijenige  Theil 
von  A(Y>j  vor,  welcher  von  <pi  allein  abhängt  ond  mit  A(Y)'/  be- 
zeichnet wurde.    Hiemach  ist 

A(Y)y  =  (KP  -P^iipl 
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Sobstitiiiren  wir  darin  stati  (KP  —  P^  seinen  Werth 
(KP  —  P^)j  =  iTj 

ns  (1)  von  Nro.  80,  so  wird 

A(yy;  =  (KP-P''^,  ^  =  iPj  <pj co 

Behandelt  man  auf  dieselbe  Weise  die  fänfte  Gleichnng  (a)  von 
Nra.  SS,  so  wird  sie  zuerst 

Sodann  geben  die  Formeln  (q)  von  Nro.  4,  (b)  von  Nro.  7  and 
Cg)  von.  Nro.  10 

r       xzi     1  \^^^^*  ~  ^  ^»  ^r 

(+  iwr  X,  t,  .^,  +  jvr  X,  fi 

V  K    yj  ^j  V,l_  ^   j^_   y^     jj.^   ^^  _  jj.^  j^^  ^^  ^. 

folglich,  da  die  Somme  dieser  Ausdräcke  vermöge  (d)  =  0  ist, 
A(X).  =  (KL  -  I/Oj  (IX?  +  ^)  X,    J 

+  itLM  —  at'^i  X^f^f^  j    .    .    .    .    (e) 

+  CKJV-iV"^  X,  f!  ) 

S43  Es  bleibt  non  nocb  äbrig,  die  dritte  and  sechste  Gleichong 
(a)  von  Nro.  SS  zu  betrachten.    Substituiren  wir  darin,  ebenso  wie 

es  bei  der  zweiten  geschehen  ist,  statt  f     j..  ).  seinen  Werth 

80  verwandeln  sie  sich  in  folgende: 

^  ^\V*A  \      g         gA  ^  ^^^ 

o=»x,  +  (^)^x,j^ 

Aas  (q)  von  Nro.  4,  (h)  von  Nro.  17  and  (c)  von  Nro.  18  er- 
halten wir  aber 

ay^  =  -LI^OT},  -  Kj  [c^,  +  K,  <f>o  af -».»>,] 

riK>v  c  1  _ ,  A  _  I )  Ki  [ct.  +  K.  <po  4  -  ^-pj 


'.  ^  J_^»CX).  -Kj  X.  jl 

J     IT      t  Cm 

*^j  /+   («Jj   X.   iv 
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# 

folglich,  da  vermöge  (a)  sowohl  dieSomme  der  beiden  ersten  dieser 
Ausdrücke,  als  anch  die  Summe  der  beiden  letzten  ss  0  ist, 


Kfir-(«)1  t,  9v  +  [KT  — (T)]j  f,  a„  j... 
Kfif  — («)Jj  X,  Jv  '^  ^ 


Vermittelst  der  in  (q)  und  (s)  von  Nro.  17  gefundenen  Werthc 
kann  man  diesen  Formeln  eine  andere  Gestalt  geben.    Es  ist  nämlich 

fK  T  -  cT)]i  =  «j 
daher 

acY).  =  (t  +  ^)^  y.  S,  +  Vi  f,  9v   l 
«iCX),  =  (t  +  f  )^  X.  J.  ^ 

In  mehreren  der  oben  entwickelten  Ausdrücken  wurde  ^C^')| 
in  die  beiden  Theile  iCYYt  und  9(Yyi  zerlegt  und  dabei  angenommen, 
dass  der  letztere  von  <fy  allein  abh&ngig  sey. 

Hiemach  folgt  ans  (b)  und  (c) 

diY)\  =  fK« -(«)],  1^.  9p  =  (t  +  ^)^  f,9v  i     ^jj 
9iY)'i  =  [KT— (T)]i  f^  9v  =  Wj  <p,  a,  j 

S53  Wir  können  jetzt  die  in  den  beiden  vorhergehenden  Num- 
mern gefundenen  Wertbe  in  den  früher  erhaltenen  Formeln  substitniren. 

Durch  die  in  (b)  und  (e)  von  Nro.  t3  gegebenen  Werthe  ver- 
wandeln sich  zuerst  die  Formeln  (e)  und  (g)  von  Nro.  10  in  folgende : 

-  K,  [(V,  +  K.  9i,)Al  -  A*,] 
4-  I  f/  +  (KL  -  L")j1'(X!  +  f\)  y. 

+  I  of  +  (K  o  -  o")j  I  y.  <j>ii 

+  1  p;  +  (K  p  -  P")i  I  (f?  /(•) 

-  K  X,  A^ 

A  X,  =  ^/  +  f  Lf  +  (K  L  -  I/')j  J  (Xf  +  1^)  X, 
' '+  \Mf  +  (K.W  -  J»f")i]  X.  1^.  ,>. 
+  r iVf  +  (K JV  -  N"^t\  X.  <fl 
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,+  [LJ'  +  (K L -  JTOjJ  (XJ  +  f*0  fi 

+  [P|'  +  (KP-P")jJf?  ^^*^ 

i-KiX,AJL 
+  m'  +  otL  -  L'Oj]  (X;  +  Pj  X. 
+  rjiff'+(Of-j»f'0j]x.  tt  f, 
+  [iV?'  +  (IÜV-A^]  X.  f, 

Sodann  erhalten  wir  ans  (c)  von  Nro.  18  durch  Sabstitution  der 
in  (b)  von  Nro.  84  ii^egebenen  Werthe: 

(  +  [(n  +  (ÄT-(T)^l9>,Jp       J (b) 

,-,  _  1   i-ücx.a-i- 

'  ^+i:(«)i+Ä«-(«))j:ix,», 

Substitniren  wir  femer  in  den  Ausdrücken  (k)  und  (I)  von 
Nro.  18^  statt  9(.Yy(  seinen  Werth  aus  (d)  von  Nro.  84,  so  werden 
dieselben 

=  ^}ä,<j>,  s»^  -»»<?.  +  ttj.f,  »r  «4; -''•»*•  *»*1 

Endlich  geben  die  Formeln  Co) ,  f p)  und  (r)  von  Nro.  80^  wenn 
maq  darin  die  in  (c)  von  Nro.  83  und  (d)  von  Nro.  84  gefundenen 
Werthe  substituirt, 

-\- KjfU^  — WttpUp 


.  (d) 


c, 
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0(">[(T).  +  CJiCT-(T))jJ 
^  „.   ,  +  CO«-'  K.  -  «  Pt-J)  T/SO.  +  ■Si'l 

-[PI^C«.-»».«»..)  >  •  <^'*-> 

In  Nro.  Sl  wurde  eine  zweite  Methode  angeführt,  die  Grösse  Wt 
namerisch  zu  berechnen.  Substituiren  wir  in  den  dortigen  Aus- 
drucken (u)  und  (w),  statt  A(Y)'/  und  d(Y)7,  ihre  Werthe  aus  (c) 
von  Nro.  23  und  Cd)  von  Nro.  24,  so  werden  dieselben 

ir.=  ^|[«ri  +  2K.Pj(±-l)  +  Pf_P.j      I 

Der  hierdurch  erhaltene  Werth  voo  KJ  muss  zur  Berechnung 
von  Pf  nach  der  in  der  allegirten  Nummer  angegebenen  Methode 
gebraucht  werden,  worauf  der  durch  die  letzte  Formel  gefundene 
Werth  von  Wi  an  die  Stelle  der  mit  (d)  bezeichneten  gesetzt  wer- 
den kann. 

Bestimmung  der  durch  die  Integralion  der  endlichen  Differenzen'- 

gleichungeti  eingeführten  Constanten. 

263  Die  mit  dem  Index  1  und  den  Charakteristiken  A  und  ^ 
versehenen  willkührh'chen  Constanten,  welche  durch  die  Integration 
der  endlichen  Differenzengleichungen  eingeführt  wurden,  haben  wir 
in  den  vorhergehenden  Formeln  beibehalten,  um  diese  auf  die  Verbin- 
dung mehrerer  Systeme  von  brechenden  Flächen  anwenden  zu  können, 
in  welchem  Falle  die  Constanten  bei  jedem  derselben  durch  die  Ab- 
weichungen des  vorhergehenden  gegeben  sind.  Damit  jedoch  die 
ohnehin  schon  weitläufigen  Formeln  nicht  durch  unnöthige  Glieder 
noch  complicirter  werden,  ist  es  zweckmässig,  jene  Constanten  schon 
jetzt  für  die  in  der  Ausübung  vorkommenden  Fälle  zu  bestimmen. 

Ich  betrachte  zuerst  ein  einziges  Instrument  und  setze  voraus, 
dass  dasselbe  für  einen  in  der  unveränderlichen  Entfernung  c^  be- 
findlichen Gegenstand  eingerichtet  ist,  welchen  ich  als  eine  auf  der 
Axe  der  %  senkrecht  stehende  Ebene  annehme.  In  dieser  Ebene 
liegen  daher  alle  leuchtende  Punkte,  von  denen  Lichtstrahlen  in  das 
Instrument  fallen. 
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Bei  der  Entwickelung  der  vorhergehenden  Formeln  worden 
statt  der  rechtwinkeligen  Coordinaten  bi  and  Ci,  dorch  welche  im 
Anfange  die  Lage  des  leuchtenden  Punktes  bestimmt  war,  die  Grössen 

1  =  —  +  A—  +  A'-i  +  *—  +  J»l  +  9A— 

C|  C|  C|    ,  C|  Cj  C|  C| 

-^=  fi  +  A<}Jt+A«<^,  +  J^t  +  ^»^,  +  ^A^t 

eingeführt,  welche  die  Stelle  jener  Coordinaten  vertreten.  Hierbei 
bezeichnen  die  mit  den  Charakteristiken  A  und  S  versehenen  Grössen 
im  Allgemeinen  Veränderungen  in  der  Lage  des  leuchtenden  Punktes, 
welche  entweder  willkührlich  angenommen  oder  durch  vorhergehende 
Brechungen  hervorgebracht  worden  sind. 

Soll  daher  der  leuchtende  Punkt  dem  in  der  unveränderlichen 
Entfernung  Cj  befindlichen  Gegenstande  angehören,  so  sind  alle  jene 
Veränderungen  ==  0,  und  die  Lage  des  leuchtenden  Punktes  wird 
durch  die  Coordinaten 

J-  =  JL 

bestimmt. 

Hiernach  erhält  man  aus  den  oben  gefundenen  Ausdrücken  die 
folgenden,  welchen  ich  zur  leichteren  Vergleichung  die  Nummern, 
in  denen  sie  entwickelt  wurden ,  und  die  den  Formeln  daselbst  beige- 
setzten Buchstaben  hinzufüge: 


(0  =  V^^ 
y,  =  ^  [Jt\  +  K,  (f  J     J Nro.  4  (m),  (q) 

Y   ^1 

X,  -  ^^- 

A—  =  —  ilrLi(X?+  y?)  +M,  ^iä.  +  JV,ä!I  ...    Nro.  7  (h) 
9i  Vi 

+   O;    tt   fl   +  P,   f\ 

i[Lr  +  (KL-L'Mj|(X?  +  fn  t, 
4-  IM'!  +  (KM  -  Jlf 'OjJ  (^^^  f 
+  fof'  +  (K  o  -  0")j1  1^.  <(>: 
+  tP:'  +  (KP-  p^j1<p? 
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j  IfLr  +  (KL  -  L"jj1(X?  +  tf)  X, 
=  ^  +  im:'  +  (KJff  —  Jtf'OjJ  X,  y.  «p,       ^  •    •    Nro.  «5  (ai 
f+  [W  +  (KJV  -  JV")j|  X,  .ji?  \ 

A«—  = Ü.  ft  [X?  +  (V,  +  K,  *,)•]»    ....    Nro.  fS  (q) 

^1  Vi 


(e) 


C  VA»  1  _  A*C)  =  -  1j  (?,  c  t.  +  K.  9>.)  [XI  +  ( t,  +  K.  <j>OT  No.  14 

V         ff  ffyi  Vi 

S —  =  —  — -  8i  9v  I 

(j^j  -  »j).  =  -  V  f*'  ^»  *'  +  ^'  '^'  *"'     1 

a  y.  =  JL  Sk«).  +  CK»  -  («))]  ^.  *v     ) 
ax,  =  -p^  [(«).  +  CK«  -  (»Oii  X.  dv     \ 

(■y,.i_,.r)'._i..  y, ,..     r  •  •  ""■•"'"' 

V       g  gy>  »i  J 


('ya«±  _  a»/^"+  a  1'  a—  =  —  —  /,  *,  Jv»  (  .    .    Nro.  85  (e> 


9i  [ 

aXi  a—  =  0 

V       9  gj/i 


Nro.  18  (nw 


19  dl) 


=  --^  r,  I (!?'.+ K. f.) [X!+(y.  +  K.<p,)n-K?^?U.| 

*'         '  '      '  Nro. 

^       r^^       '-        ^^    i'    ^    J'    ^'        '  .    Nro.  «5,d) 

Vi  j 

[Ay  +  (I=:£)z]ai-  =  ü       / 
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Die  Ausdräcke  (a)  von  Nro.  6  and  (c)  von  Nro*  15  geben  tür 
einen  beliebigen  Werth  von  «i  die  folgenden  Gleichungen  des  allge- 
meinen farbigen  Strahles  onter  der  Voranssetziing,  dass  Mos  die 
Grössen  der  zweiten  Ordnung  beibehalten  werden :' 

Auf  dieselbe  Weise  erhalten  wir  aus  (c)  von  Nro.  5  und  (d) 
von  Nro.  15  die  Gleichungen  des  allgemeinen  farbigen  Strahles,  wenn 
seine  Lage  nur  in  der  Nähe  des  letzten  Bildes  betrachtet  wird. 
Trennt  man  darin,  sowie  es  bei  den  vorhergehenden  Entwickelungen 
geschehen  ist,  diejenigen  Glieder  der  dritten  Ordnung,  welche  sich 
auf  die  Farbenzerstreuung  beziehen,  und  entweder  X^  und  ^^  oder 
fffg  allein  enthalten,  so  sind  jene  Gleichungen 

1+("t-»Ä+(i'»'7-»"0' 


9        gy'     ^       9         9 
-  +  «fyA-  — A^^ 

9>  ^      9  9 


y.  =  -  «/ +  [a  y  +  (1=9  zj^l 


ib) 


Xi  A-i  +  X.  A«— 

9>  9< 

1+  X,  9—  -f-  X  a»—  +  ax  »i 

Substituiren  wir  jetzt  in  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  die  vor- 
hergehenden Werthe,  so  erhalten  wir 


/ 
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/.  die  Gleiekimgen  de*  allgemeinen  farbigen  Strahle»  für  einen 
beliebigen  Werth  von  S|  und  mit  Vemaehläangung  der  Glieder 
der  tbitten  und  höheren  Ordnungen 

<p.  +  L,  (XU  *!)  V.  +  Jtf .  (^^^^  <)>• 

+  o,  t,  <f>\  +  p,  ^»  +  s,  y,  a,  +  T,  <f,  Jv 

Y.  +  Ki  .p, 

+  m'  +  (KL -  L")jl  (X?  +  Y?)  t, 

j,,= Zi5  /  \+  [.tf r  +  (K  ilf  -  J»f 'Oi]  (^^)  .p. 

"     ]_ 2l(^=9\ l+W^-  Vi']  CX?  +  V?)  <^, 

'+['^  +  CKP-P")i]fJ 

+  [(fiT). + CK« -  c«))i]  V,  a,  ^^*^ 

+  [(n  +  CKT— (Tj)j"J  «j>.  », 

/Li(XJ+  V?)  X,  +  Jlf,  X.  1^,  (^. 
\+  N,  X,  ^!  +  «,  X,  Sv 

X,  +  [LI'  +  (KL  -  I/OjJ  (X!  +  tn  X. 

(+  rc«)>  +  CK«  -  («))jl  X.  a,         y 

//.  <ß«  Gleichungen  de»  eUlgetneinen  farbigen  Strahle»,  wenn  »eine 
Lage  nur  in  der  Nähe  de»  letzten  Bilde»  betrachtet  wird, 

I  I  /  I 

<p,  +  L.  (X?  4-  V»)  V,  +  M,  (l^Ii_ilT)  ^, 

+  O.  Y,  ^I  +  P.  9>? 

J+  0.  (V.  +  K.  ^0  [X*  +  (t,  +  K.  .f  ,)«]• 

1+  U,  [(t,  +  K.  .p.)  (XI + ct. + K,  <,>.)0  -  K?  <prj  Sv 
+  T,  <^,  «»  +  ti  ^,  «,»  -f  Wi  ^f  »» 

L,  (X?  +  Y?)  X,  +  Jlf,  X,  V,  ,p, 
+  JV,  X,  tfi  +  0,  X.  [XJ  +  et,  +  K,  <p.)M» 
ar.  =  *i^^'+  Si  X,  Bv  +  «,  X.  «,« 

+  U,  X.  [X?  +  (t,  +  K,  (J>.)»1  «p 


Hd) 
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Die  Formeln  fq)  und  fr)  von  Xro.  4,  (i)  von  Nro.  9,  (d)  von 
LNro.  18,  (a)  und  (b)  von  Nro.  »5  geben  endlich 

///.  die  Coordinaten  des  Einfaltspunktes  auf  der  i^  brechenden 
Fläche  und  die  Veränderungen  dersetben,  icelche  durch  die 
Abtceicliungen  wegen  der  Gestatt  und  Farbemeratreunng 
hervorgebracht  werden, 

Y.  -  -i-  (1".  +  Ä.  ?■,) 

X 

z. 


X. 

W  + 


vr 


AI  +  rf  +  K,  ^),1- 


dU  +  iKL  -  L"jiT  (x;  +  -ixs  1-, 
+  fjH.'  +  tJfJM  -  Jiroil  (^LiUl)  , 
A  v.-=  y-[+  [9,  -  ?n  (X!  +  ro  *, 

'1+  [Of  +  cÄO-  0")j1  y,  fi 

Utf  +  (Ät  -  z."),]  cx!  +  *;)  X, 

|AX,=  -^  +  [.Mr  +  CKM  —  Jtl"),]  X,  y,  f, 

'  f  +  T-^"  +  cA-jv  -  jv"i,i  X,  ,>; 

I  '2'  -=  ÄCC^^4j^)'  +  «XiX  +  2  VA  v], 
1    l[tS)i  +  CA'S-(S)>1  V".  s, 

T,  \+  icn  +  CAT  -  (TOii  f.  ä» 

»X,  =  4-  [CSi  +  CAS  -  cSOjI  X,  », 


■p;-   [CS).  +  CAS 
»Z,  =  J-[XäX  +   Y3Y\. 

Die  Verglcichun^  der  Formeln  /.  und  /f.  zeigt  übrigens,  wie 
nothwendig  es  ist,  sich  bei  den  letzteren,  welche  am  hüufigsten  ihre 
Anwendung  finden,  der  oben  gebraucliten  Abkürzungen  zu  bedienen, 
indem  dieselben,  wenn  man  sie  eben  so  vollständig,  als  die  Formeln  /. 
entwickeln  wollte,  so  weifläuftig  werden  würden,  dass  ihr  Gebrauch 
mit  allzugrossen  Beschwerden  verbunden  wäre. 

Ist  das  Instrument  mit  einem  achromatischen  Objeetive  versehen, 
und  können  diejenigen  Glieder  der  dritten  Ordnung  vernachlässigt 
werden,  welche  von  den  Ocularen  herrühren,  so  giebt  die  dritte 
Formel  (h)  von  Nro.  19 

fl'al  _  A^y  =  -  i  r.  Ä!  f!  3. 

II 
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Oben  wurde  gefoaden 

Wir  können  daher  in  diesem  Falle  W\  mit  Ux  K\  verwechseln, 
wodurch  die  Rechnung  vereinfacht  wird. 

Befindet  sich  vor  der  ersten  und  hinter  der  letzte^  brechenden 
Fläche  einerlei  durchsichtiges  Mittel,  so  ist 

V,    =    t 

^n=  0 
Man  hat  folglich  in  diesem  Falle  vermöge  (d)  von  Nro.  17 

p,  =  1 
aj  —  0 
ft  =0 
Ebenso  ist 

«j  =  0 
wenn  sich  die  Hanptblendung  in  demselben  durchsichtigen  Mittel  befindet. 

Einfluss  einer  Veränderung  in  der  Entfernung  des 

Gegenstandes. 

S7}  Bei  den  Formeln  der  vorhergehenden  Nummer  ist  die  Ent- 
fernung des  durch  das  Instrument  betrachteten  Gegenstandes  als 
,  unveränderlich  vorausgesetzt  worden.  Da  jedoch  die  Fernröhre  häufig 
bei  sehr  verschieden  entfernten  Gegenständen  gebrauche  werden,  so 
ist  es  wichtig,  den  Einfluss  zu  bestimmen,  welchen  eine  Veränderung 
in  der  bei  der  Berechnung  des  Instrumentes  angenommenen  Entfernung 
des  Gegenstandes  auf  die  Lage  der  gebrochenen  Strahlen  äussert. 

In  jener  Nummer  wurde  die  Lage  des  leuchtenden  Punktes 
durch  die  Coordinaten 

Ci  c, 

—    -^t 

bestimmt.  Aendert  sich  nun  die  Entfernung  des  Gegenstandes,  so 
kann  man  annehmen,  dass  sich  dadurch  —  in 

1  =  1 +  a1 

1  1 

verwandelt,  wobei  A— eine  Veränderung  von  —  bezeichnet,  welche 

fflr  alle  Punkte  des  Gegenstandes  und  fSr  alle  von  denselben  aus- 
gehende Strahlen  einerlei,  d.  h.  von  ^i,  Y^,  Xi  und  v  unabhängig 
ist.  Da  die  Coordinaten  —  und  (pt  als  unabhängige  veränderliche 
Grössen  betrachtet  werden,  so  können  wir,  ohne  der  Allgemeinheit 
zu  schaden,  die,  A —  entsprechende  Veränderung  von  ^i  =  0  setzen, 
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indem  hierdurch  weiter  iiiclits  bestiramt  wird,  als  dasn  sich  die 
Formeln  bei  deu  verschiedeiiea  Entrernun^en  des  Gegenstandes  stets 
auf  denjenigen  Punkt  desselbeu  beziehen,  dessen  scheinbare  Ent- 
fernung von  der  Axe  ^p,  zur  Tangente  hat,  welches  nicht  hindert, 
sie  durch  eine  schiekliche  Bestimmung  dieser  Grösse  auTsammtlichc, 
ihn  zugehörige  Punkte  anzuwenden. 

Jede  Veränderung  in  der  Eritrcmung  des  Gegenstandes  macht 
es  nothwendig,  die  innere  Einrichtung  des  Fernrubrs  ebenfalls  ab- 
zuüBdern,  damit  der  Gegenstand  stets  deutlich  gesehen  werden  kann. 
Die  der  letzten  brechcndeii  Flache  des  Objeclivs  zugehörige  Ver- 
einigungsweite g  hSngt  nämlich  von  der  Entfernung  des  Gegenstandes 
ab  und  verändert  sich  daher  mit  dieser,  welches  auch  bei  allen  folgenden 
Vereinigungsweiten  staltfinden  würde,  wenn  man  nicht  durch  Ver- 
schiebung des  Oculareinsalzes  bewirkte,  dass  das  von  der  letzten 
brechenden  Flache  hervorgebrachte  Bild  eine  unveränderte  Entfernung 
von  derselben  behielte,  um  dem  dahinter  befuidlichen  Auge  stets  in 
jE^leicher  Entfernung  zu  erscheinen.  Hierdurch  bleibt  folglich  die 
letzte  Vereinigungs weite  ff,  bei  allen  Lagen  des  Gegenstandes  un- 
verändert, und  da  die  zu  dem  Ocnlareinsatze  gehörenden  brechenden 
Flächen  bei  der  Verschiebung  stets  dieselbe  Entfernung  von  einander 
behalten,  so  folgt  ditraus,  dass  auch  alle  vorhergehende  Vereioigungs- 
weiten  c  und  y,  welche  sieh  auf  die  Oculare  beziehen,  keine  Aende- 
ruiigen  erleiden. 

Nach  Nro.  8  ist  der  Ursprung  der  Abscisse  Xt  derjenige  Pankt, 
in  welchem  die  i"  brechende  Flache  die  Axe  des  Instrumentes  durch- 
schneidet. Durch  die  Verschiebung  des  Oculareinsatzes  ändert  sich 
daher  die  Lage  jenes  Ursprungs  ab;  da  aber  a-,  als  unabhängige 
veränderliche  Grösse  zu  betrachten  ist,  von  welcher  die  beiden  anderen 
Coordinalen  x-,  und  y.  Functionen  sind,  so  kann  %,  hei  der  Verschiebung 
ftts  unveränderlich  angesehen  werden,  wonach  sich  die  Formeln  stets 
auf  denjenigen  Punkt  des  gebrochenen  Strahles  bezieben,  dem  dieselbe 
Abseisse  s,  zugehört. 

Dieses  vorjiusgesetzt ,  nehmen  wir  die  Gleichungen  des  ge- 
brochenen Strahles  in  der  \ähe  des  letzten  Bildes,  welche  in  (b)  von 
Nro.  86  gegeben  sind,  mit  Vernachlässigung  aller  Glieder  der  dritten 
Ordnung.     Diese  Gleichungen  sind 

Bezeichnet  man  nun  mit  der  Cheracteristtk  S  die  Veränderungen, 
welche  dadurch  entstehen,  dass  —  um  die  Grösse  A — zunimmt. und 


I 
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vernachlässig;!  die  Producte  der  mit  A —  multiplicirtcn  Glieder  io 
(  — i^)"  ^^  letztere  Grösse  als  zur  dritten  Ordnung  gehörig;  be- 
trachtet wird,  so  gebe»  die  vorli ergehenden  Gleichungen 

ex.  — ,,[s(XAi)  +  E(.V>l)3  \ 

Bei  der  weiteren  Eotwickelung  dieser  Ausdrücke  nehme  ich  an, 
dass  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt,  die  Farbenzerstreuung  in 
der  Axe  und  der  farbige  Rand  I>is  auf  Grössen  der  dritten  Ordnung 
gehoben  sind,  so  oft  die  auf  jene  Abweichungen  sich  beziehenden 
Glieder  gebraucht  werden,  daher 

V      g  g/.'     ?.'  V      g  gJ.'     y,  Kg  gji 

als  solche  Grössen  betrachtet  werden  müssen,  deren  Proifiicle  mit  Ä — 
in  ilen  correspondirenden  Gliedern  vernachlässigt  werden  können.     ' 

88)  Zuerst  ist  es  »othwendig,  die  Veränderungen  derjenigen 
Grös.sen  zu  bestimmen,  von  welchen  die  verschiedenen  Glieder  der 
Ausdrücke  (b>  der  vorhergehenden  \unimer  Functionen  sind.  Fände 
keine  Verschiebung  des  Ocularcinsatzcs  statt,  so  würden  diese  Ver- 
änderungen durch  die  obigen  Formeln  unmittelbar  gegeben  seyn, 
wenn  sie  vollständig  entwickelt  worden  wären.  Wir  haben  aber 
bei  den  darin  enthaltenen  Grössen  der  dritten  Ordnung  in  Bezug 
auf  die  Veränderungen  von  —  nur  diejenigen  Glieder  beibehalten, 
welche  zur  Berechnung  des  Einflusses  vorhergegangener  Brech- 
ungen nothwendig  sind,  weil  damals  die  Umstände,  die  bei  der 
gegenwärtigen  Untersuchung  in  Betracht  kommen,  noch  nicht  ge- 
hörig erörtert  werden  konnten ,  daher  es  erforderlich  ist ,  da? 
Fehlende  hier  noch  nachzuiiolen.  Da  au^sserdem  bei  jenen  Formeln 
ein  unveränderliches  Instrument  vorausgesetzt  wurde,  so  sind  sie 
nur  auf  die  Flächen  des  Ohjectivs  anwendbar,  für  die  zu  den  Ocu- 
laren  gehörigen  Flächen  dagegen  müssen  die  Formeln  besonders  ent- 
wickelt »erden. 

Zu  dem  Ende  nehme  ich  an,  dass  die  e"  Fläche  die  letzte  ist, 
welche  zu  dem  Objective  gehört.  Das  von  ihr  entworfene  Bild  kann 
in  Bezug  auf  den  Oculareinsatz  als  der  Gegenstand  angesehen,  und 
der  Oculareinsatz  unter  jener  Voraussetzung  als  ein  abgesondertes 
Instrument  berechnet  werden.  Die  auf  diese  Art  erhaltenen  Grössen 
bezeichne  ich  mit  den  bisher  gebrauchten  Buchstaben  und  einem  Ac- 
cente,  ohne  jedoch  den  Index,  welcher  ihnen  in  Bezug  auf  das  ganze 
Instrument  zukommt,  abzuändern,  so  dass  die  erste  Fläche  des 
OcuUreiusatzes  den  Index  (e-f-1)  erhält. 
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Vir  die  Fliehen  des  Objectivs  sind  die  Werthe  von  ID —  ond 
2)* —  durch  die  Fonneln  (0  von  Nro.  7  und  (r)  von  Nro.  13  ge* 
geben ,  wenn  man  in  denselben  nur  diejenigen  Glieder  berücksichtigt, 
wddie  mit  A —  und  (  A—  )  multiplicirt  sind,  ohne  zudeich  andere 

Ci  V     Cix 

Abweichungen  zu  enthalten.    Hithin  ist 

1        F*      1 
9m        r.      c.  ,  ^^j 


ffm  Vm  \      C^y 


Die  Ausdrücke  (a)  von  Nro.  4  und  (m)  von  Nro.  13,  verbunden 
mit  dem  ersten  der  vorhergehenden,  geben  ferner  in  Bezug  auf  das 
Objectiv 

»&.  =  —  Di. 


folglich 

F*       1 
»&«  =  _  -L=.  A- (b) 

v—t        Ci 

Bei  den  Flächen  des  Oculareinsatzes  sind  alle  diese  Grössen  =  0, 
weil  die  zu  demselben  gehörigen  Yereinigungsweiten  keine  Aende- 

ningen  erleiden. 

2)  F 
Den  dem  Objective  entsprechenden  Werth  von  — p-^  erhalten 

wir  sehr  leicht  aas  (f)  von  Nro.  18.  * 

Die  Formeln  nämlich,  welche  die  Farbenzerstreuung  betreffen, 
sind  unter  der  Voraussetzung  berechnet  worden,  dass  — ,  v  und  alle 
davon  abhängende  Grössen  um  die  mit  der  Characteristik  9  be- 
zeichneten Variationen  zunehmen.    Da  nun  9 —  und  dv  willkührlich 

Ct 

sind,  so  können  wir 

Ct  c, 

dp  =  0 
setzen,  worauf  jene  Formeln  unmittelbar  die  mit  der  Characteristik  Z) 
bezeichneten  Veränderungen  bestimmen.    Hierdurch  wird  der  allegirte 
Ausdruck 

^=(ä.-ä.)a1 (C) 

Um      1^  "  zu  ftnden,  bemerke  ich,  dass 
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ist.  Sabstituirt  man  hierin  (F«  +  DF«  +  2)»  F.)  statt  F.  und 
verfährt  ebenso  bei  den  übrigen  Grössen ,  dividirt  sodann  die  auf  diese 
Weise  erhaltene  Gleichung  durch  die  vorhergehende ,  so  folgt  daraus 

Vergleichen  wir  nach  vorheriger  Entwickelung  des  zweiten 
Tlieiles  dieser  Gleichung  die  zur  zweiten  und  dritten  Ordnung  ge- 
hörigen Grössen  abgesondert,  so  entstehen  die  beiden  Differenzeu- 
gleichungen 


Das  Integral  der  ersteren  dieser  Gleichungen  ist  die  bereits 
gefundene  Gleichung  (c).  Um  die  zweite  Gleichung  zu  integriren 
substituire  ich  zuerst  statt  Z>—  und  S* —  ihre  Werthe  aus  (m)  von 
Nro  13,  nämlich 

Cm        cl       g^x 

c„        ci        gu^x        cl    \    gJ^^ 

sodann  rtatt  D ,  D* und  (-17-)      ihre  Werthe,  Mcelche  aus 

(a)  und  (c)  durch  Verwechselung  von  m  mit  (m  —  1)  folgen ,  und 
bemerke,  dass 

Cm  =2  g^-x  +  rf—1 
ist.    Hierdurch  verwandelt  sich  die  zweite  Diflbrenzengleichung  in 
die  folgende: 

Es  ist  aber 

_  FjUi  jym~i  dL-1  _  _  F,,t  F,  cL-t  _  |jr(.) 

t'm-l  Cm  P«.l 

die  vorhergehende  Gleichung  kann  daher  unter  die  Gestalt  gebracht 
werden 
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Dm  Integral  dieser  Gleichung,  nach  der  zweiten  Formel  (Ji) 
von  Nrow  S  genommen,  ist,  wenn  man  das  dortige  m  mit  n  verwechselt, 

Da  Fl  =  1,  so  ist 

Nimmt  man  femer  die  durch  S  angedeutete  Summe  nach  (JSt) 
von  Nro.  3,  so  wird  in  Bezug  auf  das  Objectiv 

Für  die  Oculare  ist  vermöge  (1)  von  Nro.  4 

w  m     """•    *^~~^    •    •    •    •  ■    -  ■  ■      •    •    •    •     "^~" 

Cm  C,^a       C^i         C,  C% 

wy  _  ^—1  9^^t 


•    •    •    • 


c.  c, 

folglich 


c,+i  c,^.i     *  \gy* 


(0 


r 

F.  und  c,^i  hängen  bloss  von  den  Yereinigungsweiten  der  Ocu- 
lare ab  und  sind  folglich  unveränderlich. 

Behandeln  wir  daher  die  Gleichung  (0  auf  dieselbe  Weise,  wie 
es  bei  der  Gleichung  (d)  geschehen  ist,  so  entsteht  daraus  die  fol- 
gende Gleichung: 

(K+  j)r-f  2)»Fj.  = 

c,+t  '  ^9  9  9^* 

mithin  ist 


2)«  F. 


Snbstituirt  man  hierin  statt  der  mit  dem  Index  e  vers^enen 
Grössen  ihre  Wertbe,  welche  aus  Ca),  (c)  and  (e)  durch  Verwechselung 
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von  m  mit  e  folgen,  bemerkt  man  ferner,  dass  r,  =  1  ist,  weil  sich 
hinter  dem  Objeetive  Luft  befindet,  und  setzt  zur  Abkürzung 

CKX  =K.—  Vly (g) 

so  geben  die  vorhergehenden  Gleichungen  für  die  Oculare 
T^  -  [CK}.  -  X.]  a1 


^  =  ICK).  -  ÄJ«  (a1)* 


V. 

Um  den  Werth  von  SJSC»  zu  erhalten,  müssen  wir  zwei  Fälle 
unterscheiden,  je  nachdem  die  Hauptblendung  am  Objeetive  oder  am 
Oculareinsatze  angebracht  ist,  da  Jit„  von  der  Stellung  derselben 
abhängt. 

Im  ersten  Falle  können  die  früher  entwickelten  Formeln  auf  das 
Objectiv  angewendet  werden.    Nach  der  oben  gemachten  Bemerkung 

erhalten  wir  daher  aus  (h)  von  Nro.  18,  da  *(!")'/  Von  9 —  unabhängig 

ist,  bei  dem  Objeetive 

DA«  =  (Äi  —  «Jf«  ÄJ  A—    ........    (i) 

Für  die  Flächen  der  Oculare  ist  vermöge  (q)  von  Nro.  4 ,  wenn 
man  das  dortige  m  mit  n  verwechselt, 

K^  =  Kl  +  2J  ÄW  +  KC+o  +  2«,  /[(.) 

K.  =Ki  +2J  Ä« 

Jtc«+*)  =  —  YiYiil  rf,  =  -^  ^  ^'  ^* 

und  füc  diejenigen  Werthe  von  n,  welche  grösser  als  e-f  1  sind, 
folglich,  wenn  man  statt  F..i  und  F.  ihre  Werthe  aus  (f)  substituirt, 


und 


und 


Hierdurch  wird 

K.  =  Ä.  -  llli^  +  n^  (Ä,  -  Ä.,0' 

Jf-        K»  e.V. 


1^2  *  Ff^       F2  ?:  "^  ^       F«       / 

Das  letzte  Glied  hfingt  bloss  von  den  Yereinii^jpsweiten  der 
Ocalare  ab  und  ist  mithin  anveränderlicb.  Differentiiren  wir  daher 
den  vorhergehenden  Ansdrack  nach  der  Charaoteristik  jD«  so  er- 
balten wir 
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C!K.,._v:,t|Ill] 


(k) 


rnislicb 

UV  1 

,  -^  und  B—  ihre  AVerIhe, 
V.  p.  ' 

welche  aus  (a) ,  Cc)  un»l  (0  folgen ,  wenn  man  m  mit  e  vcnvechsclt 

und  V.  ^  1  setzt,  so  wird 


Siibstituiren  wir  hierin  statt  DK, 


■■  1  setzt,  so 


(K): 


Dieser  Ausdrnck  g;iebt 
BK.  =  I)V.  (i)_ 


(1) 

(gleich  den  Wcrth  von  BÄ„.    Es  ist 


=  «K. 


^  +  y'.KhX 


Hieraus  folgt,  wenn  man  die  in  (c)  und  C')  gefundenen  Werthe 
suhstiluirt,  in  Bezug  auf  die  Oeulare 


I  «K.  [(K).  -  K,  ) 


CK)! 


Cm) 


Ist  die  Hauptblendung  an  den  Orularen,  und  zwar  vor  oder 
hinter  der  /"  Flache  derselben  angebracht,  so  giebt  der  Ausdruck  (k), 
bei  welchem  noch  keine  Voraussetzung  hinsichtlich  der  Stellung  der 
Blendung  gemacht  worden  ist, 

^  Cvd.=  rrb''^-''^  ^  +»K.5.-v:y:)  il] 

Aus  (d)  und  (f)  von  Nro.  22  erhalten  wir  aber,  je  nachdem  die 
Hauplblendung  vor  oder  hinter  der  j"  Flache  stellt , 

VVVj       .,  Ks  +  Ui  v^.,  Vc  — t'/'j 

Beide  Wertlie  sind  (inveränderlich,  da  die  Blendung  stets  die- 
selhc  Entfernung  von  der/"  Fläche  behält,  folglich  ist 


H  Der 


Der  vorhergehende  Ausdruck  von  H  ( yyj  giehl  daher 


EK.  =  SK.  : 


^— I.SK.J.  -  VJjS  ZV^ 
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®V  1 

oder  wenn  man  statt  -y-*  und  S —  ihre  Wertbe  aas  (a)  und  (c) 
substituirt,  •  ^^  . 

DK.  =  [«K.  (K.-KO  -VldK^g.-  V!^)]  A-J- 

Vermöge  (h)  von  Nro.  18  ist 

DK«  =  ©Kl  +  CK«  -  «K«  Kl  +  K?)  aJ- 

-  DK.  =  —  DK,  —  (K:  —  «Ke  Kl  +  *KI)  A— 

Addlren  wir  nun  die  drei  vorhergehenden  Ausdrücke,  so  er- 
halten wir  für  die  Flächen  des  Objectivs 

DK.  =  [Ka  -  «K.  K,  +  (Kjy  A^ (n) 

Es  unterliegt  keinen  Schwierigkeiten,  auch  in  dem  letzteren 
Falle  den  Werth  von  DK.  für  die  Oculare  zu  berechnen;  da  jedoch 
bei  den  Fernröhren,  welche  die  angegebene  Einrichtung  haben,  alle 
von  den  Ocularen  herrührende  Glieder  als  zu  einer  höheren  Ordnung 
gehörig  betrachtet  werden,  so  können  die  Producte  von  den  ihnen 

entsprechenden  Abweichungen  in  A —  vemachlissigt  werden,  wo- 
durch jene  Berechnung  unnöthig  wird* 

293  ^Acb  diesen  Prämissen  können  wir  zur  Entwickelung  der  in 
den  Ausdrücken  fb)  von  Nro.'  S7  enthaltenen  Grössen  übergehen. 
Nach  (m)  von  Nro.  4  ist 

Hierin  sind  (p^  und  vi  unveränderlich.  Behalten  wir  daher  das 
Quadrat  von  A —  bei,  so  ist 

»(S=^(^'+^) - 

folglich ,  wenn  wir  die  in  (h)  der  vorhergehenden  Nummer  gefundenen 
Werthe  substituiren, 

Berechnen  wir  jetzt  diejenigen  Glieder  der  allegirten  Ausdrücke, 
welche  sich  auf  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt  beziehen. 

Da  nach  Nro.  96  das  Instrument  ursprünglich  für  A~  =  A<^i  =  0 

berechnet  war,  so  ist  tiach  der  daselbst  enthaltenen  Zusammenstellung 

f+  0,  tt  f\  +  P,  tf>\ 
'     g*"        w  1+  M,  X»  1^.  f ,  +  JVi  X,  <p] 


(0= 
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Der  Voraussetzung  nach  sind  »her  sowohl  (  VA ^     J.  *'^ 

A—  auf  Grössen  der  dritten  Ordnung  reducirt,  welcbes  nur  dann  für 
alle  Werthe  von  X,.  Y,  und  if ,  möglich  ist,  wenn  die  CoeflicienlCD 
/*i,  Jtfi,  jVi,  O,  und  P;  durch  die  Einrichlong  des  Instrumentes  so 
klein  gemacht  werden,  dass  sie  als  Grössen  von  der  Ordnung  \* 
zu  betrachten  sind.  Da  nun  jene  Coefficienten  noch  ausserdem  mit 
Factoren  von  der  Ordnung  \'  multiplicirt  sind,  hq  können  die  Pro- 
ducte  derselben  in  A—  und  folglich  auch  in  die  durch  die  Characte- 

rislik  S  bezeichneten  Verandeningren  nach  den  angenommenen  Grund- 
sätzen vernachlässigt  werden.  Die  vorhergehenden  Formeln  geben 
dalter,  wenn  man  sie  nach  jener  Characteristik  differentürt 


\  9  J-  .1 


[[X!  +  Vd  y,  Et, 

1+  y,  if!  OO,  +  9>!  BP, 
(x;  +  V!)  X,  ot, 

+  X,  y,  f,  EM, 

+  X,  (f;  tlTi. 
Vermöge  (gD  von  Nro.  7  ond  [f)  von  Nro.  8  ist 


0<-i  . 

i«-)  = 

Ferner  ist 
L,  = 


3;V«+(i^l£), 

CAvK*   ,    3BK'       DK    ,    EV»'\ 


i  L'-' 


Da  jedoch  nach  den  angenommenen  Grundsätzen  die  von  den 
Ocularen  herröhrenden  Glieder  als  zur  dritten  Ordnung  gehi>ng  be- 
trachtet und  ihre  Producte  in  A —  vernachlässigt  werden,  so  reicht 
OS  hin,  die  durch  das  Zeichen  £  angedeuteten  Summen  nur  auf  die 
Flächen  des  Objectivs  auszudehnen,  d.  h.  bei  denselben  t  mit  e  zu 
verwechseln.  Diess  giebt 
L,  =  x;  I/-) 
DL,  =  S;  EL'-' 
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und  ebenso  in  Bezu^  auf  die  übrigen  Coefficienten.  Differentiiren 
wir  daher  die  vorhergehenden  Ausdrucke  derselben  nach  der  Charac- 
teristik  jD,  so  wird 


©MW  = 


yr  ^A  +  yi" 


SNW  = 


^  2)A  +  ^  DB  +  1  2)C 


©0("'  =  3 ©NW  +  ©  ("~"^^). 


J)Pt-) 


^*  »A  +  1^  2>B  +  A  25D  +  ^  J)E 
/^4Ai.K«      8BK«       «EV»>  ©V 

-  V  V*    "^    V«         ;»~y  V 

,    /SA^K»    ,  3BK    ,    D>i  -„ 


Der  Werth  von  SA»  folgt  aus  (d)  von  Nro.  13,   wenn  man 
bloss  das  von  A—  abhängige  Glied  beibehält,  welches  allgemein  gültig 


Ci 


ist,  wenn  man  femer  AA.  mit  Z)A«  verwechselt.    Diess  giebt 

woraus  SB,,  etc.  durch  blosse  Verwechselung  von  A  mit  B  etc.  er- 
halten werden. 

Nach  (g)  von  Nro.  11  ist 

(D)  =  3  (C) 

(E)  =  0 

'"■*""■     HD.  -  3I,C.  -  i<5ä=IJ  il 

DE«  =  0  v^  c. 

Da  bloss  die  Flächen  des  Objectivs  berücksichtigt  werden,  so 

sind  die  Werthe  von  -^-^  und  2)K«  durch  die  in  (c),  (j)  und  (n) 

der  vorhergehenden  Nummer  gefundenen  Formeln  gegeben,  welche 
unter  die  gemeinschaftliche  Gestalt  gebracht  werden  können : 

^  =  (K.  -  K,)  a1 

SK.  =  LKJ  -  «K.  K.  +  (K):j  A^ 
worin  man  entweder  * 

(K),  =  0 
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CK). 


y-s. 


setzen  miiss,  je  nachdem  die  Haaptblendiui^  an  dem  Objective  oder 
nn  den  Ocularen  angebracht  ist. 

Diese  Werlhe  müssen  nunmehr  in  (d)  substituirt  werden.  Ge- 
brauchen wir  zur  Abkürzung  die  folgenden  Bezeichnungen,  bei  denen 
nngeaommen  ist,  dass  alle  in  den  Parenthesen  enthaltene  Grössen, 
welche  nicht  mit  dem  Index  I  oder  c  versehen  sind,  den  Index  m 
habeu,  nämlich 


I.  IL).-.  =  [<«  _  i^  (K  -  K,)]. 


iM)<->  — 


l_  »^  (3K'-»KK,-(K)0-^[K-K,)I 


UA)K'  , 
i     :a.k 


(K-  -  (K)0  -  -Ä-  CK'  -  CK)0 


(P/-I   =  . 


^^'ck'+»kk,-3(K):)-?5Kqjk,-(K)0) 


D 


-  (K)0  - 


CK"  —  «KK, 
so  Ul  das  Resultat  der  erwalintcn  StibKtitii(ioi) 
BLi-i  =  (L)i-'  iJ- 
BM'-'  «=  (M)'->i— 

üpc-i  =  (py-i  i-L 

\ro.  7  eingeführte   Bezeirhntiiig    erhallen    wir 
I 


(0 


*^1  1 


Durch   die 
hieraus  ferner 


EL.   =  s;   ■au-'  •=  (L).  A- 

und  ebenso  in  Bezug  auf  die  ührigen  Coeffieienlen. 

Multipliciren  wir  daher  die  Formeln  (c)  mit  —  «i  und  subntituiren 
darin  statt  SL.  n.  s.  w.  die  Werlhe.  welche  auf  die  angeriebene 
Weise  aus  (0  folgen,  so  erhalten  wir  für  die  von  der  Abweichung 
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wegen  der  Gestalt  abhängigen  Glieder,  welche  in  (b)  von  Nro.  S7 
vorkommen,  die  folgenden  Aasdrucke: 

KL).  (X?  +  t?)  t. 

f  H-  3(JV).  t^  fl  +  (P).  f,)    (g) 

.iL).  CXt  +  fl)  X, 
-«,  d(xa1)^=  ll£'  a1    +  (M).  X.  t,  rf,, 

'  f+  (JV).  X,  ^? 

803  ^^  bleibt  jetzt  noch  übrig,  diejenigen  Glieder  za  entwickeln, 
welche  von  der  Farbenzeratreuang  herrühren.    Vermöge  (h)  von 

Nro.  17  ist,  da  das  Instmment  nrsprönglich  för^ —  =  9  <Pi  ^  0 
berechnet  war,  * 

(yjl- j0,  =  -  V  C®'  ^'  *'  +  ^'  -»^^  ^'^ 

Xi   J —  ^  —  — —   Si  X«  Jr 

Die  letzte  dieser  Formeln  entsteht  ans  der  ersten ,  wenn  man  IT^ 
mit  Xj  verwechselt  und  (^,  ?=  0  setzt,  daher  die  Entwickelung  der 

ersten  hinreicht.     Nach  der  Yoraussetzane  sind  (Y9 *  ~  K 

1            r      i  /^V  ^      ^  ^^ 

^ —  ond  {  YJ J-^  I  bis  auf  Grössen  der  dritten  Ordnung:  ffe- 

hoben ,  deren  Producte  in  A —  nicht  berücksichtigt  werden.   Es  folgt 


Ci 


daher  aas  (1)  von  Nro.  17,  dass  auch  die  Producte  von  Si  und  Ti  in 
die  mit  der  Characteristik  S  versehenen  Grössen  vernachlässigt  wer- 
den können.    Hiernach  giebt  die  erste  der  vorhergehenden  Formeln 

oder,  wenn  wir  statt  8i  und  T|  ihre  Werthe 

«1  =  21  S^-> 
T,  =  2i  T^--^ 

substituiren , 

D  ^F^l— ^^.=  —  liAr  f  i;'^2iDS^-)  +  (ju2itD'r'"M  la) 

Nach  (g)  von  Nro.  17  ist 

s""'  =  -"  vhr  f «-  -  ^  «-0  / 

^  X  ^     •    •    Cbj 
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folglich  /^  «  N 

,      8fe>    ,  ^  X   2)V«       J    .    .    .    .    (c) 

2)T(-)  =  K«  ©SC»)  +  SW  2)K. 

Bei  der  weiteren  Entwickelang  dieser  Grossen  müssen  wir  die 
beiden  oben  an^g^ebenen  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  die  Haapt- 
blendung  an  dem  Objective  oder  an  den  Ocularen  angebracht  ist  Im 
ersteren  Falle  ist  för  die  Flächen  des  Objectivs  vermöge  (b),  (c)  nnd  (0 
von  Nro.  88 

©&.  = ^  A— 

®^-  ==  (K.  -  K.)  a1  )  • (d) 


folglich 


2)K.  =  (KL  -  «K.  K.)  a1 


+  yi^    (KL  —  Kl)  (o«.  —  n.  tt«i-.i)  A— 

J)TW  =  K.[®S(«)+  (K.  -  «K.)  S(»)  a1] 

Aus  (b)  erhalten  wir 
k 

*"^-  («.-n. «_0  =  -  K.  SC)  =  )    (e) 


Sabstituiren  wir  daher  diese  Werthe  zuerst  in  dem  vorher- 
gehenden Ausdrucke  von  £80,  das  hierdurch  erhaltene  Resultat 
sodann  in  dem  Ausdrucke  von  Z)T("*),  so  wird 

2) SC)  =  —  r«T<«)  —  «K,  SC»)  +  (—-  ^^=^y\  A— 

J)T(-)  =  —  K. j«T(-)  —  [k.  S(->  —  (^  —  ^^=^)] j  A^ 

Vermöge  (r)  von  Nro.  17  ist  aber 

K«  T«-)  =  K.  Fk.  S<-)  —  (s^—  2=1^"I  :=  «C-) 
folglich  I 

Von  diesen  Grössen  muss  die  Summe  für  sämmtliche  Flächen 
des  Objectivs,  d.  h.  von  m=l  bis  m  =  e  genommen  werden.  Nach 
(o)  von  Nro.  17  ist  aber 
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daher 

2JDSW  =  -  r»T.-»E,  S.  +  ^1  A-L 

*-  ''•-■     ''M    .    .    .    tf) 

2jJ5T<")  =^  —  u.  Ai 

Für  die  Flächen  der  Oculare  ist 
J5ik«  =  0 
und  vermöge  (h)  nnd  (m)  von  Nro.  98 

DK,  =  j«K.  ICK).  -  K,l  -  (K):  j  a1 
folglich,  wenn  nrnn  diese  Werthe  in  (c)  snbstitoirt, 


J5S(-)  =  ^=-  C«.  —  n.  «^0  (K.  —  K,  —  V!  ^.)  A-f- 
2)T(«>  =  K«  ©SC-)  +  »K«  SC->  (K.  —  Kj  -  V!  y.)  aJ^ 

-  sw  (Ke  -  v;  yj  A-1 

Substituiren  wir  nun  in  dem  Ausdrucke  von  S8C->  den  ersten 
in  (e)  gefundenen  Werth,  das  hierdurch  erhaltene  Resultat  sodann 
in  dem  Ausdrucke  von  £T<"'>,  so  wird 

DTH-)  =  — SC->  (K):  A—  ' 

Von  diesen  Grossen  muss  die  Summe  für  simmtiiche  Fliehen 
der  Oculare«  d.  h.  \-on  m  =  (e-f  1)  bis  m  =  t  genommen  werden: 
wir  erhalten  daher 

SU,  !>»->  =  -  »(Si  -a)  [(K).  -  KJ  Ai    I 

si,t  cT(->  =  -  (s,  -  a)  (K):  A±         \      '^ 

INe  Tereiu^ung  der  in  (0  und  (g)  erhaltenen  Werthe  giebt 

21  ©Sl-)  =  2;  ©Sl->  +  St^t  2>SC->  = 

=  _  aJL*«t.  —  «K,  Si  +  -^1 
r,  ^T->  =  2;  ©T-)  +  2i^t  DTi->  = 

=  -Aljii.  +  tS, -Sj(lL):j 

Vermöge  (q)  von  Xro.  17  ist 

(SX  =  —  T,  +  K.S,  —  «5^ 

ilie  ersie  der  Yorhcrgcheadca  Formda  kam  dalter  anck  unter  die 
Gestalt  gebrackt  werden: 

2;  !>»->  =  A-^_  j^  ^   ^g.   _  S^)  ^  i 
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Nach  der  Voraussetzung  ist  S—,  so  oft  die  ihm  entsprechenden 
Glieder  gebraucht  werden,  durch  die  Wirkung  des  Objectivs  auf 
eine  Crosse  der  dritten  Ordnung  reducirt,  und  da  die  von  den  Ocu- 
laren  herrührenden  Glieder,  welche  darin  vorkommen,  ehenfalls  zur 
dritten  Ordnung  gerechnet  werden,  so  folgt  daraus,  dass  S^  und  S, 
.sehr  kleine  Grüssen  sind,  deren  Prodiicte  in  A—  in  dem  Ausdrucke 
von  2',  SS^"'  vernachlässigt  werden  können.  Ausserdem  ist  a.  =  0, 
weil  sich  vor  und  hinter  dem  Objeclive  Luft  befindet. 

Bei  dem  farbigen  Rande  dagegen  haben  wir  eine  ähnliche  Vor- 
aussetzung in  Bezug  auf  S-,  und  JS.  nicht  gemacht,  setzt  man  daher 

(«),  =  M,  +  {S:  —  S.)  (Kr. th) 

'  äo  gehen  die  vorhergehenden  Ausdrucke 

2i  US*-)  =  23Ä  =  8CSJ,  A-  =  -«'r.  A-i 


E5  DTC-)  =  DT,  =  —  (i(),  A- 


Ci) 


Multiplicirt  man  daher  den  Ausdruck  (a)  mit — STi,  substituirt  die 
vorhergehenden  Werlhe  und  leitet  dann  den  rorrespondirenden  Ans- 
drock  in  Bezug  auf  Xi  S —  durch  die  angegebenen  Verwechsehmgen 


ab,  so  wird 


r,»iÄvA- 


V      ff         9^ 


;r2(S).y,-(«),f.] 


Ist  die  TTaujilblendung  an   den  Ocnlaren  nngebrachl,   so  ist  für 
!  Flachen  des  Objectivs  nach  (bj,  (c)  und  (nj  vnn  Xro.  23 
V-!,    ,  1 


Dft„ 


'.  [AI  - 


Ä.)A- 
2Ä„  A".  +  (Ky:\  A- 


Die  Vergleichung  dieser  Werlhe  mit  den  in  (dl  für  den  ersten 
•  Fall  erhaltenen  zeigt,  dass  der  daraus  abgeleitete  Werlh  von  r.V"' 
nngeätiilerl  bleibt,    dass  dagegen  zu  S7^**  noch  das  folgende  Glied 
hinzukumtnl: 

BT*"')  =  «(-)  DA'„  =  «<")  CA'>:  A— 
Die  Summe  hier^'on  für  sämmtliche  Flachen  des  Objectivs  ist 

S;  c'f(-)  =  S.  (Aj!A- 
Bei   den   Instrumenten,   welche   die   lelzte  Einrichtung   halben, 

l  ist  es  aber  erlaubt,  die  Producte  vor  <S{  und  8.  in  A —  zu  vernnch- 

r, 
lässigen,    wodurch   das    vorhergehende  GMed    \vegfiillt,    und    da   in 

U 
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diesem  Falle  auch  die  von  den  Ocularen  herrührenden  Glieder  nicht 
berücksichtigt  werden,  so  bleiben  die  Ausdrücke  cO  und  (k)  unge- 
ändert  und  es  wird  in  denselben 

Cu)i  =  w. (1) 

31 3  Sammeln  wir  nun  die  in  (b),  (g)  von  Nro.  29  und  (k)  von 
Nro.  90  entwickelten  Grössen  ond  addiren  dazu  die  in  (d)  von  Nro.  26 
gefundenen  Ausdrücke  von  yi  und  Xi^  bemerken  wir  ferner,  dass  die 
Grössen  Qi  und  Ui  nur  auf  die  Flüchen  des  Objectivs  aasgedehnt 
werden  dürfen,  mithin  nach  der  nunmehr  eingeführten  Bezeichnung 
den  Index  e  statt  i  bekommen,  so  erhalten  wir 

die  Gleichungen  des  ailgeniebien  farbigen  Strahles,  wenn  seine 
Lage  nur  in  der  Nähe  des  letzten  Bildes  betrachtet  wird,  und 
mit  Rücksicht  auf  eine  Veränderung  in  der  Entfernung  des 
Gegenstandes 

+  [j».  +  (Jif).  a1]  (^^^  <?. 

+  [o. + 3(JV).  aI]  t,  <f,i  +  [p.  +  cP).  a1]  <f,l 

\+  [ä,  +  «C«).  a1]  t,  8v  +  «,  t,  9v* 

'+  r.[(t, +Ä.  <p^■)  CX?+ ( t. +Ä.  .ji.)«)  ^Klf\]  8v 


Vf  \~J^)x  ^'      TT  ^Tg^M ^' 

[l,  +  a,\  AJ]  cx!  +  t?)  X, 

4-  [itfi  +  (Jif).  a1]  Xt  t»  .?, 

+  [jV.  +  (JNT).  a1]  X,  <p\ 

*'  =  "^VH-  <?.  Xi  [^  +  et,  +  Ä,  ^.)«J> 


>  (a) 


+  [Si  +  «t«).  aI]  X,  iv  +  *,  X,  d 

'+  V,  X,  [X!  +  (t.  +  if,  .^,)«J  ?p 


»» 
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Da  diese  Formeln  alle  Olierfer  enthalten,  welche  in  den  Formeln 
(d)  von  Nro.  86  vorkommen,  so  brauchen  Jie  lefzleren  nun  nicht 
Biehr  betrachtet  zu  werden,  indem  sie  ein  specieller  Fall  ifer  ersteren 
Bind,  und  aus  denselben  entstehen,  wenn  man  die  Entfernun;^  «le:^ 
Gegenstandes  als  unveränderlich  annimmt,   mitbin  A-^  ^-  0  setzt. 

Besieht  ein  Instniment  bloss  aus  einem  achromatischen  Objeclivc 
ohne  Oculare.  ^vodurcb  ein  ßild  des  Gegenstandes  auf  einer  l'ro- 
jeetionsebene  enttvorfen  wird,  so  wie  es  bei  der  Camera  obscura 
stattfindet  t  so  sind  die  vorberjE^ebenden  Formeln  ebenfalls  anwendbar, 
da  alsdann  die  l'rojeclionsebenc  bei  verschiedenen  Entfernungen  des 
Geg:enstandes  ebensoviel  verschoben  werden  muss,  wie  die  Oculare 
bei  Fernrühren. 

Einfiuss   einer    Veränderung  in  der  Lage   des  Gegenstandes 
bei  unveränderter  KinricliUmg  des  Instrumentes. 

383  ^'^  '"  ''•'''  vorhergehenden  Nummern  enthaltenen  Formeln 
erleiden  eine  Modification,  wenn  das  Instrument  bei  den  verschiedenen 
Entfernungen  des  Gegenstandes  stets  eine  unveränderte  Einrichtung 
bebalt,  so  dass  keine  Verschiebung  der  Oculare  oder  der  Projections- 
ebene  stattfuidet.  Da  nämlich  nunmehr  kein  Unterschied  abwischen 
den  Flachen  des  Objectivs  und  der  Oculare  gemacht  zu  werden 
braucht,  so  gelten  die  Formeln,  welche  für  die  ersleren  Flachen 
unter  der  Voraussetzung  gefunden  wurden,  dass  die  Hauptblendting 
an  dem  Objective  angebracht  ist,  Jetzt  für  sammtliche  Flächen  des 
Instrumentes.  Sodann  müssen  wir  in  den  Gleichungen  des  gebrochenen 
Strahles  ausser  den  im  vorhergehenden  Falle  beibehaltenen  Gliedern 
noch  diejenigen  beriicksichtigen ,  dnrch  deren  Entwickelung  Grössen 
hervorgebracht  werden,  welche  den  in  den  Formeln  bereits  ent- 
haltenen analog  sind.  Hiernach  kommen  vermöge  (a)  von  Xro.  86 
zu  den  in  fa)  von  \ro.  87  gegebenen  Werthen  von  i/-,  und  x-,  noch 
die  folgenden  Glieder: 


I  und  die  Gleichungen   des  gebrochenen  Strahles  werden,   wenn 

("^^  )  mit  ( J  verwechselt. 


a[-+(¥)<i- 


Vm  hienii»  £  jTi  md  Zxi  jdbzaleitca,  anasea  wir  beMerkca. 
ifauw  z,  anverinderljdi.  daher  nlt  Betbehaltm^  des  QBiidnaes  thi  A — 

i<«t.  dass  ferner  nach  den  anirenaoHMnen  Grmdsitzen  die  Pradaele 
der  mit  A—  moltiplicirten  Glieder  in  ( }  vemaeiilassigt  wer- 
den.   Wir  erbalten  fol^ieh  ans  den  voflier^ehenden  Gleicfaangen 


DoTi 


Den  Wertb  von  Z)  ( -^  )  haben  wir  bereits  in  (a)  von  Nro.  S9 
gefunden,  nämlich  ^^^' 

F'crner  ist  vermöge  (a)  von  Nro«  S5 

Sabstituirt  man  daher  ausserdem  statt  Y,  and  X;  ihre  Werfhe 
aus  (q)  von  Nro.  4,  sodann  statt  2) — ,  ©*— ,        ->'    und      ,^  ' 
ihre  Werthe  aus  (a),  (c)  und  (e)  von  Nro.  «8,  so  wird 

—  «,  fx,  ©-  +  Xi  J)»4-  +  S>X,  J5-1  = 

»,  IlüU  X.  A 1  +  Ä,  X.  (aIY 


TIEHTKS    KAPITRL.  .  |81 

Die  folgenden  Glieder  —  ».  ^fvA-  —  A-^)iind  — «iCr.VÄ— ") 

belmlten   die'in  (g)  von  \ro.  29  g^efimdenen   Werthe,   nur  inuss  in 

den  Coefficienten  iL),  etc.  slrls  tÄ).  =  0  gesetzt  werden,  weil  das 

hiervon  abhängige  Glied   in  BÜT.  Iiei  einem   unveränderlichen  In- 

I  stroinente  wegfallt.  ••«•* 

Die  Werthe  von 

folgen  sehr  leiclit  aus  den  beiden  letzten  Kormeln  c«)  von  Xro.  25, 
wenn  darin  A  —  undAcf,  ==  0  gesetzt,  dieselben  sodann  mit  —  v-,^ — 
-  multipUcirt  werden.  Es  entstehen  dadurch  Glieder, 
welche  mit  den  in 

—  «iE  (yA-  —  aQ  und  —   tti  ©r-XA-")^ 

enthaltenen  einerlei  Argumente  haben  und  mit  diesen  vereinigt  werden 
können.  Da  jedoch  die  letzteren  nur  auf  die  Fläehen  des  Objectivs 
ausgedehnt  wurden,  so  mus»  dasselbe  auch  bei  den  crsteren  ge- 
srhehen,  der  Index  i  folglich  mit  e  verwechselt  werden.  Setzen  wir 
daher  zur  Abkürzung 

CLO.  =  (/-).  -  Li'  —  (KA  —  L'%  \ 
(MO.  =   0t).  —  Mi'  —  (KM  —  J«").  i 
(A'O,  =    (N),  —  \i'  —  (KW  —  A'"))  ( 
[00,  =3(JV).  —  0'.'  —  iKO  —  O'Oi   /     '     •    ■ 
tPO.  =  CPJ.  —PI'  —iKP  —  P'Oi   \ 
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Um  —  »i  D  [Yi 9^)  zu  finden,  müssen  wir  in  (a)  von 

Nro.  30  statt  s;  DÄ^'"^  und  ?i  DT*"*^  ihre  Werthe  substittyren,  welche 
aus  (0  jener  Nummer  durch  Verwechselung  von  e  mit  i  folgen,  wo- 
bei nach  den  angenommenen  Grundsätzen  in  Zi  S4$^'">  das  Product 

von  A—  und  S-,  vernachlässigt  wird.    Diess  giebt 


^1 


-  Äi  s  f  y^l  —  aH  = 

^      9         9^' 


Da  ^—  und  9(^^  =  0  sind,  so  wird  vermöge  (c>  von  Nro«  C5, 

wenn  man  äarin  statt  (Ä)i,  (Ä)j,  (T)i  und  (T),  ihre  Werthe  aus  (q) 
und  (s)  von  Nro.  17  substituirt  und  Ti  in  den  Gliedern  vernach- 
lässigt, welche  sich  auf  den  farbigen  Rand  beziehen, 

^Xi  =  "TT  .L.  Pi  PjJ 

mithin 

woraus  durch  Verwechselung  von  Y  mit  X  und  Weglassung  des 
von  <^^  abhängigen  Gliedes  unmittelbar 

folgt. 

Wir  haben  in  dem  vorhergehenden  Falle  angenommen,  dass  <^y 

bei  der  Veränderung  von  —   stets  einerlei  Werth   behält.     Wollen 

wir  jetzt  auch  bei  jener  Grösse  eine  Veränderung  eintreten  lassen, 

welche  ich  mit  A(^^  bezeichne  und  von  derselben  Ordnung  wie  A  — 

annehme,  so  ist,  um  dieselbe  zu  berücksichtigen,  weiter  nichts  er- 

forderUch,  als  in  den  für  iy^  -\-  ^yi)  und  (x,  -}-  Sari)  erhaltenen 

Werthen  (pi  um  Af^  zunehmen  zu  lassen.    Da  die  in 

enthaltenen  Coeflicienten ,  ebenso  wie  ( J  von  <f>i  unabhängig 
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sind  und  nach  den  angenommenen  Grund;:$alzen  ihre  Producle  inA<^, 
vernachlässigt  werden,  so  kommen  hierbei  vermöge  (a) ,  thJ  "ud  irj 
nur  die  folgenden  Glieder  von  iy-,  -J-  ID^i)  in  Betracht: 

,,  +  3„,  =  _.,[_(Z)_a(r)  +  y,Bl] 
=  "'v' [*' ~ '*'  +  *•  *'"^7;] 

woraus  durch  die  Veränderung  von  ^,  das  folgende  Glied  entsteht, 
welches  den  bereits  gefundenen  Gliedern  von  ^y.  zugesetzt  wer- 
den muss, 

Zy,  =—^\^fi  —  K,  ii~  ^f,^ Ch) 

Z)a?j  dagegen  erleidet  keine  Abänderung. 

Vereinigen  wir  nun  die  in  (c),  [c),  (f),  (g)  und  (h)  gefundenen 
Werthe,  so  erhalten  wir  dadurch 

j-  [(i',  +Ä.  f^')  aJ-  —  A^,j  (l  —  K,  A^-) 

1+  iL'),  (XJ  +  Vf)  Y.  aJ- 

1+  (0').  y,  <fi!  A^  +   (PO.  f,  A^ 

I—  ('fi  +  T,  +  -^^  y,  a,  A^  -  II,  >(•,  S.   A 

-v.  a1  (l  -  A.  aI) 


'(i) 


0«f').  X,    y,  f,  iJ-  +  (jV-).  .V,  fT  AJ- 


■  X,  Sv 


Die  hierin  enthaltenen  Glieder  müssen  den  in  (d)  von  Nro.  86 
gefundenen  Ausdrücken  von  yi  und  a^i  zugesetzt  werden,  am  die 
Veränderung  in  der  Lage  des  Gegenstandes  bei  unveränderter  Ein- 
rirhtung  des  Instrumentes  zu  berücksichtigen.  Die  Vergleichung 
derselben  mit  den  Formeln  («)  von  \ro.  31  zeigt,  dass  sie  aus  den 
letzteren  entstehen,  wenn  man  darin 

|(Äj,  -  Ä.  I  f,  al  4-  \\K).  -  Ä,  p  f,  (a^)' 
mit 
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(L).  mit  iL'). 
(M).  mit  (Jlf). 
8(.V).  mit  (00. 
(JV).  mit  (A'O. 

«(«).  mit  -  (t,  +  T,  +  ^) 

(u)i     mit  tij 
verwechselt,  und  dein  inclavirten  Factor  von  y,  das  Glied 

dein  von  x-,  dagegen  das  Glied 

-X.Al(t_if.Al) 

zusetzt«  Da  hierdurch  jene  Formeln  leicht  auf  den  gegenwärtigen 
Fall  angewendet  werden  können,  welcher  ohnehin  selten  vorkommt,  so 
werde  ich  dieselben  bei  den  ferneren  Untersuchungen  zu  Grund  legen« 

333  Werden  die  Glieder  der  dritten  und  höheren  Ordnungen  in 
den  Gleichungen  der  gebrochenen  Strahlen  vernachlässigt,  so  ist  es 
leicht,  bei  einem  beliebigen  Werthe  von  Zi  den  Einfluss  zu  berechnen, 
welchen  eine  Veränderung  in  der  Lage  des  Gegenstandes  hervor- 
bringt« Wir  haben  ni^mlich  bei  der  Entwickelung  der  Grössen, 
welche  in   den  Gleichungen  (a)  von  Nro.  26  vorkommen,  die  durch 

die  Integration  eingeführten  Constanten  A — und  A<^^  beibehalten,  wo- 

1    ^1 
durch  willkührliche  Veränderungen  von  —  und  (pi  ausgedrückt  werden. 

Sammeln  wir  daher  die  davon  abhängigen  Glieder,  so  wird  durch 
dieselben  der  erwähnte  Einfluss  bestimmt.  Hiernach  ist,  wenn  nur 
jene  Glieder  berücksichtigt  werden, 

(j^J-^j)  =  -^['^^'  +  ^*f"^^7[-  ^f']   '    '    Nro.  8(g) 

x.ai=-?^x.  A-L • .  •  •  1  J!'"-j;k 

g,         Vi  Ci  )     Nro.  7  (h) 

Bezeichnen  wir  nun,  wie  oben,  durch  IDj^i  und  ^Xi  dieAende- 
rungen,  welche  yi  und  x,  durch  eine  Veränderung  in  der  Lage  des 
Gegenstandes  erleiden,  so  ist  vermöge  der  allegirten  Gleichungen, 
für  einen  beliebigen  Werth  von  Zi 
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welche  den  in  Cc)  von  Nro.  86  gefundenen  Ausilrürken  von  y-,  und  x^ 
zugesetzt  werden  müssen. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  (a)  von  Nro- S5  die  dadurch 
in  Ä  y,  und  A  \,  hen^orgebrachlen  Veränderungen 

D  A  y.  =  -  ^i  [(t.  +  K.  9^,)  a1  -  Aq5.]  I 


BAXi  =  — 


A'; 


X,  A 


.     (b) 


weiche  zu  den  in  (e)  von  Nro.  26  gegebenen  Werlhen  von  AVi 
and  AXi  kommen. 

Hauptstrahlen. 
343  Unter  den  verschiedenen  Strahlen,  welche  von  dem  durch 
die  Coordinaten  —  und  -p,  bestimmten  leuchtenden  Punkte  ausgehen, 
gicbt  es  einen  von  mittlerer  Brechbarkeit,  dessen  Durchschnitts- 
punkt mit  der  Ebene  der  Hauptblendun«;  in  der  Axe  des  Instrumentes 
liegt.  Diesen  Strahl  nenne  ich  den  Hniiplstrahl.  Da  der  UrKprung 
der  Coordinaten  uj  und  g  ebenfalls  in  der  Axe  des  Instrumentes  nn- 
genommen  worden  ist,  so  hat  man  für  den  Hauptstrabi 

t,,  =  ^  =  0 
folglich  auch  verraüge  (d)  von  N'ro.  22 

y,  =  X,  =  0 
ferner,  weil  der  Hauptstrahl  von  mittlerer  Brechbarkeit  angcnom- 

:    0 

Substituiren  wir  diese  Werthe  in  den  Gleichungen  (c)  und  fe) 
von  Nro.  86,  und  (a)  von  \ro.  31,  welche  für  alle  Strahlen,  mithin 
auch  für  den  Hauptstrahl  güllig  sind;  bezeichnen  wir  ferner  die 
Coordinaten  j-,  j/,  X,  Y  und  Z,  die  sich  auf  den  Hauptstrahl  beziehen, 
mit  zwei  Aecenten,  so  erhalten  wir  in  Bezug  auf  denselben  die. 
folgenden  Resultate  ; 

/.  Uie  Gleichungen  de»  Ilavptstrahleg  fiir  einen  beliebigenWerth  von 
Sj  und  mit  VernachliUsigung  der  Glieder  der  dritten  Ordnung 

//.  Üie  Gleichungen  det  Hauplafi-alile» ,  wenn  »eine  Lage  nur  in 
der  \tihe  des  letzten  Bildes  betraclUet  wird, 

\i  +  rcK).-K,]4 +["^'--*''J"C4)'' 

,  nf  (^),  ■        ■  r 

■  Q.  ÄJ  <p\ 


[ 


I 


I 
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///.  Die  Coordinaten   des  Einfallipunktes  des   fJanpUtrahles  auf 

der  i"°  treckenden  Fläche  und  die  Veränderunqen  derselben^ 

!;■'-   welche  durch  die  Abweicliung  icegen  der  Gestalt  enlstehen, 

f.    =     ^'f' 

±,  =  o"^ 


*  

9  a,  V? 

AXi   =  o' 


Die  vorhergehenden  Werthe  vob  a-^j  Xi  und  AX,  zeigen,  d«ss 
sich  der  Hnuptstrahl  ganis  in  der  Ebene  der  yz  befindet,  d.  h.  in 
derjenigen  Ebene,  welche  durch  den  dem  Hanpistrahle  zugehörigen 
leuchtenden  Punkt  uuil  die  A\e  des  Instrumentes  gelegt  ist.  Ferner 
gieht  die  eratt;  Formel  C^))  wenn  sie  auf  die  erste  brechende  Fläche 
angewendet  wird,  für  welche  K,  ^  1  ist, 

Die  willkührliche  Grösse  K,  (^,,  welche  in  \ro.  4  eingeführt 
wurde,  um  den  Ausdrücken  von  Y,  und  Y,  dieselbe  Gestalt  zu  geben, 
bezeichnet  daher  die  Ordinate  des  Eiarallspunktes  des  llauplslrahlcs 
auf  der  ersten  brechenden  Flache,  wenn  man  seine  Abweichungen 
vernachlässigt. 

Jedem  Punkte  des  Gegenstandes  gehört  ein  besonderer  Hanpt- 
slralil  zu,  dessen  Gleichungen  aus  den  vorhergehenden  dadurch 
gefunden  werden,  dass  man  statt  f,  denjenigen  Werlh  nimmt,  welcher 
jenem  Punkte  entspricht. 

In  Nro.  S  wurde  angenommen,  dass  die  Ebene  der  y%  durch  die 
Axe  des  Instrumentes  und  den  leuchtenden  Punkt  gelegt  sey.  Denken 
wir  uns  nun  wie  in  >iro.  26  den  Gegenstand,  welcher  durch  da*« 
Instrument  bclrachtet  wird,  als  eine  auf  der  Axe  desselben  senkrecht 
stehende  Ebene,  so  können  wir  die  vorhergehenden  Gleichungen  auf 
alle  Punkte  des  Gegenstandes  anwenden,  wenn  wir  zuerst  der  Grösse 
(p,  nach  und  nach  alle  AVertlie  von  (f ,  =  0  bis  zu  ihrem  aussersten 
iVerthe  beilegen,  sodann  annehmen,  dass  sich  die  Ebene  der  y«  um 
die  Ale  des  Instrumentes  dreht,  bis  sie  in  ihre  anfängliche  Lage 
zurückkommt.  In  jeder  Lage  dieser  Ebene  sind  die  vorhergehenden 
Gleichungen  anwendbar,  und  es  bezeichnen  alsdann  y,  und  Y^  die 
senkrechten  Abslande  von  der  Axe  des  Instrumentes,  jedesmal  in 
derjenigen  Ebene  gemessen,  welche  durch  jene  Axe  und  den  ent- 
sprechenden Punkt  des  Gegenstandes  gelegt  ist,  und  in  welcher  sich 
der  Haiiptstrahl  befindet. 

Hieraus  folgt  ferner,  dass  y,,  Y,  und  AY-,  für  alle  diejenigen 
Punkte  des  Gegenstandes  einerlei  sind,  welchen  einerlei  Werlh  von  rp, 
zugehört,  d.  b.  welche  gleichen  Abstand  von  der  Axe  haben  oder 
hl  dem  umfange  eines  mit  dem  Halbmesser  6|  =  c,  <p,  beschriebenen 
Kreises  liegen. 
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Cooräinaien  vom  Hauptstrahle  an  gezählt, 
"So)  Den  Ursprung'  der  Coordinaten  y,^  ar,,  1',  und  X^  haben  wir 
bisher  in  der  Aüe  des  Instrninentes  angenommen:  für  die  folgenden 
Unlersuchungen  ist  es  aber  bequemer,  jene  Coordinaten  von  dem 
dazu  gehörigen  Hnuptstrahle  an  zu  zählen,  die  Abscisse  Si  dagegen 
wie  bisher  beizubehalten.  Hierzu  ist  weiter  nirhts  erforderlich,  als 
von  den  allgemeinen  Coordinaten  diejenigen  abzuziehen,  welche  bei 
einerlei  Abscisse  «i  dem  Hauptslrable  zugebören.  Demnach  ist, 
wenn  die  vom  Haupt$trable  an  gezahlten  Coordinaten  mit  einem 
Acceute  bezeichnet  werden, 


187  ■ 

n  wir  H 

enden  H 

I   dem  H 


=  y» 


Ca) 


y,  =  y,  _  Y. 

3t,  =.  X.  —  ^t.  =  Xi  ) 

Substituirt  man  hierin  die  in  (c)  tind  (e)  von  Nro.  S6,  Ca)  von 
Nro.  31,  iv.),  fb)  und  (c)  von  Nro.  34  gefundenen  Werthe,  so  erhalt 
man  die  folgenden  Resultate,  bei  welchen  der  Ursprung  der  Coor- 
dinaten ^i,  X;,  y,  und  X^  in  dem  dazu  gehörigen  Ilauptslrahle  au- 
genoiomen  ist,  nämlich 

/.  die  Gleichungen  de»  allgemeinen  fai-btgen  Slrahlex  für  einen 
beliebigen  IVerth  von  «i  und  mit  Vernachläsiigtaig  der  Glieder 
der  dritten  Ordnung 
!  U  (i!  +  11)  i\ 

'L±_?ii 


+.«.(51. 


f.  +  0.  y, 


+  1'.t 

+  [JIV  +  (AM  -  M"),l  (-^l±51i)  J 

+  ti!  -  ?;J  ex;  +  >i)  f. 
+  [o;'  +  iKO-  0"i:]  y\ 

f+  i:(S)i  +  Cfs  -  («)>]  1'.  S'      \,b) 


[  I,.  (x;  +  *D  X, 
1+  M,  i,  Y,  <>,  + 


1+  «,  X,  ä. 


/  X,  +  [t!'  +  CK  t  -  L"),]  (X!  +  IT)  3ti 


•j-jN  1+  f.«!'  +  (K.M  -  ,M")j  I  X,  y,  ^i. 


+  L(«r>,  +  CKS  -  CS))j|  3t,  ». 
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IL 


yi  = 


Die  Gleiehuvgen  det  allgemeinen  farbigen  Strahle*,  wenn  »eine 
Lage  nur  in  der  Nähe  des  leisten  Bilde«  betrachtet  wird, 
mit  Rücimcht  auf  eine  Veränderung  in  der  Entfernung  det 
Gegenttandet 

[l,  +  CD.  aJ-]  (X?  +  tj)  1^. 

+  [m.  +  cif),  aI]  (^^ii)  <f,. 
U-  [o.  +  3(Ar).Al]  y,  <p\ 

v>  «j+  ö.  [( t. + K.  .^o  (xj + (^. + K,  <^oO'  -  k;  «pG 


+  [t,  —  (M).  aI]  <f>,  3v  +  /i  «^,  9v*  +  Wi  «p?  *• 


>  Cc) 


a?i  = 


F,«i 


[l,  +  (L).  a1]  (XI  +  ^  3t. 

U  [jV.  +  CJV>.  A^]  X,  f, 

+  ö.  3i..  [3t?  +  (1^.  +  K,  <^.)«]« 

[«.  +  «(«).  aJ-]  X.  a„  +  «.  iLt  s 

'+  17.  :*.  i±\  +  et,  +  K.  <^o»]  Äp 


f //.  Die  Coordinaten  des  EinfaUspunktes  axif  der  t"*  brechenden 
Fläche  und  die  Veränderungen  derselben,  welche  durch  die 
Abweichungen  wegen  der  Gestall  und  Farbenzerstreuung 
hervorgebracht  werden. 


y.  = 


3t.  = 


Ä 


V 
V, 

i^Tf 


td.» 
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Iftf  +  CKL  -  t»J,]  CX!  +  >D  V, 

'^'  +  [9.  -  »n  «:  +  n)*, 

,L«  +  (Kt  -  L"),J  c*  +  »TD  X, 
A3t.  =  -p;   +  [."?  +  IKjW  -M")i]  X,  Y,  f.  )     IJ) 

' '+  in:  +  (Kjv  -  iV")i]  X,  .f! 

'        '''1+  KT),  +  CKT  -  CT))|]  f, ». 
ax,  =  -^  [CS),  +  (TKS  -  cSjJ]  i,Iv 

Um  die  vorhergehenden  Formeln  auf  Alle  Punkte  des  Geo^en- 
stUn des  anzuwenden,  müssen  wir.  wie  in  der  vorherg;ehenden  \uiniDer, 
zuerst  der  Grösse  ff,  nach  und  nach  alle  Werlhe  von  qi,  =  0  bis 
zu  ihrem  aussersten  Werlhe  beilegen;  sodann  müssen  wir  annehmen, 
dass  sich  die  Ebene  der  yx  um  die  A\e  des  Instrumentes  dreht,  bis 
sie  in  ihre  anfängliche  La^e  znrüclvliommt.  In  den  verschiedenen 
Lagen  Jener  Ebene  beziebcn  sich  alsdann  die  Coordinaten  t/i,  Xij 
i'i  und  Xi  auf  zwei  bewegliche  Axen,  so  dass  die  Axe  der  y  jedes- 
mal in  der  Ebene  des  entspreebenden  Hauptstrahles  liegt,  die  Axe 
der  ar  dagegen  auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht. 

Es  würde  leicht  scyn,  die  Coordinaten  vermittelst  der  bekannten 
Formeln  zur  Verwandlung  derselben  in  andere  umzuändern,  welche 
sich  auf  fixe  Axen  beziehen ;  die  Folge  wird  jeduch  zeigen ,  dass  die 
beweglichen  Axen  für  den  Gebrauch,  welchen  man  von  den  vorher- 
gehenden F'ormeln  macht,  bequemer  sind,  daher  es  unnütz  ist,  jene  ~] 
Verwandlung  vorzunehmen. 

Ghichungei}  der  einfallenden  Strahlen. 

36^  Die  Gleichungen  des  einfallenden  Strahles  können  aus  (b) 
und  (d)  von  N'ro.  I  gefunden  werden,  wenn  man  darin  statt  3E,  9))  3i 
a,  h  und  c  ihre  Werthe  substituirt.  die  Resultate  sodann  in  Reihen 
entwickelt,  sowie  es  bei  dem  gebrochenen  Strahle  geschehen  ist. 
Man  erhält  sie  aber  auch  sehr  leicht  und  ohne  vorherige  Entuirkelung 
aus  den  Gleichungen  des  gebrochenen  Strahles,  wenn  man,  wie  am 
Ende  von  \ro.  2,  voraussetzt,  dass  der  Strahl,  ehe  er  die  erste 
brechende  Fläche  trifft,  durch  eine  eingebildete  Flache  gegangen  ist, 
welche  mit  jener  zusammenfällt  und  keine  brechende  Kraft  ausübt. 
Unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  durch  die  eingebildete  Flache 
gebrochene  Strahl  mit  dem  einfallenden  einerlei,  und  die  Gleichungen 


I 
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des  letzteren  folgen  unmittelbar  ans  den  allgemeinen  Gleichungen 
des  gebrochenen  Strahles ,.  wenn  man  darin  diejenigen  Werthe  sub- 
stituirt,  welche  sich  auf  die  eingebildete  Flache  beziehen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  einfallenden  Strahles 
mit  den  bisher  gebrauchten  Buchstaben,  ohne  Index;  unterscheiden 
wir  ferner  die  Buchstaben,  welche  sich  auf  die  eingebildete  Flache 
beziehen,  durch  den  Index  0,  so  ist 

Oo    =  «1 

rfo    =0 

Wo    =  Po  =  1 

oo   =  yo  =  0 
F.  =  1 
Ko  =  Kt 

Die  Coefficienten  ^o,  Bo,  Co,  jW«,  JE?©,  Fo,  iA\^  (Ä)o,  (C)«, 
Lo,  Mo,  JVo,  Oo,  Po,  öo,  L;S  m,  ^'i,  O'oS  P'i,  7;,  (Do,  (ilf)o, 
iN)o^  Äo,  To,  (Ä)o,  (T)o5  *0  5  /05  werden  sftmmtlich  =»  0. 

Femer  ist  hinsichtlich  des  Einfallspunktes  des  Strahles  auf  der 
ersten  brechenden  Flache 


x„ 

=  x. 

Yo 

-  y. 

% 

z. 

=  z. 

P     B 

=  V«  = 

1 

«Ol  c, 
=  ^o)    —    ^'J 

1 

2  a, 

Mi 

=  M{ 

=  «A«)  Kt 

- 

m 

=  JV( 

=  /t»'  K? 

O'o 

=  0{ 

==  3/«»'  K!  -1- 

■  8^')  K, 

Pi 

=  pi 

=  /i»>  KJ  + 

^('>K? 

Vermittelst  dieser  Wertbe  erhalten  wir  aus  (a)  und  (c)  von  Nro.  34 : 

i.  die  Gleichungen  des  einfallenden  Hauptstrahles  für  einen 
beliebigen  Werth  von  %  und  nät  Vemaehlässigung  der  Glieder 
der  dritten  Ordnung 


y  =  %<p,-  (^)  [Kt  <px  +  (KP  -  P'Oj  ^\\     \ 


(a) 


tt 


a?  =  0 


Die  Coordinaten  des  Einfallspunktes  des  einfallenden  Haupte 
Strahles  auf  der  ersten  brechenden  Fläche  und  die  Verände^ 
rungeuj  welche  durch  die  Abweichungen  wegen  der  Gestalt 
entstehen. 
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i  = 

K,  f, 

x  = 

0 

Ä  = 

Ai' 

»li"! 

+  CKP- 

P"),J  f. 

AÜ 

=  0 

^-(^) 


Ferner  ijeben  die  Formeln  fb)  und  id)  von  Nro.  33: 

///.  die  Gleichungen  des  einfailenden  atigemeinen  farbigen  Sfrakfe» 
für  einen  beliebigen  Werlh  von  »  wid  mil  VernachUixxigimg 
der  Glieder  der  drillen  Ordnung 

(+CKS-cSOi  Y,  ap  +  CKT-(T)X(f.;T>,\    (c) 

.X,  +  cKZ*-Z-"JiCXr-H  Vf)i, 
i  =  -(^')  +  (K.W  -  Jtf'Oj  3^.  T?.  <p. 

f+  cKJV-JV»'Jj  X.  ^:  +  (K«-(S)Jj  X.  Ä, 

IV.  Die  Coordinaten  des  Einfallspunkfes  desselben  auf  der  ersten 
brechenden  Fläc/ie  und  die  Veränderungen,  welche  dabei 
durch  die  Abweichungen  wegen  der  Gestalt  und  Farbenser- 
slreuung  hervorgebracht  icerden. 


\ 


i  ^  X;+Yi  +  »K,  Y,  .?, 

ia, 
A*  -  [ti  +  tKL  — i"Ji]  (Xl  +  Vn  1^, 

+  [?■— ?rJ  eiJ+v!)  f. 

+  [Oi+(KO-0")i]Y,f, 
Ai  =  [Ü  +  tKL— L'OjJ  cX!  +  Yt)  X, 
+  [J«;  +  cKM  — JM'OjT  3t,  Y,  li, 
+  [A'!  +  (KiV-Af"),]3{,  ,f; 

»V  =  r_(KS  -  CS)],  *,  s,  +  [KT  -  (T)J,  f 
i\  =  LKS  —  (S)],  S,  3, 


(« 
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in  welchen  Formeln  auch  statt  [KS  — (S)Jj  und  [KT— (TjJ,  ihre 
Werthe 

lKT-cT)l  =  u, 
aus  (q)  und  (s)  von  Nro.  17  substituirt  werden  können. 

Die  Voraussetzungen,  welche  in  Nro'.  87  bei  Berechnung  der 

von  A—  abhingi^n  Glieder  gemacht  wurden,  finden  bei  dem  ein- 

fallenden  Strahle  keine  Anwendung;'  lässt  man  daher  jene  Glieder 
in  den  Gleichungen  (b)  von  Nro.  34  und  (c)  von  Nrp.  35  weg  und 
wendet  dieselben  auf  den  einfallenden  Strahl  an,  so  verwandeln  sie 
sich  in  die  obigen  Gleichungen  (a)  und  (c)  mit  Weglassung   der 

Producte  von  ( ^j  in  Grössen  der  zweiten  Ordnung,  daher  es 

unnütz  ist,  sie  besonders  zu  schreiben. 

Da  der  leuchtende  Puftkt  der  Vereinigungspnnkt  der  einfallenden 
Strahlen  ist,  so  vertritt  derselbe  dabei  die  Stelle  des  Budes,  so 
dass  sich  die  Formeln,  welche  bei  den  gebrochenen  Strahlen  nur  in 
der  Nähe  des  Bildes  brauchbar  sind,  bei  dem  einfallenden  Strahle 
nur  in  der  Nähe  des  leuchtenden  Punktes  Anwendung  finden,  was 
die  Vernachlässigung  der  erwähnten  Producte  zur  Folge  hat. 

Endlich  erhält  man  aus  (d)  von  Nro.  32,  wenn  man  bemerkt, 
dass  die  Coefficienten  (LO*  u.  s.  w.  eigentlich  den  Index  i  haben  ^ 
welcher  nur  in  e  verwandelt  wurde,  um  die  von  den'Ocularen  her- 
rührenden Glieder  zu  vernachlässigen,  daher  gegenwärtig  e  mit  ü 
verwechselt  werden  muss, 

(LOo  =— (KL  — L")j 

(ilf')o  =  —  fK  JW — iM'Oj 

(Nno  =— (KA^-A^% 

(OOo  =-(KO-0")i 

(P')o  =-cKP-P% 

Hierdurch  werden  vermöge  (i)  von  Nro.  32,  (a)  und  (b)  von 
Nro.  83 

F.  «ße  Veränderungen,  welche  die  CoordincUen  der  einfallenden 
Strahlen  und  ütrer  Einfätlspunkle  durch  eine  Veränderung 
in  der  Lage  des  Gegenstandes  erleiden , 

1)  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  der  Strahlen  bei  einem  be- 
liebigen Werthe  von  s  und  mit  Vernachlässigung  der  Glieder 
der  dritten  Ordnung, 

für  den  Hauptstrahl 

Zy  -  -.[l-K.  (^)]  (k.  f.  4  -  A,,)( 

Da?  =  0  \ 


VIEHTBS    KAPITEL, 

für  den  ftllg^emeinen  farbt^eii  Strahl 

^i  =  _,[.-K.(t=£.)]»',AJ-     j 

^i  =  -,[,-K,(t=£.)].V,Ai     I   •   ■ 

8)  in  Bezug  auf  die  Coordinatco   der  iStrahlen  in 

des  leuchtenden  Punktes, 
(lir  den  Hauptstrahl 

J(K.,f.il-4,,)(,-K,Al)j 
'\+(KP-P"),fli-i- 


Zy  = 


(g) 


By  = 


.  Ch) 


für,  den  allgemeiiien  farbigen  Strahl 

I  y,  (i  -K,  4-!-)  +  CK  L-L"),  (i!  +  vn  y, 

*■'!  -ft'  ci;+  V'r)<ji,  +  (K  o~o"),  t, 
(+(t+-^).  y.*. +«,?.»- 

+  CK  JV—  N'%  X,  .pj  +  (t  +  -^).  3£,  J  V 

3i  in  Bezug  auf  die  Coordinalen  der  Einfallspunkte, 
für  den  Uauptslrahl 

33A  t  =  — K,[K,f^,  Ay  -Af,J       j 
» A  3t  =  0  *'  j     .     .    .     . 

für  den  allgemeinen  farbigei 

l!Ai=  —  K,X,A-       I 


Bei  dem  ersten  Anblick  fallt  es  auf,  dass  die  Gleichungen  der 
etnfallenden  Strahlen  von  der  Karben  Zerstreuung  abhängen,  da  doch 
in  jedem  derselben  Strahlen  von  allen  Farben  vereinigt  sind.  Der 
Grund  hiervon  lässt  sich  jeiiorh  leicht  einsehen,  wenn  wir  uns  an 
das  in  Nro.  82  und  den  folgenden  Nummern  gebrauchte  Verfahren 
erinnern,   wonach   der  Einfallspunkt   eine:^  jeden   Sirahles    auf   der 

13 


Strahl 


^^      das  in  ] 
^H       erinnern 


tM 
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ersten  breclicnden  Fläche  nirht  Als  gegeben  bctrarhlet,  sondern  durrli 
die  Bediiiß;iing  bestimmt  wurde,  dass  der  iStrihl  durch  einen  gege- 
benen Punkt  der  Hauptbleodung  gehen  sollte.  Terfolgen  wir  nun 
die  Wege  der  verschiedenen  farbigen  Strahlen,  welche  durch  den- 
selben Punkt  der  Hauplblendung  gclien,  so  ist  ersichtlich,  dass  die- 
selben zwischen  dieser  und  dqr  ersten  brechenden  Fläche,  wegen  der 
verschiedenen  Brechbarkeit  der  Strahlen,  nicht  zusaniinenfallen  können. 
Hiernach  durchschneiden  jene  Strahlen  die  erste  brechende  Flache 
in  verschiedenen  Punkten  und  gehören  daher  nicht  einem  und  dem- 
selben einfallenden  Stralde  an,  Mindern  es  ist  jeder  farbige  Ntrahl 
aus  einem  anderen  einlallenden  Strahle  enlnoinmcn.  Dieser  Umstand 
wird  durch  die  von  der  Farben zenitrcHnng  abhängigen  Glieder  in 
den  vorbergehenden  Formeln  ausgedrückt. 

Soll  der  Ursprung  der  Coordinaten  in  derAxc  des  Instrumentes 
angenommen  werden,  so  ist  vermöge  fal  von  Nro.  35 


y  =  y+y 

X  =  X  I 

wodurch  jene  Coordinaten  leicht  ve 
mein  erhalten  werden. 


»rliergehendeii  For- 


Bezeichnnagen  und  Bereekimvg  der  in  den  Formeln 

enthaltenen  Grössen. 
373  Die  Bezeichnungen,  welche  in  den  Formeln  der  vorher- 
gehenden Nummern  vorkommen,  -sind  bei  der  friiheren  Entwickelung 
SD  zerstreut  eingeführt  worden,  dass  es  zweckmässig  erscheint,  sie 
hier  zu  snmmeln  und  Alles   hinzuzufügen,  was  zur  Berechnung  der 
in  den  Formeln  enthaltenen  Crossen  erforderlich  ist. 
Hiernach  bezeichnet 
c,   die  auf  der  Ave   des  Instrumentes  gemessene  Entfernung  des 
Gegeiislandes  von  der  ersten  brechenden  Fläche.    Der  Gegen- 
stand wird  als  eine  auf  jener  Axe  seukrccht  stehende  Kbene 
betrachtet; 
(f,  die  Tangente  des  Winkels,  welchen  eine  von  einem  beliebigen 
Punkle  des  Gegenslaudrs  nach  dem  ScheÜel  der  ersten  brechea- 
llen Fläche  gezogene  Linie  mit  der  Axe  iles  Instrumentes  macht; 
A —  eine  willkiilirliche  Veränderung   von  — ,  welche  dadurch  ent- 
steht,  dass  der  Gegenstand  »>ich   naher  bei  dem  Instrumente 
befindet,  als  bei  der  ursprünglichen  Berechnung  desselben  an- 
genommen wurde; 
a«  den  Hnlbmesser  der  »«"'brechenden  Fläche,  so  genommen,  das» 
ilire  Ooncavität  dem  Gegenstände  zugekehrt  ist; 
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1«5 


d    den  zwischen  der  m"*"  und  (m+iy  Fläche  liegenden  Theil  der 

Axe,  oder  ifire  Entfernung  von  einander^ 
c_  und  g^  die  Vcreinijjun^sweitcn   vor  und    nach    der   Brechtinj; 

durch  die  m"  Flache,  beide  von  dieser  Fläche  an  gezählt  und 

vor  derselben  angenommen; 
n„  das  Brechungsverhältniss  des  mittleren  Strahles  bei  dem  Ueber- 

gange  ans  dem  (m  —  1)"*  in  das  m"  durchsichtij;e  Mittel; 
»„  dasBrechungsverhaltniss  des  mittleren  Strahles  unter  der  Vuraus- 

sclznng,    dass   derselbe    unmittelbar   in   das  m"  durchsichtige 

Mittel  dringt,  ohne  die  vorhergehenden  zu  durchlaufen; 
V  dasselbe  für  denjenigen  Körper,  welcher  zur  Vergleichung  der 

übrigen  gebraucht  wird; 
Sv„  und  Sv  die  Veränderungen,    welche  »„  und  v  erleiden,   wenn 

man  von  dem   mittleren  .Strahle  zu  dem  allgemeinen  farbigen 

Strahle  übergeht; 
a™,  ß„,  j--  Coefficienten,  welche  von  der  farbenzerstreuenden  Kraft 

des  m"*  und  im  —  l)*"  Mittels  abhängen,  so  dass 


Xj,  pi,  «i  die  reehtivinkeligen  Coordinaten  des  allgemeinen  farbigen 
Strahles  nach  seiner  Brechnng  dnreh  die  i"  Flache; 

X, ;  )  M  2'  die  Coordinaten  seine«  Einfallspunktes  auf  der  t*"  Flache, 
ohne  Rücksicht  auf  die  Abweichungen; 

AX,,  AVi,  AZ,  die  Aenderungen,  welche  die  letzteren  Coordi- 
naten durch  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt  erleiden; 

JXi.  SYi,   3Zi   die  correspondirenden  Veränderungen  wegen  der 
Farbenzerstreuung. 

Der  Ursprung  dieser  Coordinaten  befindet  sich  im  Scheitel 
der  i'"  brechenden  Fläche,  die  Axe  der  a  füllt  mit  der  Axe 
des  Instrumentes  zusammen,  die  Ebene  der  y%  ist  eine  durch 
diese  Axe  und  den  leuchtenden  Punkt  gelegte  Ebene,  die  6 
werden  als  positiv  angenommen,  wenn  sie  vor  dem  Scheitel 
der  i'"  Fläfhe,  d.  h.  nach  dem  Gegenstände  zn  liegen,  die  y 
dagegen,  wenn  sie  sich  mit  der  Ordinste  des  leuchtenden 
Punktes  auf  einerlei  Seile  der  Axe  befinden. 


die  den  vorhergehenden  entsprechenden  Grössen  in 
Bezug  auf  den  Huuptstrahl; 

die  correspondirenden  Grösst^n  in  Bezug  auf  den  all- 
gemeinen farbigen  Strahl ,  wenn  der  Ursprung  der 
x, ,  y..  \.  und  Yi  in  dem  dazu  gehörigen  Haiiplstrahle 
angenommen  wird; 


:r,, 

V' 

x„ 

f.. 

iS 

,'^t 

*., 

y- 

%, 

y. 

AX 

,  ii'i 

3X 

,  äV. 

la' 
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e  den^odex  der  letzten  Fläche*  des  achromatischen  Objec<!ivs; 

j  den  Index iderjenigen  Fläche,  hinter  wetcher  die  Hauptblendang 
steht; 

<i  den  Abstand  der  Hauptblendang  von  der  /*  Fläche,  hinter  der- 
selben angenommen; 

<)%i<fen  Abstand  der  Hauptblepdang  von  der  0*4~  l)'*'PI^che,  vor 
derselben  angenommen; 

g,  vj  die  Coordinaten  des  Durchschnitts  zwischen  dem  allgemeinen 
farbigen  Strahle  und  der  Ebene  der  Hauptblendnng ,  von  der 
Axe  des  Instrumentes  an  gezählt 

Zuerst  berechnet  man  die  sämmtlichen  Vereinigungsweiten  ver- 
mittelst der  Formeln 

indem  man  von  dem  bekannten  Ci  ausgeht,  dem  Index  m  nach  und 
nach  alle  Werthe  von  m  =  1  bis  m  =  2  giebt  und  die  Formeln  ab- 
wechselnd gebraucht,  oder  man  bedient  sich  hierzu  der  anderen  in 
Nro.  4  angegebenen  Methode.  Sodana  erhält  man  F„  und  K„  für 
sämmtliche  Werthe  des  Index  sehr  leicht,  wenn  man  die  in  Nro.  4 
gefundenen  Formeln  unter  die  Gestalt  bringt  - 

F.  =  1 

*  Cm 

und  wenn  man  dem  Index  m  nach  und  nach  alle  Werthe  von  m  =  2 
bis  m=^i  giebt«  Bei  dem  Gebrauche  der  letzteren  Formeln  muss  K^ 
als  bekannt  angenommnn  werden,  welches  entweder  unmittelbar 
gegeben  ist  oder  aus  der  Stellung  der  Hanptblendung  berechnet 
wird,  vermittelst  der  Formeln:  * 


=  _  24+«  K^-)  _  ^'+*  C    ^^^  ^ 


Ebenso  sind  Y,  und  X|  entweder  unmittelbar  gegeben,  oder 
sie  werden,  wenn  die  Stellung  der  Uauptblendung  bekannt  ist,  durch 
die  Formeln  erhalten: 
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t  man 

ferner 

• 

/L 

= 

Cm 

*- 

= 

am 

Cm 

• 
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80  werden  die  übrigen  Coefficieoten  anf  folgende  Weise  gefunden : 


^---(^ 


=    *— Ik    I    — ^ 


«.  — (51 


04). 


l>-Ä- 


n. 


(Ä)- 


V    n 


V    n 


(O- 


(=^ 


)"g-4-):g-c!^^d)- 

"N    rn  +  3      8Cn+l)-| 
y-  L   a  c      J" 

). 

^   ri_l^    r»  +  8      8(nH-13"| 
y»  V«        cy«  La  c      J- 


y«  L    a  c       J« 


(^0. (^)j(««  +  3)*-iiAJ. 

V  tn  y*  L    a  c      J- 

lAU    *=-  ^I(«n-3)ft-n(n-«)A]. 

""  «a«  Va        cy-  La  V    c    JX 
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[ß]-    =  ^  r(n-S)Ä  +  nAJ. 


'm 


»ä  va        cy-  L   a     "**  c  J- 

[D].    =  -  g^  [(n»+3)  Ä-2n»Al, 
^ 1^  rn*+8  _  8(»*+  in 

[E\«    =  —  n» 

[DO.  ==  -  n.  («Ä-Ä).  =  -  n„  (|---|). 
iE']-  =  —»»»  =  [JB1„ 

in*  Va        cy-L    a     ^  cJ« 


n*  V.«       cy-  La'*'  c  J- 


lö"]-  =  ^[(n-3)  A  +  nAJ. 

_  iV»— a     £"1 

n_L    a     ■'"  cj- 
a»Va       cJ'^n\a      cJKa'^      '^    ^   { 

>(n— t)*  /j^  _  JL^  r±  _  (±±J2T        i 

'*"       n*       \a        eJLa  e    J  )m 
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Zur  Berechnuni^  der  Coefficienten  L'(")  etc.  hat  man  für  alle 
Werthe  des  Index  von  »t=  1  bis  in  =  (t —  1);  ' '  ' 

Km)  _  r(n  — l)Ac~i  _  r  (n-l)  /t  _  l\] 
~  LinaV*  J^~  LinaV*\.a        c JS- 

^  \2vaym       «r«-i  \  na  Jm 

8odaun  Tür  m  =^  ii 

A')  =  -  (-KA 

\%ac  F»y» 

worauf  die  Coefficienten  L'^"*)  etc.  für  alle  Werthe   vou  m   durch 
die  folgenden  Formeln  erhalten  werden : 

L'W  =  K(-)  L«_,   +   ^") 

jH/(«)  =  KC-)  Jlf_,  +  2A-)  K« 

jVV(»)  =  KC-)  iV_t  +   Z^-")  KJ 

O'C")  =  KW  O,^  +3A»>  Ki  +  ty^-»)  lu 

P'C-)  =  K(-)  P_,  +  A-)  K2  +  y(«)  K* 

In  Bezug  auf  L"^  etc.  dagegen  ist  für  sammtliche  Werthe 
des  Index 

~L«»aF»J-       L8n«F«  Va        c/J- 

'"<■'= '-'-(=Kr). 

L"(-)  =  Kf-)  1^1  +  /1-) 

J»f "(-)  =  K(-)  Jlf_,  +  2A-)  K. 

JV"(-)  =  K("'  JV._.  +  /<")  K« 

0"W  =  K(->  O^,  +  3/t")  K»  +  « yt-)  K. 

P"(-)  =  KW  P^.  +  A-)  K»  +  yt-)  K» 

so  dass  die  vorhergehenden,  einfach  und  doppelt  accentuirten  Coef- 
ficienten ,  nur  in  Ansehung  des  Index  t  von  emander  verschieden  sind. 
Ferner  ist 

(L)(-)  =  [^  _  1^  (K  -  K,)X 

g  {Ä)  K    .    (ß) 

,    F»    +  ~r 

-  »^(;3K'-«KK.-(K)0-^(K-K.) 


tOO     ,  yjBBTES   KAPITKL. 

<_  «^^K  ^^,  _  ^^j.^  _  ^  (^f  -  (K)0      \ 

(-41 K«   ,  8(inK«    ■  3(0)  r*K 

F»     +       «v       "^        p» 

(P)(-7  =  /  _  f^*  CK*  +  8  K  K.  -  8  (K)0  -  ^  CK  K.  -  (K)0 

+  ^  CK*-2KKi  +  CK)0  +  ^^  (K-K.) 

worin  alle  Grössen,  welche  nicht  mit  dem  Index  1  oder  e  versehen 
sind,  den  Index  m  haben,-  and  entweder 

CK).  =  0 
oder 

(K).  =  K.-  Vtg. 

g^esetzt  werden  muss,  je  nachdem  die  Hanptblendung  an  dem  Ob- 
jective  oder  an  den  Ocularen  angebracht  ist; 


—  K(-)  LL., 

TC-)  =  K.  »")  --(«--«. ««-,) 
=  K.  «(-)  -  C-"-=  -  •2=15-') 

(Sr)<-^=  K(-)  S^, 

(T)C-)=  K(»)  T^, 

m(-)    =  K.  T(-) 

17(-)  =,  _  (^)^>-i  ^  41;^.)  (^_ 

i — 175-  C«-  —  «-  «— J  + 


-  ^-^^  +  4/.W  (fit). 

-  ^^'  +  4L(-)  («f). 


Soll  nur  Ti  berechnet  werden,  so  kann  man  für  alle  Werthe 
de«  Index  von  »1=1  bis  m  =  {i — I) 
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sodann  für  tn  =  i 


at 


7^'>  =  K,  «('>  — 

setzen. 

Aus  den  mit  dem  oberen  Index  versebenen  Coefficienten  werden 
die  correspondirenden  mit  dem  anteren  Index  dadurch  erhalten ,  dass 
man  die  Summe  der  ersteren  von  im  =  1  bis  zu  dem  durch  den  unteren 
Index  angegebenen  Werthe  von  m  nimmt,  wonach  s.  B. 

ist. 

Sodann  hat  man 

(L').  =  iL),  - 14'  -  (K  L  -  L"), 

(JlfO.  =  (Jtf).— Jlf:'  — (KJM— Jl!f")i 
(JVO.  =  (JV).  — JV».'-(KiV— JV"), 
(O').  =  8  (JV).  —  Or  —  (K  O—  0"), 
(P').  ==  (P).  -  P."  -(KP-  P'Oj 

(90.  =-(»:—»,') 

wobei  in  den  Coefficienten  (L).  etc. 

(K).  =  0 

gesetzt  werden  mnss. 
Endlich  ist 

/,  =  «,«.  +  2'.  [Tt-)  y.  -H  KW  T^,  («. -«.-.)! 

(tt),  =  tt.  +  («,  —  «.)  CK)! 

und  in  dieser  Formel  entweder 

(K).  =  K.-F:y. 

oder 

fir,  =  fir.  =  0 

je  nachdem  die  Hauptblendnng  am  Objective  oder  an  den  Oculareo 
angebracht  ist: 

rpic)   _r(4>K'    ,    8(ir)K*    ,  SCOFTI 

rpno)  _  rJiÜK*        8[BlK'    ,    [11]  K    ,    [JglF*1 

tPn(.,==[i^  +  3iim:+iD5K+mir| 

»(-)  =  0(-)K«— «Pt»)  K.  — [P]C) 

rAvK*      U)K»  .(^OK*      (^'OF'KT 

=  L"F« w~  +  —; ? — ^J- 

/0<-)[(T).-CKT-(T)}j] 

4-  iPn<">  («-—«-  «wi) 


JBOt  VIIBTBS  KAPITEL^ 

Um  IF|  nach  der  zweiten  oben  angegebenen  Methode  zu  finden, 
berechnet  man  zuerst  nach  den  vorhergehenden  Formeln  für  den 
mittleren  Strahl  die  sämmtlichen  Vereinigangsweiten  von  e^  bis  ff,^ 
sodann  Pi,  t/j  und  Wy  Hierauf  wählt  man  nach  Willkühr  einen  von 
den  verschiedenen  farbigen  Strahlen,  dessen  Brechungsverhältniss 
in  Bezug  auf  den  zur  Yergleichung  dienenden  Körper  (p  4~  ^^v)  ist 
und  für  welchen  alle  Buchstaben  accentuirt  werden.  Sodann  berechnet 
man  für  denselben  die  Brechungsverhältnisse  durch  die  Formeln 

r«  =  V«  +  a«  J'p 

nL  = 


Vm— 1 


ferner  die  Vereinigungs weiten ,  indem  man  von 

ausgeht,  durch  die  Formeln 

J_^  <       (n^-l)n> 
cL       ffL  a. 

S4-i  =  ci,  —  «L-t 
und  Kl  durch  den  Ausdruck 

Vermittelst  dieser  Werthe  kann  Pi  für  den  farbigen  Strahl  durch 
die  vorhergehenden  Formeln  berechnet  werden.  Bezeichnet  man  den 
auf  diese  Art  erhaltenen  Wertfa  jener  Grösse  mit  Pl^  so  ist 

Können  diejenigen  Glieder  der  dritten  Ordnung  vernachlässigt 
werden,  welche  von  den  Oculal^en  herrühren,  so  ist 

W,=  U.Kl 

Befindet  sich  vor  der  ersten  und  hinter  der  U  *  — v^j^^n 

Fläche  einerlei  durchsichtiges  Mittel,  so  ist 

Vi     =    1 

ai  =  0 

Ebenso  ist 

^  =i 
«,  =  0 

wenn  sich  die  Hauptblendung   in   demselben  durchsichtigen  Mittel 
befindet. 


I 
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383  In  manchen  Fällen  ist  es  bequemer,  die  Coefficienten  so  ans- 

zudrücken  •  dass  sie  Functionen  von  — ,  —  und  { )  sind. 

Setzen  wir  daher 

"'S 

*'  =  7  > (a) 

a       g 

80  ist  es  erforderlich  n,  h  and  k  dnrch  n%  h'  und  ^  aoszodrücken. 
Zuerst  ist 

Ferner  kann  die  in  der   vorhergehenden  Nummer  gegebene 
Gleichung  zur  Berechnung  vpn  —  unter  die  Gestalt  gebracht  werden, 

a        e  \a        gJ 

folglich ,  wenn  man  statt  f J ,  T  —  •—  —  \  und  n  ihre  Werthe 

k^  V  und  —,  substituirt, 

Endlich  ist 

i.  =  jfc-|.Ä  =  *'  +  A' 
folglich 


Ä  =  Ä'  +(^/-.&l-.A^+(^*)&' 


Wir  haben  daher  jsnr  Verwandlung  von  n,  h  und  ^  in  n^,  A^ 
und  W  die  Gleichungen 

f 


n 


+(^>  }  •  •  •  • *' 

k  = 


Ä' 

Ä' 


n' 


Durdi  Substitution  dieser  Werthe  verwandeln  sich  die  in  der 
vorhergehenden  Nummer  enthaltenen  Ausdrücke  der  Coefficienten  in 
folgende : 


S04  VIRBTB8  Turmu 


~  V  2«'*  y-L   «  y      J" 

"^       V«n'*y»vo        ^'x-L    «  if       J' 

~       V  n"  y-L    «  s-      J- 

"~  V  «n'*  y-  L     o  y       J- 

M].  =  -  (-j^)_rcn'*  +  n'— l)Ä'-(8n'— Dn'A'j. 

tnS\a       gJ-L         a  9      J' 

lö]- =  -  ^  [(3n'»— 2n'  +  3)A'-«n'Ä'J. 

T  pn'*  — 8»^  +  8  _  3(n^  +  in 

inS  La  y        J- 

1^1-  =  GS*)-  C<^"'  -  «)  Ä'  +  »'  A' J- 


I ' 
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[BT.  =  (j^\  [Cn'  -  8)  Ä'  +  n'  Ä'J, 
[Öl-  =  :^  [(«'  -  3)  Af  +  n'Ä']. 

[£"].=  —  1 

,  —  -^  [(n" — n'  + 1)  *' + (n'  —  1)  n'  A'], 

1^  rn'*  —  n'  +  \  _  n 

,_Lf±_S^    rn'*-\-n'—t  ___  (n>*  — Q-l« 

+»(^):a-j).K-'-=^]: 

*^     ~       L  9n'a  F*  J-  ~        L  2n'a  V*   Ka  ~  yjjm 

und  zur  Berechnung  von  L'<">  etc. 

'"   =-   ««;i.F2rX»--l)*-  +  n>A>], 

«n:  o.  FJ  L    «     ^  y  J- 

«01  =  — I 

T(-)  =  K»  SCO L_  «  «_  _  <^,) 
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Vi') = -  y^'pzi  -f  41/-)  («>. 

'^  in 

=  -  ^-^%|^  +  4  LC«)  (ST), 

•^  lu 

1+  (0<-)Ä.-2P(->)  [cfiT)»  +  -2^1 

=  -  «r,  (w.  -  tPj  +  r'.(  _  jpj(.,  ^__^ 

i—  OW  iu^  —  u,^  +  2Pt-)  T, 

=".«+?.}_«,..(«_«„)  + 1^(„.^_^,, 

Die  übrigen  Formeln  der  vorhergehenden  Nummer  bleiben  un- 
geändert. 


W 


Fünftes  Kapitel. 


Pr ablerne  deF  epaten  Ordnang. 


Da  nunmehr  die  Gleichungen  der  einfallendes  und  der  ge- 
brorhonen  ätrahlen  vollständig  entwickelt  worden  sind,  sq  können 
wir  zu  der  Auflösung  derjenigen  Probleme  übergehen,  welche  bei 
der  Constructiou  der  optischen  Werkzeuge  am  häufigsten  vorkominen. 
Diese  Probleme  sind  von  verschiedener  Art:  bei  einigen  nämlich 
genügt  eine  genäherte  Anflösungi,  so  dass  es  hinlänglich  ist,  nur 
die  Glieder  der  ersten  Ordnung  beizubehalten;  andere  hingegen  er- 
fordern die  Bcrnrksichligung  der  zu  den  höheren  Ordnungen  gehörigen 
Grössen.  Demnngeachtet  ist  aber  selbst  bei  den  letzteren  Aufgaben 
eine '  vorläufige  genäherte  Auflösung  nothwendig,  da  jene  Grössen 
Functionen  von  denen  sind,  welche  hierdurch  erhallen  werden.  Be- 
schäftigen wir  uns  daher  vor  Allem  mit  den  Problemen  der  ersten 
Ordnung,  und  nehmen  wir  zu  dem  Ende  die  Gleichungen  der  ein- 
fallenden und  gebrochenen  Strahlen  mit  Vernachlässigung  aller  Ab- 
weichungen wieder  vor.  Diese  Gleichungen  werden  uns  sodann  ein 
leichtes  Mittel  zur  Auflösung  der  erwähnten  Probleme  an  die  Hand 
geben. 

Gleichungen  der  einfallenden  und  der  gebrochenen  Strahlen. 

39])  Die  Gleichungen  der  einfallenden  Strahlen  erhalten  wir  ans 
(a),  tc)  und  (1)  von  Xro.  36,  wenn  wir  darin  alle  Glieder  vernach- 
lässigen, welche  sich  auf  Abweichungen  bezichen.  Bezeichnen  wir 
daher,  wie  dort,  die  Coordinaten  des  einfallenden  Strahles  ohne  Index 
und  behalten  die  übrigen  in  Nro,  37  angegebenen  Bezeichnungen  bei, 
so  werden: 

/.  die  lilfiichvvgen  des  nUgemeincn  einfallenden  Sfrafi/ex,  wenn 
die  Coordiiia/en  desxelben  ron  der  Are  des  Inttnimentet  an 
leziililt  trerden. 


+-4'+0-^:)(^)] 


tos  '    FÜNFTES   KAPITBL. 

II.  Die  Gleichungen  des  einfallenden  HauptstralUes 
ar  =  0  \ 

I 

I 

in.  Die  Gleichungen  des  allgemeinen  einfallenden  StraJdes,  wenn 
die  Coordinalen  desselben  von  dem  Haupislrahle  an  gezählt 
werden. 


(c) 


Die  Gleichangen  der  gebrochenen  Strahlen  folgen  aus  den  mit 
/.,  II.  and  ///.  bezeichneten  Formeln  von  Nro.  26,  34  und  35,  wenn 
darin  ebenfalls  alle  Glieder  vernachlässigt  werden,  welche  sieh  auf 
Abweichungen  beziehen.  Unter  dieser  Voraussetzung  fallen  die 
beiden  ersten  Formeln  zusammen,  indem  sie  nur  in  den  Gliedern  der 
höheren  Ordnungen  verschieden  sind.    Wir  erhalten  daher: 

IV.  die  Gleichungen  des  allgemeinen  Strahles  nach  der  f^  Brechung, 
wenn  die  Coordinaten  desselben  van  der  Axe  des  Instrumentes 
an,ge»€Mt  werden, 

V.  Die  Coordinaten  des  Einfallspunktes  des  allgemeinen  Strahles 
auf  der  t**  brechenden  Fläche,  von  der  Axe  des  Instru- 
mentes an  gezählt. 


'   I 


(e) 


VI.  Die  Gleichungen  de*  HaupUlrahle*  nach  der  iT  Brechung 

^.-^[.+(.-^)C-=^)J 


(f) 


«i  =  0 


VII.  Die  Coordinaten  des  Ei^ifallspunktes  des  Hauptstra/Ues  auf 
der  t^  brechenden  Fläche 

V'  / (ff) 
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Vtll.  Die  Gleichungen  des  allgemeinenSlraklcs  nach  der  {"^Brechuriff, 
1  die  Coordinafm  detselben  von  dem  corresportdiretiden 
HauptttraiUe  an  gewählt  werden, 

..::§;■:! •■> 

SX.  Die  Coordinafen  des  Einfallspunkfes  de»  allgemeinen  Strahles 
auf  der  V  brechenden  Flache,  vom  correspondireiiden  Haupt- 
ttraitle  an  gezahlt, 

II - 

Bei  allen  Coordinafen ,  welche  in  den  vorhern;elienclen  Gleichungen 
vorkommen,  findet  die  Relation  Statt,  dass  diejenigen,  welche  von 
der  Axe  des  Instrumentes  an  gezahlt  sind  und  mit  unaccenlulrten 
Buchstaben  bezeichnet  wurden,  aus  der  Summe  der  correspondirenden 
Coordinaten  bestehen,  die  mit  einfachen  und  doppellen  Accenten 
versehen  sind.    Hiernach  ist 

y  =y  -\-  y 

X   =x   +    'i 

'■  =  ':^:    ck) 

Ji  ^   Xi  +  X, 

X:  =  -Vi  +    t-,       ]  -«fc 

Nach  den  im  Anfange  von  Nro.  36  gemachten  Bemerkungen 
sind  die  Formeln  la),  ih)  und  (C)  in  denen  (d>,  (0  und  (h)  enthalten, 
wenn  man  bei  den  Coordinaten  x^  y,  z  den  Index  i  weglasst  und 

V.  =    Vi   =    1 

A,  =  Ä. 

ffi   =  c, 
setzt.    Hiernach  reicht  es  hin ,  die  folgenden  Enlwickelungen  nur  in 
Bezug  aur  die  gebrochenen  Strahlen  vorzunehmen,   indem   die  er- 
haltenen  Resultate   durch   die  angegebenen  Umänderungen  auch  auf 
die  einfallenden  Strahlen  anwendbar  sind. 

Befindet  .sich  der  leuchtende  Punkt  in  der  Axe  des  Instrumentes, 
so  wird  der  Strahl  ein  Venlralstrahl  genannt.  In  diesem  Falle  ist 
^,  =  0  und  der  Haupistrahl  fällt  mit  jener  Axe  zusammen;  der  Ur- 
sprung der  in  den  Gleichungen  fc],  th)  und  (i)  gebrauchten  Coordina- 
ten liegt  daher  in  der  Axe  des  Instrumentes,  so  dass  diese  Gleichungen 
die  einzigen  sind,  welche  bei  Cenlralstrnhlen  in  Betracht  kommen. 

Den  Formeln  fh)  und  fi)  können  wir  verschiedene  Gestalten 
j;eben,  welche  in  manchen  FäUeo  nützlich  sind.    Drücken  wir  nämlich 


»j 


fO 
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zaerst  ^,  and  X^  durch  die  Coordinaten  des  Durebsdinittes  mit  der 
Ebene  der  Hanptblendan^  aas,  so  ist,  je  nachdem  dieSldlong  der- 
selben aaf  die  /*  oder  O'+D**  brechende  Flache  bezogen  wird, 
vermöge  (d)  und  (0  von  Xro.  22 

fbiglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  (h}  and  (i)  sabstituirt, 

Bildweilen  ist  es  bequemer,  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  in 
Polarcoordinaten  za  verwandeln.  Denken  wir  uns  nämlich  den  all- 
gemeinen Strahl  nach  der  i**"  Brechung  von  einer  Ebene  durchschnitten, 
welche  senkrecht  auf  der  Axe  des  Instrumentes  steht  und  sich  in  der 
Entfernung  Zi  vor  dem  Scheitel  der  f*"  brechenden  Fläche  befindet, 
so  sind  yi  und  Xi  die  von  dem  Hauptstrahle  an  gezählten  Coordinaten 
des  Durchschnittspunktes  jener  Ebene  mit  dem  Strahle. 

Nennen  wir  ferner  ohne  Rücksicht  auf  die  Abweichungen 
Ai  die  auf  die  Ebene  der  xy  projicirte  Entfernung  zwischen  den 
Durchschnittspunkten  des  Hauptstrahles  und  des  allgemeinen 
Strahles  mit  der  i^  brechenden  Fläche, 
v^  den  Winkel,  welchen  R,  mit  der  Axe  der  y  macht, 
^j  und  \pi  dieselben  Grössen  in  Bezug  auf  die  Hauptblendung, 

Vi  and  \fi  dieselben  Grössen  in  Bezug  auf  die  Ebene,  welche  den 
Strahl  nach  der  t*^  Brechung  durchschneidet, 
00  ist 


rti 


5^1  =  Ai  COS. 

V, 

jiU  ^A,  sin. 

»'. 

Ttt  =  Äi  COS. 

v, 

Xi  =  ili  sin. 

^i 

Vf     »  ft      COSm 

^ 

Ö    =  ft    sin. 

«h 

Ili   ■»  r*    COS. 

* 

t,  "bb  r,   Min, 

«h 

(m^ 


00 
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folglich,  wenn  diese  Werthe  in  den  Formeln  (h),  (i)  nnd  (!)  sub- 
stituirt  werden, 

y.  =  r,  COS.  \pi  =  —  {jy-^J.  ^1  C09.  Vi 
Xi  =  r,  *m.  \in  =  —  V  V    J  ^*  *****  *** 

y.=  ü.  CO».  «  »       F.      "-kCtI^Jj  ö  *'*"•  * 
=  TT  V.^:zpX.  «  '"'*•  '^ 

-w-       A   «^  Äi  *m.  «p,        1    /  Fff  'S 

1    z'  Fe  •>      '    . 
•-  TT  \7=?Jm  «>  ""•  '^ 

Die  vorhergehenden  Formeln  dienet  dazd,  die  Grössen  «Pd  9^9 
1^,  V/},  und  ebenso  Ai,  JR; ,  ^,  n  zn  bestimmen,  wenn  eine  der  ersteren 
und  eine  der  letzteren  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Dividiren 
wir  nämlich  die  zweite  jener  Formeln  durch  die  erste,  sodann  die 
vierte  durch  die  dritte,  so  erhalten  wir 

tg  \i^  =  tg  q^^  =  tg  \^ 

tg  «ft  «=  ig  H\  ^  ig  H^ 
folglich 

V'i  =  v^  =  tf'i  =  ifj 

Es  ist  daher  unnütz ,  diese  Winkel  von  einander  zu  anterscheiden, 
und  sie  sollen  künftig  alle  dureb  Wi  aosgedruckt  werden,  wodurch 
sich  die  Formeln  Osk)  in  folgende  vorwandeln: 

Vi  «»  /ii  CO*,  «p, 

Xi  ^=  Jlj  Hn,  9», 

it^i  =  Äi  €09."  ^g 

Xi  «»  J^i  nn.  !F, 

> (•) 

Vi     =*i  fj      C09.   Ü», 

Ij    =  ft     9m.  «F, 

y.     =r  Ti     COM'.   «F, 

ii  ^  Vi    sin.  «Pj 
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Ferner  geben  die  letzten  Formeln 
folglich,  wenn  man  hierin  die  in  (n)  gefundenen  Werthe  sabstitairt» 

"'=  T7  =  TT  i^jipjjj  ft  =  K  V.?37.A.  «i 

wodurch  die  Grössen  l^i,  Ai,  q?  ^i  gegeben  sind,  wenn  eine  der- 
selben als  bekannt  angenommen  wird. 

Nach  der  oben  gemachten  Bemerkung  können  wir  die  Formeln 
(1),  (o)  und  (p)  auch  auf  den  einfallenden  Strahl  anwenden,  wenn 
wir  bei  x-,  und  jfi^  und  folglich  auch  bei  Xj,  yi  und  r,^  den  Index 
weglassen  und 

F.  =  1 

setzen.    Diess  giebt  in  Bezug  auf  den  einfallenden  Strahl 
y  =ir  COS.  «Pj 


»(q) 


x  =  r  sin.  «Fj 


'-C-^)*.=-(^)C-^a« 

403  Wir  haben  bereits  in  Nro.  4  yerschiedene  Methoden  ange- 
geben, nach  welchen  die  sämmtlichen  Vereinigungsweiten  berechnet 
werden  können,  wenn  eine  derselben  bekannt  ist.  Es  bleibt  jetzt 
nur  noch  übrig,  diese  Methoden  weiter  zu  entwickeln  und  die  nöthigen 
Folgerungen  daraus  zu  ziehen.  Ich  nehme  hierbei,  wie  an  dem  an- 
geführten Orte,  an,  dass  entweder  c.  oder  g.  unmittelbar  gegeben 
ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  diejenigen  Vereinigungs- 
weiten, welche  auf  jene  folgen,  successiv  durch  die  in  (b)  von  Nro.  4 
gefundenen  Formeln: 

JL  „  (^n-n  1  ,  _J_  (Ä) 


FÜNFTES    KAPITKL. 


«18 


indem  man  von  dcra  bekannte»  c.  oder  g.  ausgeht,  dem  Index  i  mch 
und  nach  alle  Werthe,  entweder  von  (=;e  bis  zu  i'^f,  oder  von 
i  ^  e  +  I  bis  zu  i  =  t  beilegt ,  je  nachdem  r.  oder  g.  gegeben  Jst , 
und  die  Formeln  abwechselnd  gebraucht. 

Zar  successiven  Berechnung  der  vorhergehenden  Vereinigungs- 
weiten  dienen  die  Formeln  (J)  von  \ro.  4: 
ff,  =  c,.,  ~  rf,  j 

J^  ^    n^  _    (n— Di      j       0» 

Ci  3.  a.  \ 

wodnrch  die  erwähnten  Vereinigungsweilen  erhallen  wwden,  wenn 
man  von  dem  bekannten  c,  oder  g,  ausgehl,  dem  Index  i  nach  und 
nach  alle  Wcrthe,  entweder  von  i  =  e — 1  bis  j  =  I,  oder  von 
i  =^  e  bis  i  ^=  1  giebt,  je  nachdem  c,  oder  g.  bekannt  ist,  und  die 
Formeln  abwechselnd  anwendet. 

Ausser  den  Vereinigungsweiten  enthalten  die  vorhergehenden 
Gleichungen  noch  die  Entfernungen  der  brechenden  Flächen  d;,  die 
Halbmesser  derselben  Ai,  und  die  firerhungsverhäl Inisse  n, ,  von 
welchen  Grössen  durch  jede  Gleichung  eine  gefunden  werden  kann, 
wenn  alles  Ucbrige  darin  bekannt  ist  Zu  diesem  Zwecke  erhalten 
wir  aus  denselben 


-  =  (^^^  - 

a,        \.n  —  l/i  g. 


I 


cAg  —  a), 


Hierbei  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  alle  Vereinigungsweiten 
tiad.  iMiltelpunkte  der  brechenden  Flächen  vor  diesen  angenommen 
worden  sind,  daher  c.  g  und  a  verneint  werden,  wenn  der  umge- 
kehrte Fall  einirilt. 

41)  Die  zweite  Methode,  welche  in  \ro.  4  zur  Berechnung  der 
Vereinigungsweiten  angewendet  wurde,  besieht  darin,  diiss  mfln 
a/ialytisrhe  Ausdrücke  sucht,  welche  c,  und  g,  unmittelbar  durch  e. 
oder  g,  bestimmen. 

Zu  diesem  Ende  wurden  zuerst  in  Bezug  auf  die  folgenden 
,  Vereinigungsweiten  die  Bezeichnungen  eingeführt: 

».I-,  =  rf,-,       1 

-  =C-^),     


t.^1  =  n,_ 


li) 


t,.     =  1  ) 

Vermittelst  dieser  Wertlie  können  die  durch  0.  c)  und  (i,  e} 
bezeichneten  Grössen  berechnet  werden,  bei  welchen  i  den  ersten 
und  e   den  letzten   Index   der  verschiedenen,   dabei   gebrauchten   q 


^  1 
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mgiebt    Hierisa  dienen  die  folgenden  drei  Systeme  von  Foroiebi) 

welche  in  fd),  (e),  (f),  (g),  (h),  (i)  und  (k)  von  Nro.  3  geAindea 

wurden : 

(e— l,e)  =  1 

(e,  e)  =  q. 
'  (i  — 1,  e) 


od?r 


+*!+!_ 

I  "  ' 

(1  +  1,0  =  1 

Um  von  denselben  Gebrauch  machen  zu  können,  muss  man  in 
der  dritten  Formel  (b)  und  der  zweiten  (c)  dem  Index  {  nach  and 
nach  alle  Werthe  von  i  =  ^  + 1  bis  i  =  i  geben ,  in  der  dritten 
Formel  (d)  dagegen  dem  Index  e  alle  Werthe  von  e  ?=  i  —  1  bis 
^  ==  1 ,  worauf  die  dadurch  ausgedrückten  Grössen  successiv  er- 
halten werden.  Aus  den  in  (a)  gegebenen  Werthen  ist  übrigens 
ersichtlich,  dass  die  auf  diese  Weise  berechneten  Grössen  ü^e)  und 
[i^€\  bloss  von  den  verschiedenen,  darin  enthaltenen  n,  d  und  a, 
mithin  nur  von  der  inneren  Einrichtung  des  Instrumentes ,  keineswegs 
aber  von  den  Vereinigungsweiten  abhängen. 

In  den  Ausdrücken  der  Vereinigungsweiten  kommen  ferner  noch 
andere  Grössen  vor,  welche  sich  von  den  mit  (t,  e)  und  [t,  e\  be-' 
zeichneten  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  das  letzte,  darin  ent- 
haltene q.  einen  speciellen,  nicht  in  den  Gleichungen  (a)  begriffenen 
Werth  bekommt.  Diesen  werde  ich  mit  q'.  und  diejenigen  Werthe, 
welche  (t,^)  und  [2,e]  annehmen,  wenn  darin  q[  an  die  Stelle  von 
?•  gesetzt  wird,  mit  (i,^')  und  [t,  ^1  bezeichnen. 

Nehmen  wir  nun  in  (G)  von  Nro.  3  diejenigen  Substitutionen 
vor,  welche  in  Nro.  4  angegeben  worden  sind,  bemerken  wir  sodann^ 
das9  vermöge  (a) 

«j.  ««  1 
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ist)  80  erhalten  wir  die  fol^nden  Ansdräcke  der  VereinigiiiigsweMen, 
welche  auf  die  als  bekaont  voraasgesetste  folgen : 

I.  wenn  e,  gegeben  ist, 

yi-i  =  c. 

«I— 1,  «e)c.4-(»t--l,  2g+l) 


y»r^4-*« 


y»!-«  +*» 


+  *»•+! 


fl^f  + 


C. 


^ii  "r  *»| 


yai-i  -r  *»i-i 


ya 


»..+- 


\ 


II.  wenn  g,  gegeben  ist, 

_  (gt-1,  te+l)+(8«— ^  8g+«)J^.  1 


Vti-<  "r*ti— t 


y»  !-•+*» 


+*»»t« 


9i 


»»,  ««a 


yti 


-TT 


1—1 


^  *»o+t 


ytfi  +  y. 


(e) 


CO 
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Bei  der  Anwendung  dieser  Formeln  müssen  die  mit  Parenthesen 
bezeichneten  Grössen  entweder  nach  (b)  oder  (c)  berechnet  werden, 
indem  man  darin  jedesmal  die  Werthe  von  t  und  e  nach  den  zwischen 
den  Parenthesen  enthaltenen  Angaben  bestimmt 

Da,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  mit  Parenthesen  ohne 
Accente  angedeuteten  Grössen  nur  von  der  inneren  Einrichtung  des 
Instrumentes  und  keineswegs  von  den  Vereinigungsweiten  abhängen, 

so  können  die  ersten  Ausdrücke  von  Ci  und  —  gebraucht  werden, 

um  diese  Grössen  für  verschiedene  Werthe  von  e.  oder  g,  zu  be- 
rechnen, ohne  die  ganze  Rechnung  wiederholen  zu  müssen. 

421  Die  ersten  Ausdrücke  von  e-,  und  —    enthalten  vier  von  den 

mit  Parenthesen  bezeichneten  Grössen ;  es  giebt  jedoch  eine  Gleichung 
zwischen  denselben^  welche  dazu  gebraucht  werden  kann,  um  eine 
jener  Grössen  zu  eliminiren,  und  welche  auf  folgende  Weise  erhal- 
ten wird. 

Vermöge  der  dritten  Gleichung  (b)  der  vorhergehenden  Num- 
mer ist 

«,  e)  =  q,  (i— 1 ,  ^)  +  *i  0—2,  e) 

und  ebenso 

Ct,<?  +  1)  =  yj(i— l,^  +  l)  +  *.Ct— 2,<?  +  l) 

Multipliciren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  (t  —  f,^-]-!)? 
die  zweite  mit  — (i — l,^),  so  wird  die  Summe  beider  Producte: 

(i,<?)(i-l,e+l)  — (i,^+l)(i-l,^)  = 

=  _,;[(i-lje)(i— 2,e+l)-Ci— l,e+l)(i-2,e)] 

Diese  Differenzengleichung  stimmt  mit  (K)  von  Nro.  3  überein, 
wenn  man  setzt: 

Wi  =  Ö,e)(t— l,e+l)  — (t,e+l)(t— 1,^) 
qi  =  —«I 
A  =  0 

Verwechselt  man  nun  in  dem  Integrale  (L)  jener  Gleichung 
e  —  1  mit  e  + 1 5  so  ist  dasselbe 

folglich  nach  Substitution  der  vorhergehenden  Werthe 

(t>)(i— l,e  +  I)  — (t,<?+l)(i— 1,<?)  = 

=  [— *il'-^*L(e+l,^)(e,e+l)  — (e+l,e+l)(e,e)] 

Nach  der  angenommenen  Bezeichnung  ist  aber 

[— *J'"^*=  (— *i)(— #i-i)  ....  (— *.+t) 
Femer  geben  die  Gleichungen  (b)  von  Nro.  41 

(e,e+V)  =  1 
(e,  e)  =  q. 


i-tNPTKS    KAPITFL. 

mithin 

(ff+l,e)Ce,e  +  l)  — Ce+1,«  +  I)(c,e)  = 

Hierdurch  wird  das  vorhergehende  Integral: 
(i,c)(f-l,e-l-lj  — (i,e-f-l)i:i  — t.e)  = 

=  —  C— ».)(— «^-0 (—*.,.! 

Bemerken  wir  jetzt ,  dass  vermöge  (a)  von  voi 

;.   =  I 


I 


ist,  80  entgehen  aus  Ca)  durch  Veründerung  des  Index  die  falgeudeii 
vier  Gleichungen: 

CSi— !,««)  (2j— «,«tf-|-l)  — («i  — l,«e+l)  («i  — 8,«e)  =  -^=i- 
(«i,  «e)(»i  — I,  «e  +  D  — («I,  «ff+m«»— I,  ««)=  — -^^^ 

(8i— 1,8c-(^I)(«(-2,«e+«)-(8i— I,«e4-«){«i— S,«e+J)  =  — -1^ 

Diese  Gleichungen  enthalten  der  Beilie  nach  dieselben  mit  Paren- 
thesen bezeichneten  Grössen,  wie  die  ersten  Ausdrucke  von  d  und  — ^ 

ff- 
in  Ce)  und  {f)  von  Xro.  41;  verbindet  man  daher  jeden  der  letzteren 
mit  der  ihm  entsprechenden  Gleichung  (b),  so  kann  dadurch  eine 
beliebige  jener  Grössen  aus  demselben  elinu'nirt  werden. 

Die  bemerkenswerlhcsten  unter  den  Formeln,  welche  man  auf 
diese  Weise  erhall,  sind  diejenigen,  welche  sich  in  zwei  Theüe 
absondern ,  deren '  erster  unabhängig  von  c.  oder  ff,  ist.  Um  sie  zu 
finden,  müs.sen  wir  in  dem  ersten  Ausdrucke  von  c,,  welcher  in  (e) 
der  vorhergehende»  Nummer  gegeben  ist,  das  von  c,  unabhängige 
Glied  des  Zählers  vermittelst  der  ersten  Gleichung  (b)  eliminiren, 
und  ebenso  mit  —  verfahren,  welches  aus  c,  durch  Umkehrung  des 
ihm  entsprechenden  Bruches  folgt.  Die  hierdurch  erhaltenen  Aus- 
drücke von  Ci  und  —  verwandeln  sich  sodann  in  die  correspondiren- 

den  von  — ^  und  ^   durch   blosse   Verwechselung    von  Ät  —  I   mit  ii 

ff.  n.  * 

i»  den  mit  Parenthesen  bezeichneten  Grössen,  und  von  v^.i  mit  —  Vi-y. 

Ebenso  müssen   die  in   (f)   der  vorhergehenden  Nummer  gegebenen 

ersten   .A^usdrücke   von  c.  und  —^  behandelt  werden,  indem  man  jedes- 

9- 
Dial  das  von  ff,  unabhängige  Glied  des  Zählers  eliminirt. 


^K     Dial  da^ 
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Die  folgenden  Formeln  sind  die  Resultate  dieser  Elimination: 
I.  wenn  «.gegeben  ist, 

_  (9t— i,  2e) 

*^'""  (««—2,  ie) 


Vi-i 


v^t  (2 i— 2,  ie)  l'(« »—8,  2e)c.  +  («i— «,  9e  +  i\\ 

c,         (««—1,  2«) 

■^   v^,  (2i— 1,2«)  [(2i~l,8e)  c.  +  (2i— l,2c+l)J 

üi  =     (8»\  2  g) 
y.  ~"  (2«— I,  2e) 

I  Vi_t 

"^  v_.  (2i— 1,  2e)  LC2i—  I,  2e)  c.  +  C2«— 1 ,  2g+I)J 

^  ^  (2t-l,  2g) 
«,  C2f,  2g) 

v^i  (2i,  2g)  [(2i,  2g)  c.  +  C2i,  2g+l)l  / 

n.  wenn  ^.  gegeben  ist, 

e  _   (2l-l,2g  +  2) 
'  (2  t— 2,  2g  +  2) 

Vt-t 

V. (2 <— 2,  2 g-f  2)  L(2»— 2,  2  g+ 1)  -H  (2 <— 2,  2 g+2) g.\ 

i^^   (2 1—2,  2  «4-2) 

A  "  C2i— 1,  2g+2) 

»1-1 


+ 


„.(2»-l,2g+2)|t2i-l,2g+l)  +  (2i-l,2g+2)i^.J^^^^ 

2l==      (2«,  2  g+2) 
Si        (21-1,  2g+2) 

■^  i..(2i— I,  2e+2)|.(2t— 1,  ig+l)  +  (2<— 1,  2«+2)^.| 

ffi         (21— l,2g+2) 
n,  («i,  2e+9) 

483  ^'^  '^^^  Parenthesen  bezeichneten  Grössen  können  anf  ver- 
flchiedeDe  Weise  ausgedrückt  werden.  Zuerst  erhalten  wir  aus  der 
dritten  Formel  (d)  von  Nro.  41,  wenn  wir  t  und  e  mit  2i — 1  und 
2e — 1  verwechseln,  die  Ordnung  innerhalb  der  Parenthesen  umkehren 
und  bemerken,  dass 

ist, 


FFÜNTBS  KAPITBU  tlt 

Ferner  giebt  die  leUte  Formel  (c),  verbandeii  mit  (e)  derselben 
Nommer,  durch  Jene  Yerweehseiiuigen 


=  Ci 

•        • 

Vermöge  (1) 

von 

Nro.  4  ist  aber 

Wi_i 

Wj_8    . 

•  • 

.  n,  n_t 

•  •  •   •  #!• 

=  »i-i 

1 

1 

«.    , 

W^t 

•       •        •       4 

«• 

V.    1 

r. 

Ci 

c. 

C_t 

Ct 

1 

^i-t 

•        •        •        • 

5-. 

•    •     1 

^-1 

fftSi 

~  F, 

^-1 

y-» 

•    •    • 

F_.  ^^. 

-F.c. 

folglich,  wenn  man  diese  vier  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt , 

Ci  .    •    .    •    — — -  C.  —  »/   "  i/" 

Substituiren  wir  diese  Werthe  in  dem  vorhergehenden  Aus- 
drucke von  (2i  —  1,  2€  — 10?  behandeln  sodann  (ti,  2e  —  IO9 
C2 1 —  1 ,  2  eO  and  (2  t,  2  e^}  auf  dieselbe  Weise,  so  entstehen  dadurch 
die  folgenden  Formeln: 

(2i— 1,  2^—10  ==  (2i— 15  2e)  c. +  (2t— 1,  2e+l) 

=    F.7J.:   ■=    F...  ■ 

(«t,  «e— 10  =  («i,  2*)  c.  +  (Sl,  «e+n 

»i  F^i  y^i  »i  ti,  V,  e, 

V;  g\  v^t  Fl  g-,  V. 

(«i— I,«eO='(«»-l,«e+l)^  +  C«i'-l,«0+»n.j 

(2f,  %e^  «  (2i,  2<j4-1)  2l  ^.  (j,-,  2e  +  f)  n. 

PI  F.  Pitt,  F. 


TT^TpHi      Fi  ^i  p. 

443  Zur  Berechnung  der,  er.  oder  g.  vorhergehenden  Vereini- 
gungsweiten Wurden  in  Ch)  von  Nro.  4  die  Bezeichnungen  ange- 
nommen : 

"•  =^^)'  ^ (« 

*ti  =       1 


ftO  FÜNFTES  KAFITBL. 

Die  hierdurch  erhaltenen  Werthe  dienen  sodann  zur  Berechnung 
der  mit  Parenthesen  bezeichneten  Grössen,  vermittelst  der  folgenden 
drei  Systeme  von  Formeln,' welche  bereits  in  (z),  (A)  und  (B)  von 
Nro.  8  gefunden  wurden: 

(€?  +  !,  e)  =  1 

ie^  e)  =  q. 

(I,  e)  =  yi(i-f  1,1?) +*i(i-h2,  ^)      ).....    CbJ 

[€?,  e]  =  q. 
[«,  e\  =  q\  +  T2 


oder 


[t+l^el 
[I,  e]  =  yi  +  ij 


yui-h^ifi  )   •    .    .    (c) 

fi,i?)  =  [t,  e][t  +  l,e)  ....  [^5  e] 


Ct-l,0  =  l  1 

(I,  i)  =  y,  ^  ( 

(e,  I)  =  y.  (€?  —  I ,  i)  +  1^1  (e  —  2,  0  I 

(e,  i)  =  (t,  e)  ] 


(d) 


Vermittelst  der  dritten  Formel  (b),  der  zweiten  (c)  und  der 
dritten  (d)  werden  die  dadurch  ausgedrückten  Grössen  successiv 
erhalten,  wenn  man  in  den  beiden  ersten  dem  Index  i  nach  und 
nach  alle  Werthe  von  i  =  e  —  I  bis  i  =  i,  in  der  letzten  dagegen 
dem  Index  e  alle  Werthe  von  e  =  t  -f~  1  bis  e  =  e  beilegt. 

Wir  haben  ferner  bereits  in  Nro.  4  die  Bemerkung  gemacht, 
dass  die  Formeln ,  welche  die  auf  c.  und  g.  folgenden  Vereinigungs- 
weiten bestimmen,  auch  auf  den  gegenwärtigen  Fall  anwendbar  sind, 
wenn  man  den  Index  von  t  bis  e  zunehmen  lässt,  wodurch  sich 

•  •—1,  2i— 2  ....  2e+2,  2c+l)  «— Ij  ^— t 

in  2i-f-l,  2<+2  ....  2e— 2,  2e~l,  t+1,  c-f  1 

verwandeln,  sodann  Ci  mit  ^{,  di^x  mit  —  rfi,  und  n,  mit  —  ver- 
wechselt. * 

Durch  diese  Verwechselungen  entstehen  ans  den  Formeln  (e) 
und  (f)  von  Nro.  4t,  wenn  man  sie  in  umgekehrter  Ordnung  ischreibt, 
die  folgenden  Ausdrücke  der,  c.  und  g.  vorhergehenden  Vereinigungs- 
weiten : 


FONFTBS  KAPITBL. 


Ml 


I.  H'enn  c.  gegeben  ist, 


\ 


1*tit  +  »t 


i±l 


-f-  «t 


^1 


(t  t-t- 1, 8  g— I)  +  (« »'+ 1>  g  g— «)  g. 
(«  i+t, «  g—  D  +  (« «+«, «  g— «)  g. 
(« j+l,8g0      ^  .  n  ,  >^ 


+««-t* 


n.  .wenn  ^.  gegeben  ist, 

9«  i+i  "T"  *tJft 


niC| 


T"  ^««-t 


(ti-H,«e+10 


[«i+l,2i?+n 


4  *t-i 


/ 


.    (e) 


CO 


Ferner  erhalten  wir  durch  dieselben  Yerwechselnngai  luu  (a) 
von  Nro.  4t: 


(i, «)  (i+ 1 ,  g— 1)  —  (i,  g—  1)  (1+ Ij  g) 


(•• 


(«) 


f tt  FÜNFTM   KAFITBL. 

s 

Vermöge  (a)  ist  aber 

*«i    =   1 
_     1 


and  ausserdem,  da  e  gröaser  als  i  ist, 

Aus  (g)  entstehen  daher  durch  Veränderung  des  Index  die 
folgenden  vier  Gleichungen,  welche  dazu  dienen  können,  aus  den 

ersten  Ausdrücken  von und  g^  in  (e)  und  (f)   eine  beliebige 

von  den  mit  Parenthesen  bezeichneten  Grössen  za  elhniniren : 

(2i,2e— l)(2t+l,«e— «)— (8i,2e— 2)(«i+l,«e-.l)=-^ 

C«i+I,«tf— lX««-l-«j««— «)— C««+l»«e— «)C8i-f «,Se~l)  = — 

''^*)(h) 
(«t,  «e)  («  1+1,««— 1)  —  (««,  ««— 1)  («i+i,  ««)  =—- !2- 

(2t+l,2e)(2i+2,2e— l)~C2i+l,2e— l)(2i+2,2e)  =  -^ 

Diese  Gleichungen  folgen  auch  aus  (b)  von  Nro.  42,  in  umge- 
kehrter Ordnung  geschrieben,  wenn  man  darin  die  oben  angeführten 
Verwechselungen  vornimmt  und  ausserdem  vi^\  mit  v\ ,  >..i  mit  p, , 
V.  mit  p_t  verwechselt.  Hierdurch  erhalten  wir  mithin  unmittelbar 
aus  (c)  und  (d)  jener  Nummer  die  nachstehenden  Formeln : 

I.  wenn  c.  gegeben  ist, 

1      ^      (2<,2e— 2) 
nic,  (21  +  1,2^—2)  ^ 


+ 


V\ 


»-iC««-!-!,»«— «D[(«i  +  I,««— l)  +  C*i+i)««-«Jc,J 


»1 


v^ .  C»  «, «  e-«)  fC«  I, «  c- 1)  -f  (t t, «  e—9)  c.  I 

Ci) 

»^ 


J_         (ti-t-8,2e— t) 


9i         (« i 


l,«e— 2) 


4-  *^ 
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n.  wenn  g.  gegeben  ist,  , 
1     _     (8i,»g) 

"^  ^(«»-i-i,««)r(«»+i,««)^.+(««'+i,«*-j)j 

« 

^(«i,«e)I.(««,te)i^.+  l2»,«e-l)J 

(8t  +  l,2e) 

V\ 

^,         (2i+l,«e) 

+    r.(«<+l,«c)l_(«i+l,2e)y.-f  («t+l,«e-i)J 


^ 


(k) 


I 

/ 


Behandeln  wir  endlich  (8i,  8^0  etc.  auf  dieselbe  Weise,  wie 
es  in  Nro.  43  geschehen  ist,  and  bemerken,  dass  e  grösser  als  t, 
mithin 

n,  Ci  ^*  ^•^  n.  c.       Vi.t  fiTi.t  V.      n,  Vi  C| ». 

ist,  so  entstehen  dadurch  die  folgenden  Ausdrucke: 

(81,  8eO  =  («I,  8e-l)  -^  +  f***^  «<?  —  «)  4- 

Pi-J    Ve  Vi   Kl 


(8i+l,8e0  =  («i+l,«^-l)^+(««-l,«^-«)^| 

TT^  \(i) 

(2i,  «e+n  =  (21,  2e)  ^.  +  (2t,  8^-1) 

=    ^'-t  F,  g.    __     y;  F.  jr, 

~   Fi.t^Tj.ip.        ni  Fl  CiP. 

(8t  +  l,  8e+10  =  (2t+1,  8e)5r.  +  (8i  +  l,  8e-t) 
__  Vi  F.  y, 

45}  Die  Grössen,  welche  in  Nro.41  und  Nro.  44  mit  (t\  e)  be- 
zeichnet wurden,  sind  nicht  einander  gleich,  es  bestehen  aber  Re- 
lationen zwischen  ihnen,  wodurch  die  eine  aus  der  anderen  her^^ 
leitet  werden  kann  und  welche  wir  aufsuchen  wollen,  da  wir  nützliche 
F'olgerungen  daraus  ziehen  kSmien. 
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% 
I 

Wir  haben  am  Anfange  von  Nro.  3  gesehen,  dass  das  in  Nro.  41 
gebrauchte  (t,  e)^  bei  welchem  t  den  grössten  and  e  den  kleinsten 
Index  von  q  bezeichnet,  aas  mehreren  Prodacten  besteht,  wovon 
das  erste  =  qiqi.i  .  .  .  .  q^t  9«  ist,  die  übrigen  aber  hieraas  darch 
Yarwechselong  von  einem  oder  mehreren  Paaren  aaf  einander  folgen- 
der Factören  7.  7..1  mit  «»  erhalten  werden.  In  Nro.  44  dagegen 
bezeichnet  i  den  kleinsten  und  e  den  grössten  Index  von  7,  und 
(t,  e)  ist  aus  den  analogen  Producten  zusammengesetzt,  wovon  das 
erste  =:  ^i  ^iti  •  •  •  •  9«.i  7.  ist,  die  übrigen  aber  hieraus  durch 
Verwechselung  von  einem  oder  mehreren  Paaren  auf  einander  folgen- 
der Factören  7.  q„^i  mit  «„,  entstehen.  Ausserdem  erhalten  q  und  9 
in  beiden  Fällen  verschiedene  Werthe,  welche  in  den  allegirten 
Nunmiem  angegeben  sind. 

Um  daher  die  letztere  Bezeielmung  auf  die  erstere  zurückzu- 
führen, müssen  wir  t  mit  e  verwechseln  und  die  Ordnung  der  in 
(I,  e)  enthaltenen  Grössen  umkehren,  da  hierdurch,  wie  wir  in  Nro. 3 
gesehen  haben,  der  Werth  von  (i,  e)  nicht  abgeändert  wird.  Be- 
zeichnet maii  nun  zur  Unterscheidung  alle^  Grössen ,  welche  sich  auf 
den  zweiten  Fall  beziehen,., mit  ^nem  Aceente,  so  ist  nach  jener 
Yerwechselung,  ebenso  v^^  im  ersten  Falle,  das  erste  Glied  von 
(t,  ey  =  qt  qtx.  .  .  .  q'^t  ql 

Wäre  daher  dieses  Glied  allein  vorhanden,  so  würde 

9i  Vit  q^  q.    ^ 

seyn.    Nach  den  erwähnten  Werthen  von  q  und  q^  ist  aber  allgemein 

q9m  n^ 

Bemerken  wir  ausserdem,  dass 

Vi 

'  W|  Wut   •  •  •   •  W«   =  

ist,  so  entstehen  aus  der  vorhergehenden  Formel,  je  nachdem  1  und  e 
gerade  oder  ungerade  sind,  die  vier  folgenden: 

,       (ti,te)' =  -(»!,  Je)  "^^ 

Vi 

(2t,  2e  +  iy  =  («I,  «e  +  D- 

) fa) 

(2t  — 1,  2ey  =  (2t— 1,  2e)  ^^^ 

(2t— l,2e+iy  =  — (2t— l,2e+l)   ""' 


Bei  den  übrigen  Gliedern  von  (t^  e)  und  (t,  ey  werden  in  dem 
ersten  Oliede  ein  oder  mehrere  Paare  auf  einander  folgender  Factpren 

qtm^t    qtm    mit   'Imfl)  q^m    ^S.-l    mit    ts», 

qLü  qL  mit  $Lj  qim  ^.1   mit  ^.t 


FÜNFTK8  KAPITBL.  9Vi 

verwechselt    Es  ist  aber 

Vimfi  qL  _    »L    ^  J_ 

9»»ft  99m  'Siiift  ^m 

qL  gim-t  _  ^{— I  _  J_ 

9s«  9s —1         's«  ^1 

woraus  folgt,  dass  jene  Yerwechselungen  durchaus  keine  Aende- 
rungen  in  den  Gleichungen  (a)  hervorbringen,  diese'  mithin  auf 
sänuntliche  Glieder  der  mit  Parenthesen  bezeichneten  Grössen,  d.  h. 
auf  die  letzteren  selbst,  anwendbar  sind.  Will  man  daher  diejenigen 
in  Nro.  44  erhaltenen  Formeln ,  in  denen  nur  die  verschiedenen  durch 
(i,  e)  angedeuteten  Grössen  vorkommen ,  durch  die  Werthe  aus- 
drücken, welche  den  letzteren  in  Nro.  41  beigelegt  worden,  so  ist 
hierzu  weiter  nichts  erforderlich,  als  zuerst  t  mit  e  :^u  verwechseln 
und  die  Ordnung  davon  innerhalb  der  Parenthesen  umzukehren,  sodann 

C««,  «^)  mit  —  ^^ 

Vi 

(8t,  2e+l)  mit  ^ 


(2  i--l,  2e)  mit 


»•— 1 


(«1—1,  «e  +  D  mit  — 

zu  multipliciren. 

Hierdurch  erhalten  wir  nach  den  in  Nro.  41  gebrauchten  Be- 
zeichnungen aus  (e)  und  (f)  der  vorhergehenden  Nummer: 

I.  wenn  d  gegeben  ist, 

2,  ^      —  (2t  — 1,  fe-)  +  (2t  — 2,  i2e)  d 
c.  (2t— 1,  2e  +  lJ  — (2i— 2,  2e  +  l)c, 

^    _    -(2i-l,2e+l)+(2t-2,2e  +  l)c,      ^     "    ^*^ 
^*  (2t— 1,  2e-f2)  — (2t  — 2,  2e  +  2)c, 

II.  wenn  ^i  gegeben  ist« 

1  =       — (»»S  2g)gr.  +  (2t— 1,  2e)  fii 

c.  (2t,  2e+i)5^,  — (2t— 1,  Ze+l)fh  ^ 

^    — (2t,2g  +  l)gr,+(2t-l,2e  +  nyti  (     •    ^^^ 

^*  (2t,  Jif+«)y._(2i_i,«e:f2)n,  ^ 

Ferner  geben  die  Formeln  (i)  und  (k)  jener  Nummer  vermittelst 
derselben  Methode: 

I.  wenn  c-,  gegeben  ist, 
JL=:  _       (2  t— 2,  te) 

c.  (2  t— 2,  2e+l) 

»^l2t— 2,«i?+l).[(«t— l,2e+l)  — (2<— 2,  2-^+l)cJ' 

_  (2t-2,te+l)  ^^  ^ 

<2t-2,2e) 
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(8t-8,  ie+i) 

^  ,.(«1—8,  8e+t)L(tt— 1,  te+8)  — (2i— «,«e+2)  c.| 

1  (gf— 8,  gg+») 

y.  "^         (8  t-«,  8e  +  l) 

„.(8t— 8,  8e+l)[(8i— l,8c+J)  — (8i-8,8e+l)cJ 
n.  wenn  ^i  gegeben  ist, 

i_  (8 1,  ye)  » 

<c.  -        (8t,8e+l)  ^ 

■^   »_,C8»,  8e+l)  [C8i,8«+l)Är,— (8t— l,8tf+OniJ 

^ (8t,8g  +  t) 

"'  -  (8t,  8c) 


1^  ' 


»_,  C8 1 ,  8 e)  [C8 1,  2 e)  ^,  —  C8 1  —  1 ,  8 e)  n, ] 

)(e) 
(8  t,  8g+l) 

**  "^         (8i,  8*4-8) 

PI 

,.(2t,  8c  +  8)  tc8t,  8e+8)y,  —  C8t  — I,  8e+2)  nj 

1_  (8t,  8e+8) 

y.  "°         (8t,8e+l) 

^    ».(8t,  8e  +  l)  LC8»,  8e+l)  y,  —  C8t— 1,  8e+l)Mj 

■ 

Endlich  folgen  auf  dieselbe  Weise  aus  (I)  der  vorhergehenden  Nummer 
die  Formeln 

(8  i— 1,  «e)  -^  —  («I—«,  2e)  =« 
(«I,  2e)^,  —  («I— 1,  »e)n,=    , 

~    Tzjz:~     v.c. 

46}  Bei  der  Anwendung  der  in  den  vorhergehenden  Nummern 
entwickelten  Formeln  kommt  der  Fall  am  häufigsten  vor,  dass  c^ 
unmittelbar  gegeben  ist  Gebrauehen  wir  daher  die  in  Nro.  41  an- 
genommenen Bezeichnungen,  so  müssen  wir  in  den  allgemeinen  For- 
meln e  =  1  setzen  9  tun  sie  dem  gegenwilrt^n  FaHe  anzupassen« 


irOlfFTBB   KAPITRL. 


ttr 


Hierdurch  erhalten  wir  zuerst  ans  (e)  jener  Nummer 

9'  =  <?i 

iii—t,  9)  c,  +  (»/— 1,  3) 
'         (.«»—«,  «»  c,  +  r«t— «,  »> 


C«i  — 8,  10 


=  [«i-i,  n 


^ti-a  "|~  ^ai~« 


r»i. 


+* 


91- 


+  ». 


«'•  + 


2. 

Ct 


ai=       (8t,  <)  c,  +  (gl,  3) 
ff;       («i-l,«je, +  («1-1,3; 

(81-1,  1')         ^**'  '^ 

=  ^»i  +  *»i 


9»i-«  "r  '»1— I 


9ii— (  "r  *»i— » 
+*. 


'''+T. 


Bemerkt  man  ferner,  dass  fär 
e  =  1 


.    (a) 


.^.  =  -  - 1 

F.  =  r,  =  1 
ist,  so  ^ben  die  Formeln  (e)  von  Nro.  48 

'  ~  (8i— 8,8)      (8t— 8, 8)  [  (8i— 8, 8)'c,  +  (8 f-«,8)J 


L        (8^-8,8)  , vi.t 

C;  =*  (8t- 1, 8)  "^  (8f  —  1, 8)  [(8t-l,  8 


5'i 


8)c»  +  (8i— 1,3)J' 


(8  t,  8) 


(b) 


+ 


Vs~\ 


(8t-l,  8)  ^  (ti—  1, 8)  [(««—1, 8)  c,  +  (8i— 1,3)J' 

£,         (8t- 1,8) >». . 

"     (8t, «)         (8t,  8)L(««,  «)c, +(8t,  8)J 


n 


Endlich  folgt  ans  (a)  von  Nro.  48 

£i^  =  (8t-l,  10  =  C8<-l,  8)c.  +  (8t-l,  3) 


»|Ci 


(8t,10-(8t,  «)c, +  (8t,  8) 


(•) 
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und  hieraa3 

Umgekehrt  dienen  die  Formeln  (c),  (e)  und  (f)  von  Nro.  45 
dazu,  um  Cj  und  Fi  durch  gi  auszudrücken.  Durch  die  Annahme 
von  e  =  1  verwandeln  sie  sich  in  die  folgenden: 

ct  t«i,  3)^1  — C«»— 1,  3)  n, 

(2i,3)^(«},3)[(«t,3)yi-(«i-l,3)nJ/    *    ^^^ 

(2i,3)  n 

c»  =  —  


(«I, «)      («t,«)  f(2i,  8)^,— («i-1, 8)  n.l 
Ei£L  =  _  (8i,  8)^,  +  (8£_l,  t)  n. 
FiV,  =  (8»,  3)  ^i  -  (8i— 1,  3)  n. 


C.  V-       7-,,.      ,      .--  -.-'-).....         (f) 


Die  beiden  letzten  geben  femer 

|l  =  -(2i,«)  +  (2i-l,2)^i 

Vi  c:-  («1,3) +  (21-1,3)-^ 

Bilder. 

473  Setzen  wir  in  den  Gleichungen  des  allgemeinen  Strahles,  (h) 
von  Nro.  39, 

«i  =  ^i 
80  werden  die  von  dem  Hauptstrahle  an  gezählten  Coordinaten  desselben 

y,  =  Xi  =  0 

Alle  Strahlen,  welche  von  demselben  leuchtenden  Punkte  aus- 
gehen, schneiden  sich  daher  nach  der  i^  Brechung  in  demjenigen 
Punkte  des  Hauptstrahles,  dem  die  Abscisse  ^i  zugehört,  und  welcher 
das  Bild  des  leuchtenden  Punktes  ist.  Nach  Nro.  34  liegt  aber  der 
Hauptstrahl  ganz  in  derjenigen  Ebene,  welche  durch  den  dazu  ge- 
hörigen leuchtenden  Punkt  und  die  Axe  des  Instrumentes  gelegt  ist; 
doi  Bild  eines  leuchtenden  Punktes  befindet  sich  daher  stets  in  der 
durch  den  letzteren  und  die  Axe  des  Instrumentes  gelegten  Ebene. 

Die  Coordinaten  des  Bildes  erhalten  wir  aus  (d)  und  (f)  von 
Nro.  39,  wenn  wir  darin  Zi  =:  g,  setzen.    Hierdurch  werden 

dUe  Coordinaten  des  Bildes 

iCi  =  ari  =  0  \ 

y.  =y.«iV2L£L=/; .     (») 

V\  i 

»i  —  gi  ' 

so  wie  sie  in  Nro«  4  bereits  gefunden  worden« 
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Jedem  Punkte  des  Gej^enstanJes  gehört  ein  solches  Bilil  zu. 
Wird  Dun  derselbe,  wie  wir  aii;E;eiiommen  haben,  als  ciite  auf  der 
Axe  des  Inslrumenles  senkrecht  stehende  Ebene  betrachtet,  so  ist 
für  alle  seine  Punkte  c, ,  und  folglieh  auch  ff,,  einerlei.  Die  Bilder 
v<m  sämmllichen  Ptntklen  des  Vegenstandes  liegen  daher  in  einer 
auf  der  Axe  di-x  Instrumente»  aenkreclU  gfehenden  Ebene,  melcfie 
»ich  in  der  Enffemung  g.  vor  der  i"°  brechenden  h'läcke  befindet. 

Die  Ordinalen  y^  sind  als  positiv  angenommen  Morden,  wenn 
Äe  mit  den  correspondirenden  Ordinalen  der  leuchtenden  Punkte  auf 
derselben  Seile  der  Axe  des  Instrumentes  liegen.  In  diesem  Falle 
hat  das  Bild  dieselbe  Lage  wie  der  Oep'nstand ,  d.  h.  es  ist  aufrecht. 
Werden  dagegen  die  Ordinalen  y.  verneint,  m  hat  das  Bild  die  umge- 
kehrte Lage.  d.  h.  es  ist  rerkehrt.  Da  nun  das  Zeichen  von  y,  blosa 
von  dem  Zeichen  der  Grösse  V-,  g-,  abhängt ,  so  können  wir  den 
Schluss  mai'hen:  Da»  nach  der  i"'  lirecfiiing  entstehende  Bild  ist 
aufrecht  oder  verkehrt.  Je  nachdem  die  Grösse  l',  g,  pvsHic  oder 
negativ  ist. 

Für  denjenigen  Punkt  des  Gegenstandes,  welcher  in  der  Axe 
des  Instrumentes  liegt,  ist  ^,,  und  folglich  auch  y,  =  0,  d.  h.  das 
Bild  jenes  Punktes  befindet  sieh  ebenfalls  in  der  Axe  des  Inslrumeules, 

Die  gebrochenen  Strahlen  wurden  bei  den  bisherigen  Unler- 
Duchuugen  als  gerade  Linien  betrachtet  und  ihre  Lage  durch  die 
Gleichungen  von  diesen  bestimmt.  Da  nun  die  Gleichungen  einer 
geraden  Linie  dieselbe  so  eniltallon.  dass  sie  nach  beiden  Heitca  bis 
ins  Unendliche  verlängert  gedacht  M'trd,  so  begreifen  die  Gleichungen 
der  gebrochenen  Strahlen  nicht  nur  diejenigen  Thoile  derselben, 
I  Welche  wirklich  zu  Stande  kommen,  sondern  auch  diejenigen  Theilc, 
welche  blos  durch  die  in  Gedanken  vorgenommene  Verlängerung  der 
erstercn  entstehen.  Es  ist  aber  klar,  dass  die  gebrochenen  Strahlen 
«tets  hinter  der  corrcspondirenden  Fläche  liegen,  und  dass  sie  nur 
in  80  weit  zu  Stande  kommen,  als  sie  nicht  von  einer  folgenden 
brechenden  Fläche  aufgefangen  werden.  Fällt  nun  das  durch  die 
[  Gebrochenen  Strahlen  hervorgebrachte  Bild  auf  denjenigen  Theil 
derselben,  welcher  wirklich  zu  Stande  kommt,  so  lieisst  es  ein 
wirkliches  Bild,  im  entgegengesetzten  Falle  ein  eingebildetes.  Beide 
Arten  von  Dililern  können  wir  sehr  leicht  von  einander  unterscheiden. 
Da  niimhch  g.  die  Entfernung  des  Bildes  von  der  corresjiondireiiden 
Fläche,  vor  derselben  angenommen,  d^  die  Entfernung  der  folgenden 
brechenden  Fläche  ausdrückt,  so  können  wir  den  Schluss  machen: 
liaa  nach  der  i"'  Brechung  entstehende  Bild  ist  nur  dann  ein 
wirkliches  Bild,  trenn  g,  verneint,  wid  ohne  Rücksicht  auf  das 
Zeichen  kleiner  als  d.  ist.  Bei  der  letxten  brec/ienden  Fläche  fältl 
die  zweite  Bedingung  tceg. 

Mag  aber  auch  das  Bild  wirklich  oder  eingebildet  seyn,  so 
feilen  die  Strahlen  ia  ein  dahinter  stehendes  Auge  nach  denselben 


^n  MIea  die  ! 


I 
I 
I 
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RichtunjEren ,  &l.s  wenn  sie  von  einem  n»  der  Stelle  iles  Bildes  Tie- 
findlicheii  und  ihm  gleichen  Gegenstände  aus^^icngen,  daher  das  Bild 
dem  Auge  wie  ein  solcher  Gegenstand  erscheint. 

Da  ferner  alle  iStrahlen,  welche  von  einem  und  demselben  Pankle 
des  Gegenstandes  ausgehen,  mch  in  einem  Punkte  vereinigen,  und 
die  den  sammtlichen  Punkten  des  Gegenalandes  entsprechenden  Ver- 
eiaigungsinmkte  in  einer  auf  der  Axe  des  Instrumentes  senkrerbt 
stehenden  Ebene  liegen,  ebenso  wie  es  bei  dem  Gegenstände  selbst 
der  Fall  ist,  so  folgt  hieraus,  dasa  das  nach  der  i"°  Brechung  ent~ 
siehende  Bild  vollkommen  deutlich  i*l,  wenn  die  Abtceichnnuen  der 
Slra/tlcn  vernachläsgigt  werden. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  Gestalt  des  Gegenstandes  mit  der 
seines  Bildes  zu  vergleichen. 

Die  Coordinatcn  eines  beliebigen  in  der  Ebene  der  ya  bcfindlicheo 
Punktes  des  Gegenstandes  sind  nach  \ro.  2  und  4 

!  =  !;""■*■! <-) 

Die  ("oordinnten  des  dazu  gehörigen  Bildes,  welches  nach  dem 
Vorhergehenden  ebenfalls  in  der  Ebene  der  y»  liegt,  sind  vermöge  (a) 
y..=A  =  liAJb.    i 

«1=  ff.  \ 

!\ehmen  wir  nun,  wie  in  \ro.  34  an,  dass  sich  die  Ebene  der  y% 
um  die  A\e  des  Instrumentes  dreht,  bis  sie  in  ihre  anfängliche  Lage 
zurückkommt,  und  nennen  wir 
xj,,  den  veränderlichen  AVinkel  zwischen  der  anfängliclien  und  einer 

beliebigen  Lage  der  Ebene  der  yz, 
so   kann   die   Lage   der   verschiedenen   Punkte    des   Gegenstandes, 
welchen  ich  wie  bisher  als  eine  auf  der  Axe  des  Instrumentes  senk- 
recht stehende  Ebene  betrachte,  durch  die  Polarcoordinaten  i;.,  und  j/ 
ausgedruckt  werden. 

Bezeichnet  man  ferner  durch  tp-,  und  y,  die  Polarcoordinaten  des 
entsprechenden  Punktes  vom  Bilde,  welches  ebenfalls  in  einer  auf 
der  Axe  des  Instrumentes  senkrecht  stehenden  Ebene  liegt ,  so  ist 

V^  =  -J-i (di 

weil  der  leuchtende  Punkt  nnd  das  ihm  entsprechende  Bild  siHi  in 
einer  durch  die  Axe  des  Instrumentes  gelegten  Ebene  befinden. 

Die  Poiarordinaten  y  und  y.  erhalten  die  in  (hl  und  (c)  ange- 
gebenen Werthe.    Eliminirt  man  daraus  f, ,  so  wird 

V       *,        r,c, .    .    te> 

Die  Grösse  — '-^  ist  fiir  alle  Punkte  des  Gegenstandes  einerlei, 
woraus  folgt,  dass  yt  und  y  ein  bestandiges  Verhaltniss  zu  einander 
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haben,  dessen  Exponent  Jene  Grösse  lsI.  Bei  Kigaren,  deren  Punkte 
durch  PolarcoardinaleR  bestimmt  werden,  bestehen  aber  diu  Oe- 
dingun^en  der  Aehnlichkeil  darin,  dass  die  als  Abscisscn  dienenden 
Winkel  gleich  sind,  die  Ordinalen  dage,jen  in  einem  bestäudr^en 
^Verhältnisse  zu  einander  stehen.  Diese  beiden  Bedingungen  werden 
I  dnreh  die  Gleichungen  (dl  und  (e)  erriillt;  das  nach  der  i""  Brcckuiig 
r-^Mehende  Bild  ist  folghch  dem  Uegvmlandc  voUkonunen  d/iii/ic/i, 
Kenn  man  die  Abweichungen  vernachtäasiyt.  Der  Exponent  dea 
Verhältniatea  »wischen  beiden  tcird  durch  die  in  (ej  gegebene 
Graste  bestimmt. 

Vermidelst  der  Forinelii  (c)  und  (d)  der, vorhergehenden  Xumaier 

können  f,   und  -U-  durch   die   mit   I'arcnUiesen   bezeichneten  Grüssen 

"i 
ausgedrückt  werden,  und  es  fuigt   daraus  vermöge  1.11)   und  (,c)  der 
l^egenwärtigen  Nuraoier:  ".' 

I.  die  Ordinale  des  Bildes 

''         (8i,  1')        («I,  «)  c,  -(-  l2i.  3)  '■' 

n.  der  Eiiponent  des  Vcrbiiltuisses  /.wischen   dem  Bilde  und 
Gegenstaude 

^=— i = \ ....        (.) 

T^        l.«>,  l'>         1,2;,  2)  c,  +  i2/,  3J  ^^' 

Die  Abscisse  g,  des  Bildes  i^t  dorcb  die  Formeln  der  vorher- 

I  ^henden  Xummer  unmittelbar  gegeben.    Ist  — -  durch  die  erste  oder 

zweite  Formel  (aj  jener  Nummer  berechnet  worden,   so  ist  dadurch 

f 
der  Nenner  von  /I  und  -p- 

I  Rechnung  erleichtert  wird. 

I  ~  Verwechselung  des  Gcgenslamks  mit  dem  Itilde. 

48j  Da,  wie  wir  in  der  vorhergehenden  \ummcr  gesehen  haben, 
alle  Lichtstrahlen,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Cegen- 
stündes  ausgehen,  sich  hi  dem  correspondirenden  Punkte  des  Bildes 
darchschneiden .  und  dieses,  ebenso  wie  jener,  in  einer  auf  der  A\e 
des  Instrumentes  senkrecht  stehenden  Kbene  liegt,  da  CenuT  der 
Weg  eines  Lichtstrahles  ungeändert  bleibt,  wenn  er  von  dem  letz- 
teren in  umgekehrter  Richtung  durchlaufen  wird,  so  können  wir  das 
Bach  der  i""  Brechung  entstehende  Bild  als  einen  Gegenstand  an- 
sehen, von  welchem  die  Lichtstrahlen  in  das  Instrument  fallen,  und 
den  Weg  derselben  nickwärts  in  der  Hichtnng  von  der  i"'  nach  der 
ersten  brechenden  Fläche  berechnen,  wodurch  sich  der  wirkliche 
Gegenstand  in  das  der  letzteren  Flache  iiugehi>rige  Bild  verwandelt. 

Um  die  Lage  der  Punkte  in  dem  nunmehr  als  Gegenstund  an- 
genommeneu t'"  Bilde  auf  eine  ahnliche  Weise  zu  bestimmen,  wie 
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es  in  Nro.  4  bei  dem  wirklichen  Gegenstande  geschehei^  ist,  zidie 
ich  von  dem  Scheitel  der  f^  brechenden  Flache  eine  Linie  nach  dem 
den   Coordinaten  c^^  und  »^^    entsprechenden  Punkte  jenes  Bildes 
und  nenne    , 
4>i  die  Tangente  des  Winkels,  welche  diese  Linie  mit  der  Axe% 

der  »  macht. 

Hiemach  sind  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  erwähnten 
Punktes 

y'  =  ^^*' ! c»)i 

so  dass  die  Lage  desselben  vollkommen  durch  die  Grössen  pi  und  ^ 
bestimmt  ist. 

Durch  die  Vergleichung  der  ersten  Formel  (a)  mit  (c)  der  vor- 
hergehenden Nummer  lassen  sich  cpj  und  4>>  wechseis  weise  durch 
einander  ausdrücken;  man  erhält  nämlich 

*i  =  — -  (pi 

l  ]    . (b) 

Dieses  vorausgesetzt,  können  wir  die  allgemeinen  Formeln  auf 
den  vorliegenden  Fall  anwenden,  wenn  wir  darin  die  erforderlichen 
Modificationeu  eintreten  lassen* 

Zählen  wir  die  brechenden  Flächen  nach  derselben  Ordnung^ 
wie  bisher,  so  haben  die  der  m^  vorhergehenden  Flächen  den  Index 
m — I,  m — 2  etc.,  wenn  der  Weg  der  Strahlen  von  dem  wirklichen 
Gegenstande  nach  dem  letzten  Bilde  berechnet  wird ;  bei  der  umge- 
kehrten Berechnung  dagegen  treten  an  ihre  Stelle  diejenigen  Flächen, 
welche  mit  dem  Index  m  -{- 1  ?  m-^-^  etc.  versehen  sind.  Sobald 
daher  in  einer  Gleichung  mehrere  Index  m,  m — 1,  tn  —  i  etc.  vor- 
kommen, müssen  dieselben  in  m,  m-f-I?  m-f-S  ^tc.  verwandelt  wer- 
den, wenn  der  Weg  der  Strahlen  rückwärts  berechnet  wird. 

In  Bezug  auf  die  Halbmesser  der  brechenden  Flächen  und  die 
Vereinigungsweiten  können  wir  bemerken,  dass  dieselben  sämmtlich 
ihre  Lage,  und  mithin  auch  ihre  Zeichen,  ungeändert  beibehalten« 
In  den  allgemeinen  Formeln  bezeichnet  aber  c„,  die  Vereinigungs- 
weite  vor  der  Brechung  durch  die  m"  Fläche ,  ffm  dieselbe  nach  dieser 
Brechung,  statt  dass  nunmehr  das  Entgegengesetzte  stattfindet. 
Hieraus  folgt  daher,  dass  bei  der  umgekehrten  Berechnung  a„  un- 
geändert bleibt,  c„  und  ^»  dagegen  mit  einander  verwechselt  wer- 
den müssen. 

Ferner  hatten  wir  oben  angenommen,  dass  jedesmal  die  folgende 
brechende  Fläche  hinter  der  vorhergehenden  liegt,  statt  dass  sich 
gegenwärtig  die  letztere  vor  derersteren  befindet,  wodurch  sämm^« 
liehe  d  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten.  Ausserdem  folgt 
nach  der  bisherigen  Annahme  auf  die  (1114. 1)**  brechende  Fläche  d^ty 
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Jetzt  dage^fi  <f»  9  daher  bei  der  mDgekehrteii  Berechniuig  dLft  mit  —  dL 
verwechselt  werden  mnss. 

Sodann  verwandelt  sich  bekanntlich  n»  in  —  •  wenn  der  Licht- 
strahl  sich,  wie  hier,  in  entgegengesetzter  Richtung  bewe^ 

Die  sammtlichen  Coordinaten  endlich  erleiden  keine  Abänderungen, 
da  ihre  Lage  dieselbe  bleibt,  wie  bei  der  anfanglichen  Annahaie. 

Durch  die  angegebenen  Verwechselungen  folgen  die  Gleichungen 
(b)  von  Nro.  40  aus  (a)  derselben  Nummer,  und  ebenso  haben  wir 
dadurch  die  Formeln  von  Nro.  44  aus  den  allgemeinen  Formeln  ab- 
geleitet. Vertauschen  wir  daher  in  (b)  von  Nro.  40,  (f)  und  (k)  von 
Nro.  44  I  und  e  mit  m  und  t,  so  erhalten  wir  dadurch  die  Ver- 
einigongsweiten  c  und  g^  für  eine  beliebige  brechende  Fläche  ver- 
mittelst der  letzten ,  als  bekannt  angenommenen  Vereinigungsweite  ffi  • 

Wollen  wir  die  allgemeinen  Formeln  ungeändert  beibehalten, 
80  müssen  wir  die  brechenden  Flächen  rückwärts  zählen,  da  gegen- 
wärtig die  t**  als  die  erste  angenommen  wird.  Alsdann  entspricht 
dem  Index  m,  rückwärts  gezählt,  der  Index  t — m+l,  vorwärts 
gezählt.  Inclaviren  wir  daher  die  Buchstaben,  welche  sich  auf  die 
umgekehrte  Berechnung  beziehen,  so  wird 

(«)«    =   ö|-mfl 
(C)m     =   yi-mit 

(rf)-.  =  —  «L» 

(.Ol    =  ii-*f  t         > (.c) 

(X)i  =  X, 

cAh  =  A 

Diese  Werthe  ^reben  femer 

(p).  =  (n)«  .  .  .  .  (H)i  = — 

pj-w  y;-H«4t 

Vi  Tli^H^t  Vi 


(F). 
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Vermöge  Cg)  und  (k)  von  Nro«  89  ist 

folglich,  wenn  man  statt  (^^  seinen  Werth  aus  (b)  sabstitairt, 

Rückwärts  gezählt  ist  i^ber 

Die  Yergleichung  der  beiden  letzten  t^ormeln  giebt 

(Ä)i=-^ (e) 

wodurch  alle  in  den  allgemeinen  Formeln  enthaltene  Grössen  be- 
stimmt sind. 

Brennpunkte  eines  Systems  von  brechenden  Flächen. 

493  Wir  haben  in  (b)  von  Nro.  46  und  CO  von  Nro.  47  die 
Coordiuaten  des  Bildes  durch  die  mit  Parenthesen  bezeichneten  Grössen 
ausgedrückt  und  dadurch  die  beiden  Formeln  erhalten: 

g\  _  (gg— 1?  » VM 

^*        (««,  «)c, +  («1,3) 

Nehmen  wir  nun  die  Entfernung  des  Gegenstandes ,  c ,  unendlich 
an,  accentuiren  für  diesen  Fall  ^i  und  /^  und  setzen 

/7  =  Pift • (b) 

so  folgt  daraus 

,  ^   n,  (2i— 1,  2) 

__^'>       1 CO 

^'  ~  (81, «) 

Wird  dagegen  das  nach  der  i**"  Brechung  entstehende  Bild  als 
der  Gegenstand  betrachtet,  so  sind  vermöge  (d)  der  vorhergehenden 
Nummer  die  Coordinaten  des  wirklichen  Gegenstandes ,  welcher  nun- 
mehr die  Stelle  des  Bildes  vertritt: 

(A=  *i  =  —y^ — 

folglich,  wenn  man  hierin  statt  c^  und  — ^  ihre  Werthe  aus  (e)  und 
(g)  von  Nro.  46  substituirt,  ^ 


Ct 


^  _    (»»S  3)  _  Vi 


C«»,  «)       (2i,  «)  LC8«S  «)y»  — (««— 1)  «)  wj 


A     ^_ »i4> 


(tf,  t)-(«t-i,  «)3. 
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Ebeoso,  wie  wir  oben  den  Ge/^ensthod  unendlich  enlfenit  an- 
^noimucn  haben,  künneo  wir  jetzt  auch  vorauäsclzcu ,  dass  das 
nach  der  t"'  Brechung  entistehcnde  Bild  in  eine  unondlidie  Entrerniin;; 
rückt,  mithin  yi  =  od  wird.  Die  vorliergehcndcn  Formeln  bestiminca 
alsdann  die  h&gc  und  Grösse,  welche  der  (ieg'cnstanii  haben  muss, 
um  Jenem  Bilde  zu  entsprechen.  Sie  geben,  wenn  man  für  diesen 
Fall  c,  ujid  &,  acccutuirt  und 

(d) 

(e) 


Die  beiden  in  der  Axe  des  Instrumentes  liegenden  Punkte,  welchen 
die  Abscissen  ei  und  yf  zn^ehüren,  werden  die  Brennpunkte  des 
Systems  von  brechenden  FlScIien  genannt. 

Sic  bestimmen  die  Entfernungen,  in  welchen  sich  einmal  der 
Gegenstand  und  dann  das  letzte  Bild  des  Systems  befinden  müssen , 
damit  im  erstercn  F'alle  dieses  Bild  und  im  letzteren  der  Gegenstand 
unendlich  entfernt  werden,  die  Strahlen  mithin  entweder  nach  oder 
vor  dem  Durchgänge  durch  das  Instrument  parallel  sind. 

Die  Grössen  p,  und  p.  heissen  die  Brennweiten  dea  Systems. 
Die  in  (c)  und  (e)  gefundenen  Ausdrücke  derselben  zeigen,  dass  sie 
im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind  und  stets  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben.  Nur  dann  werden  die  beiden  Brennweiten 
gleich  und  entgegengesetzt,  wenn  sich  vor  und  hinter  dem  Instru- 
mente einerlei  durchsichtiges  Mittel  befindet,  weil  in  diesem  Falle 
n  =  1  ist. 

Zur  Unterscheidung  werde  ich  den  der  Abscisse  cf  entsprechenden 
Brennpunkt  und  die  Brennweite  p,  die  ersten,  die  anderen  dagegen 
die  zweilen  nennen. 

Zahlen  wir  bei  einer  beliebigen  Entfernung  des  Gegenstandes 
die  erste  und  letzte  Vereinigungsweite  c,  und  g.  nicht,  wie  es  bisher 
geschehen  ist,  von  den  Scheiteln  der  ihnen  rorrespondiremlen  brechen- 
den Flächen,  sondern  von  deü  beiden  Brennpunkten  au,  so  wird 
vermöge  der  ersten  Formel  (e) 

C»i,»)f, +(»».  3)  . 

[c-ej, jjj-jj  »J 

Fernfr  geben  die  ersten  Formeln  (al  nnd  (cl,  wenn  man  be- 
merkt, dasB 


«.-,  i)  l«i,  !)  c,  +  iSi,  3)1 


1«) 
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Hieraus  fol^  durch  Maltiplication  und  mit  Rucksicht  auf  die  in 
(c)  und  (e)  gefundenen  Werthe  von  pi  und  p^  * 

Diese  Gleichung  kann  dazu  benutzt  werden ,  entweder  c,  oder  ^, 
zu  berechnen,  wenn  entweder  ^i  oder  c^  gegeben  ist  und  die  Grössen 
Ci,  ffi  und  Pi  oder  pi  berechnet  worden  sind;  man  erhält  daraus 

Cc-cn.  =      ^tPi      ^  _         Pl        ^  _     viPf 

'^^     i^-'»         Cc— c')i  i!i(c-*cOi  (c— cOi) 

Da  p^pi  stets  negativ  und  vi  stets  positiv  ist,  so  zeigt  die 
Gleichung  (h),  dass  (c  —  c')i  and  (ff — ff^}t  stets  entgegengesetzte 
Zeichen  haben.  Je  nachdem  sich  daher  der  Gegenstand  vor  oder 
hinter  dem  ersten  Brennpunkte  befindet,  liegt  das  letzte  Bild  hinter 
oder  vor  dem  zweiten  Brennpunkte. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig ,  das  Yerhältniss  zwischen  dem  Gegen- 
stande und  dem  Bilde  durch  die  Grössen  (c — cOi  und  (g — gOi  aus- 
zudrücken« Vermöge  (g)  von  Nro*  47  ist  der  Exponent  dieses  Ver- 
hältnisses 

Aus  der  zweiten  Gleichung  (c)  und  aus  der  ersten  Gleichung  (e> 
der  gegenwärtigen  Nummer  folgt  aber 

(2i,2)  =  l 

(«t,2)Ci'  +  (2i,3)  =  0 
mithin  ' 

fi  Pi         ' 

Vermöge  (h)  ist  femer 

Pi  iff—ff')i 

Vi 

Je  nachdem  man  daher  den  einen  oder  den  anderen  dieser 
Werthe  in  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  von --^  substituirt,  wird 

4  =    Cc-cOi    ^        y»        ^  %/       vKc-c'h    j  ,  (kl 
T  Pi  i9-9')i        ^         (ff-ffOi      ) 

Die  Grösse  des  Gegenstandes  verhält  sich  folgUch  zu  der  Grösse 
des  Bildes :  entweder  wie  die  Entfernung  des  Gegenstandes  von  dem 


I 

I 
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ersten  Brennpunkte  (c — c')i  zu  der  zweiten  Brennwene  /i,,  oder 
wie  die  erste  Brennweite  p,  zu  der  Enlferniinv  des  Bildes  von  dem 
«weilen  Brennpunkte  (y — y'ji,  oder  cndlicli  wie  die  Quadmtniirzel 
von  +  n  (c — c'),  zu  der  Quadratwurzel  von  +  ((/  —  t/')-,. 

Ferner  ist  das  Bild  aufrecht,  wenn  fc  — c'),  und  p-,  oder  ;?j  und 
(g — g');  einerlei  Zeichen  haben,  im  entgegengesetzten  Falle  aber 
verkehrt. 

lefindet  sich  der  Gegenstand  in  einer  Entfernung  von  dem 
ersten  Brennpunkte,  welche  der  ersten  Brennweite,  mit  ihrem  eigen- 
thümlichen  oder  dem  entgegengesetzten  Zeichen  genommen,  gleich 
ist,  so  hat  man 

ic—c'),  =  +  p,  =  +  n  p, 0) 

folglich  vermöge  (i)  und  (k) 

(9—9').  =  +  ;»,/ 

Das  Bild  liegt  daher  in  diesem  Falle  in  einer  Entfernung  vom 
zweiten  Brennpunkte,  welche  der  zweiten  Brennweite,  mit  ihrem 
eigen tbümliclicn  oder  dem  entgegengesetzten  Zeichen  genommen, 
gleich  ist.  Je  nachdem  das  eine  oder  das  andere  dieser  Zeichen 
stattfindet,  ist  das  Bild  verkehrt  oder  aufrecht  und  verhalt  sich  zum 
Gegenstände  stets  wie  1  zu  i.^ . 

Setzt  man  dagegen 

(c— cO  =  +pi CnJ 

so  wird 

(g—g')i  =  +T,p,  =  ±p,    i 

^=±'        i " 

Die  vorhergehenden  Resultate  sind  daher  auch  gültig,  wenn 
die  beiden  Brennweiten  p,  und  p,  mit  einander  verwechselt  werden, 
nur  bekommt  ahdann  das  Bild  die  entgegengesetzte  Lage  und  wird 
dem  Gegenstande  in  Ansehung  der  Grosse  gleich. 

Miltelpuiik/e  eines  Systems  von  brechenden  Flächen. 
50)  Nach  tb)  und  (c)  von  Nro.  47  sind  die  Coordinaten  des  im 
Gegenstande  angenommenen  leuchtenden  Punktes 
y  =  *i  =  c,  f , 
«  ^  c, 
die  Coordinaten  des  dazu  gehörigen  Bildes  dagegen 

V-A--^    j       ,„ 

».  -  y.  1 

Beide  Cooriiinaten  haben  jedoch  nicht  einerlei  Ursprung,  indem 

flieh  derselbe  bei  »  in  dem  JScheilel  der  ersten  brechenden  Fläche, 

bei  «i  dagegen  in  dem  Scheitel  der  i'"  Flache  befindet,  welche  um 

die  Summe  der  Entfernungen  d,  . . ,  .  rf^i  von  einander  abstehen* 
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Redaciren  wir  daher  y  and  »^  aaf  den  Ursprang  von  jfi  and  »i  nnd 
bezeichnen  in  diesem  Falle  jene  Coordinaten  mit  y^  and  z^ ,  setzen 
wir  femer  zur  Abkürzung 

D  =  d^  +  d^  .  .  »  .  +  di^t (b) 

80  wird 

Verbinden  wir  nun  die  beiden  zasannengehörigen  Pnnkte  im 
Gegenstande  and  Bilde  in  Gedanken  durch  eine  gerade  Linie ,  nennen 
die  laufenden  Coordinaten  derselben  Pi  und  ji,  wobei  der  Ursprung 
im  Scheitel  der  f^  brechenden  Fläche  angenommen  wird ,  so  ist  die 
Gleichung  jener  Linie 

yi— y»       «1— «I 

oder 

4i— /i         c^  +  D^gi 

Sie  durchschneidet  die  Axe  des  Instrumentes  in  einem  Punkte^ 
für  welchen  9i  =  0  ist 

Bezeichnet  man  daher  durch 

M^  und  Ml  die  Abscissen  dieses  Durchschnittspunktes,  von  den 
Scheiteln  der  ersten  und  der  t**"  brechenden  Fläche  an  gezählt , 

80  giebt  zuerst  die  vorhergehende  Gleichung: 

^-  27=17 ! .    .    Id) 

woraus  weiter 

folgt.  .     A 

An  die  Stelle  des  wahren ,  durch  die  Coordinaten  (a)  bestimmten 
Bildes  können  wir  nunmehr  ein  zweites  hypothetisches  Bild  setzen, 
welches  mit  jenem  einerlei  Entfernung  und  Grösse,  aber  eine  umge- 
kehrte Lage  hat,  wodurch  fl  und  ffi  in  Ansehung  der  Grösse  unge- 
ändert  bleiben,  fi  jedoch  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhält 
Verfahren  wir  daher  mit  dem  hypothetischen  Bilde  ebenso,  wie  es 
oben  mit  dem  wahren  geschehen  ist,  so  ändert  sich  dadurch  in  den 
Gleichungen  (d)  and  (e)  nur  das  Zeichen  von  /I  jüi ,  so  dass  wir  die 
beiden  Fälle  in  denselben  Formeln  begreifen  können,  wenn  wir  jener 
Grösse  das  doppelte  Zeichen  geben. 

Substituiren  wir  daher  nach  dieser  Abänderung  statt  6,  und  /^ 
ihre  Werthe  aus  Ca)  und  (c),  so  erhalten  wir  för  die  Absdsse  des 
Darchschnittspanktes,  je  nachdem  der  Ursprung  Aer  Coordinaten  un 
Scheitel  der  f^  oder  der  ersten  brechenden  Fläche  angenommen 
wird,  die  beiden  Aosdräcke: 


^L  f.-  v,-\  _  r;«,D 

■T,      „       ^■y,(.H-— J  +  ^^ 

*  = invs; 

^    ^   r.,,(iq:4)-c.»         ' '" 

'  ^^^^¥ 

Dn  diese  Werihe  unnbhüngi^  von  <j^i  sind,  so  fol^  daraus, 
dass  sirh  alle  Linien,  welche  die  correspondirendeo  Punkte  des 
Ge^^cnstandes  nnd  des  Bildes  mit  einander  verbinden,  in  demselben 
Punkte  der  Axe  durchschneiden,  welcher  jedoch  verschieden  ist,  je 
nachdem  er  sich  auf  das  wahre  oder  das  hypothetische  Bild  bezieht. 

Dagegen  sind  die  Werthe  von  M„  und  Jtf,  nicht  unabhängig 
von  c, ;  bei  veränderter  Enlfernun^r  des  Gegenstandes  erhalten  daher 
die  Durchschnitlspunkte  cbenralls  eine  veränderte  Lage. 

Ich  werde  sie  die  der  Entfernung  c,  entsprechenden  Millei- 
punkte  des  Syatevu,  und  zwar  den  einen  derselben,  welchem  das 
obere  Zeichen  zugehört,  den  icahren,  den  anderen  dagegen  den 
hypothelitchen  Mittelpunkt  nennen,  je  nachdem  bei  ihrer  Bestimmang 
das  wahre  oder  das  hypothetische  Bild  zu  Grund  gelogt  ist. 

Untersuchen  wir  insbesondere  die  Lage  der  Mittelpunkte,  wenn 
entweder  der  Gegenstand  oder  das  Bild  unendlich  cuircrut  ist. 

Bezeichnet  man  durch 
iBi  den  Werth,   welchen  Mi  bei  einer  unendlichen  Entfernung'  des 
Gegenstandes  erhält, 
so  giebt  die  erste  Formel  (H,  wenn  darin  e,  =  oo  gesetzt  wird, 

m,=g.(\+^') te) 

Nach  der  in  (r)  der  vorhergehenden  Nummer  eingeführten  Be- 
zeichnung nnd  vermöge  (d)  von  Nro.  46  ist  aber  in  diesem  Falle 

'^  =  — ,»t:w- = '■   ( 0.D 

"IT"         (8i,  SJ    ~  '^  1 

folglich 

^^.C«.^.^T.^^^, « 

Nennen  wir  ebenso  im  zweiten  Falle 
Ml  den  Werth,  welchen  Jtfi  bei  einer  nnendlichen  Entfernung  des 
Bildes  erhält, 
so  folgt  aus  der  zweiten  Formel  (f;)  durch  die  Annahme  von  ^l  =^  <X), 
-^i'-^''"  >^<ä.  =  cA\+  ^') Ck) 
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Da  nun  nach  den  in  (e)  der  vorhergehenden  Nonuner  einge- 
führten Bezeichnungen,  mit  Rücksicht  auf  (g)  von  Nro.  46,  bei  dem 
angegebenen  Werthe  von  gx 

'^»-     c«i,«)     *^       ; (,3 

ri  C,    v,  

ist,  so  wird 

—  («£,  3)+r,  ,- 

"*» (8/,8)~     -^'+y^    .......    (m) 

Die  durch  die  Abscissen  m^  und  mi  bestimmten  Durchschnitts- 
punkte  .werdQ  ich  den  ersten  und  den  ztoeiien  Mitielpunkt  des 
Systems  nennen  und  sie  ebenso,  wie  es  im  Allgemeinen  geschehen 
ist,  durch  die  Beiworte  troAr  und  hypothetisch  unterscheiden,  je 
nachdem  sie  sich  auf  das  wahre  oder  hypothetische  Bild  beziehen. 

Da  c{  und  g{  die  Abscissen  der  beiden  Brepnpunkte  sind,  so 
ist  aus  CO  und  (m)  ersichthch ,  dass  der  erste  und  der  zweite  Mittel- 
punkt von  den  dazu  gehörigen  Brennpunkten  um  die  ihnen  corre- 
spondirenden  Brennweiten  abstehen.  Sie  sind  daher  einerlei  mit  den 
Punkten ,  worauf  sich  di^  Gleichungen  (I)  und  (m)  der  vorhergehenden 
Nummer  beziehen,  so  dass  die  aus  denselben  gezogenen  Schlüsse 
hier  ebenfalls  Anwendung  finden. 

Zählen  wir  bei  einer  beliebigen  Entfernung  des  Gegenstandes 
die  erste  und  letzte  Yereinigungsweite  c^  und  gi  von  den  ihnen 
entsprechenden  Mittelpunkten  an,  so  werden  sie 

(jc—fn)j^  —  (c— c'  +  p), 

(g—mh  =  (S—ff'±P^i 
folglich 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (h)  der  vorher- 
gehenden Nummer,  so  verwandelt  sie  sich  in  die  folgende: 
Idc—tn),  hFP  J  lCg—m)i  +  pi]  =  p^  p, 

Sie  giebt  durch  Ausführung  der  im  ersten  Theile  angedeuteten 
Hultiplication 

Cc—fn)^  Cg—nOi  +  Piic—tn)^+p^  (g—nOi  —  0 

mithin,  wenn  man  statt  p^  seinen  Werth 

Pl    =    —    Vi   Pi 

substituirt  und  die  ganze  Gleichung  durch  (c—nO^  C^— m)ipi  dividirt, 

Diese  Gleichung  kann  dazu  gebraucht  werden,  um  Cj  oder  g, 
zu  berechnen,  wenn  ^,  oder  c,  gegeben  ist  und  die  Grössen  «li,  nh 
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'  im<I  pi  vermittelst  der  Fonoelo  (fa),  (i)  und  (m)  berechnet  worden 
ejnd.    Sie  giebt 


ig  —  nili  (c — »I),  —  p;      1 

Aus  der  letzten  dieser  Gleichungen  folgt  ferner 
(c — will  ,     (c — Wl)i 


Vermöge  (h)  und  (I)  ist  ab^r 


-ml, 


fc—C). 


-ml, 


(Pl 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  (k)  der  vorhergehenden 
Nummer,  nämlich 

&i  „  (c  —  c'), 
f^~         /». 
80  erhalten  wir  dadurch 

(c  —  m), 

7-  -  ^  -^:r;^ fi' 

Der  Gegenstand  und  das  Bild  verhalten  sich  dnher  in  Ansehung 
der  Grösse  wie  ihre  Abstünde  von  dem  ersten  und  zweiten  Mittel- 
punkte. Werden  hierzu  die  wahren  Miltelpunkte  genommen,  so  ist 
da.s  Bild  aufrecht  oder  verkehrt,  je  nachdem  jene  Abstände  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Bei  den  hypothetischen  Mittel- 
punkten findet  das  Uuigekehric  statt. 

Die  Gleichung  ip)  verwandelt  sich   durch  Substitution   der  in 
(i)  und  (m)  gefundenen  Wertlie  von  m\  und  m,  in  die  folgende : 
(f  — c'  +  ;))i     ^  ^   (c  —  c'\ 

^  —  9'±Ph  ~         P.  i' 

Das   obere  Zeichen  gilt  für  die  wahren,    das  nntere  far  die 
hypothetischen  Mittelpunkte;  trennt  man  daher  die,  jeden  von  beidea  ~ 
entsprechenden  Formeln,  so  werden  dieselben 

(c  — c'4-f3,    _  (c— c'ji  ^. 

(y— y'4-pj.  /»i  .  " 

jc  —  c'  —  ph (c  — cQi 


i^  —  g'  —  p): 
Hieraus  folgt  weiter  zuerst 

{.e  —  c'  +  p-jt   _  _  ^£- 


-c'— p]i 


.it.pl 


ie-~c'  —  pii  (g—g'—ph 


r 
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tandcs  «Bd     H 
inliten,  die      1 


Die  Zähler  dieser  Briictie  sind  die  Abi^Uinde  des  Gegenstandes  « 
des  Bildes  von  den  ihnen  rorrespondirenden  wahren  Mittelpunki 
N'enner  hingegen  die  Abstände  von  den  hypothetischen.  Mittelpnnkten. 
Je  nachdem  daher  der  Zähler  und  Nenner  des  ersten  Bruches  gleiche 
oder  enigegcnn;efietzte  Zeichen  haben,  liegt  der  Gegenstand  ausser- 
halb oder  innerhalb  des  Raumes,  welcher  durch  den  ersten  wahren 
und  hypothetischen  Mittelpunkt  begrenzt  wird,  Dasselfte  gilt  bei 
dem  zweiten  Bruche  in  Bezug  auf  das  Bild  und  die  zweiten  Mittel- 
punkte. Hiernach  ist  aus  der  Gleichung  (r)  ersichtlich,  dass  sich 
das  Bild  ausserhalb  oder  innerhalb  des  ernahnten  Raumes  befindet, 
wenn  der  Gegenstand  ausserhalb  oder  innerhalb  des  ihm  entsprechenden 
Raumes  liegt. 

Die  in  der  vorhergehenden  und  gegenwärtigen  Xummer  erhal- 
tenen Resultate  sind  denen  analog,  welche  Möbius  und  Bcssel  in 
den  pag.  62  allegirten  Abhandlungen  für  ein  System  vun  Linsen- 
glasern gefunden  haben. 

VereinigungsiveUen  der  liaitpUtrahlen. 

51)  Da  alle  Hanptstrahlcn  durch  denjenigen  Punkt  gehen,  fti 
welchem  die  Ebene  der  Hauptblendnng  die  Axc  des  Instrumentes 
durchschneidet,  so  kann  dieser  Punkt  als  ein  Vereinignngspunkt  der 
Hauptstralden  nach  der  f"  oder  vor  der  (/-f-I)'"  Brechung  ange- 
sehen werden,  und  es  folgt  aus  demjenigen,  was  in  Nro.  40  und  47 
entwickelt  wurde,  dass  sich  die  Hauptstrahlen  vor  und  nach  jeder 
Brechung  in  einem  Punkte  der  Axe  vereinigen  müssen. 

Nennen  wir 
Ci  und  y,  die  Vereinigungsweiten  vor  und  nach  der  i"'  Brechung, 
beide  vor  der  t"'  brechenden  Flüche  angenommen, 
80  ist,  da  die  Entfernung  der  Hauptblendung  von  der  j"°  brechenden 
Flache,  hinler  derselben  angenommen,  mit  ^| ,  ihre  Entfernung  von 
der  0'4-t)'~  brechenden  Fläche,  vor  derselben  angenommen,  mit 
i^^l  bezeichnet  wurde, 

*  =  - '  ! («) 

Geht  man  von  einem  dieser  Werlhe  ans,  so  erhält  man  die  fol- 
genden VereinignngNweiten  nach  (a)  von  Nro.40  durcii  die  Formeln; 

»iCi  \ 

indem  man  dieselben  abwechselnd  gehraucht  und  dem  Index  i  nach 
und  nach  alle  Werthe  von  i  =  j -{- 1  bis  i  =  i  giebt. 

Zur  Berechnung  der  vorhergehenden  Vcreiuigunj^sweiten  dienen 
die  Formeln  Cb)  von  Nro.  40, 


<^y- 
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f  hdeni  man  sie  fib^Vcchseliid  gebraucht  und  dem  Index  t  alle  Werthe 
von  I  ^J  bis  i  =:  1  beile^. 

Sind  hiernach  c,  und  y^  füi-  alle  breclifjnde'  Flächen  berechnet 
worden,  so  kann  daraus  die  bei  dem  allgemeinen  Strahle  mit  l\  be- 
Seicfanete  Grösse,  welche  ich  in  Bezu^  auf  den  Haiiptslrahl  V.  nenne, 
Tenuittelst  der  allorr meinen  Formeln  abgeleitet  werden,  wenn  man 
darin  c,  und  y,  diit  C;  und'yi  verwechselt. 

Um  die  Vercinigungswciten  der  Hauptstrahlen  nach  der  in 
Nro.  41  bis  45  entwickelten  Methode  zu  berechnen,  müssen  wir 
zuerst  alle  c  und  y  in  den  dortigen  Formeln  mit  zwei  Aecenten  ver- 
sehen, um  sie  auT  den  Haiiptsirahl  zu  beziehen.  Sodann  müssen  wir 
nns  erinnern,  dass  daselbst  entweder  g,  oder  c,  als  bekannt  ange- 
nommen wurde,  statt  dass  nunmehr  entweder  y^  oder  o,^i  gegeben  sind. 
Im  ersteren  Falle  muss  daher  in  den  er\VÄhnten  Formeln  e  mit  J 
TCrwechselt  und  g,  =  — f,,  gesetzt,  im  letzteren  Falle  dagegen 
e  mit  j-f  t  verwechselt  und  Cj+i  =  jf^,,  gesetzt  werden,  worauf  die- 
selben zur  Bestimmung  säidmtlicher  vorhergehenden  und  narhfolgenden 
Vereinigungs weiten  hinreichen.  Es  ist  jedoch  am  beifuemsten,  bei 
den  vorhergehenden  Vereinigungsweileri  y, ,  bei  den  nachfolgenden 
dag^en  c^,-  als    bekannt'  aiA^unehmen,:  was    sbhr   gut    ^schehen 

1  kann,  da 

I  rfj  =  ^;.,-y,  =^,-f<,;. Cd) 

ist,  mithin  Jede  der  leisteten  Grössen  aus  der  anderen  und  d,  be- 
rechnet werden  kann.  Unter  diester  Voraussetzung  dieneli  die  For- 
meln (a)   von  Nro.  43  und  (Ij   voO'Xrb.  44    zur  Berechnung    von 

l-TT-,  -7^,     ..  ,.     nnd     ,.  ■„  ■  für  alle  brechende  FtSchen,  wovon  wir 

is  der  Folge  Gebrauch  machen  werden.  Behalten  wir  in  den  ersteren 
Formeln  die  frühere  Bezeichnung  bei,  unterscheiden  dagegen,  wie 
in  Nra.  45.  die  mit  Parenthesen  angedeuteten  Grössen  in'  den  letzleren 
Pomnelo'  dwHf  einen  aas^erhAtb  der  Parenthesen'  gesetzteti  Aecenl^ 
I  rtr  erhallen  wir  an«  deif  ersteren  durch  Verwechaelimg  von  <■  mit/4-1*' 

^"^  Ce;) 

LpKldanii  ans  den  letzteren  derselben'  durch  Ve^wethseloög'von  e  mitj: 
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Die  beiden  vorhergehenden  Ausdrücke  ^ebea  femer,  wenn  man 
in  dem  ersten  t  =  1 ,  in  dem  zweiten  dagegen  t  =  0  setzt, 

F^r '  diejenigen  Flächen,  bei  welchen  t'  kleiner  als  j  ist,  folgt 
daher  aus  (f)  and  (g)  durch  Division 

t^~     Vi  (»,  «i+to' 

In -Bezug  auf  diejenigen  Flächen  dagegen,  bei  denen  t  grösser 
als  j-j-l  ist,  erhält  man  auf  gleiche  Weise  aas  (e)  und  (g) 

ir,  Vi-,  CS,  «>+lO' 

c.  _  («»•— 1,  2i+10 

1     _  n.  (81,  8>  +  tO  ' ^'^ 

»^li;  -  ".(3,  «i+io' 


c,       (»i,  gy+iQ 


Für  die  j"  und  ( j  -f  ly*  Fläche  endlich  sind  die  entsprechenden 
Grössen  unmittelbar  durch  (g)  gegeben,  da  ^j  und  cj^i  als  bekannt 
angenommen  werden.  Sie  sind  aber  auch  in  (h)  und  (i)  enthalten, 
wenn  man  in  den  beiden  ersten  Formeln  (i)  t  =  j  -}~  1  ?  üi  allen 
übrigen  dagegen  t  =  j  setzt  and  bemerkt,  dass  vermöge  (b)  und  Ce) 
von  Nro.  41 

C2j,  2J  +  10  =  1  „  j (fc) 

(2  j  +  V,  tj  + 10  =  ?w  «-  C)t« 
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(1) 


ferner  vermöge  (b)  und  (ej  von  Nro.  44 

(«]+«,  »j  +  l'j'=l  ) 

(«J  +  'S  «j4-tO'  =  9Sm  =  fl        j    •   -    ■ 
ist.     Mit  Beriicksicliti^ung-   der  in  (k)  und  (1)    gegcbtnda  Wcrtlie 
reichen  daher  die  F'oruieln  (hj  und  (D  für  süinmlliche  Flächen  bin. 

AVir  können  jedocHi  die  Vereinigungsweiten  der  Hauptstrablen 
noch  auf  eine  andere  Weise  berechnen. 

Wir  haben  namüeh  iu  (0  von  Nro.  39  die  Gleichung  von  einem 
derselben  nach  der  i"°  Brechung  gefunden.  Sclscen  wir  darin  —-■.;.  £i 
als  gemeinschaftlichen   Factor  heraus,  so   bekommt  sie  die  Gestalt: 

Für  den  Durcbschnittspuukt  dea  Strahles  mit  der  Axe  ist 


Uurch  Substitution  dieser  Werthe    giebt  mithin  die  vorher- 
gehende Gleichung 

1  I  K? 

(m) 


1 


Ferner  ist  vermöge  Cb] 

-+- 


V.    n   /•  a, 


II,  d 
und  ebenso  für  den  allgemeinen  Strahl 

1       g,         K    n    /'   a.   '^  n,  c,  ■■,^^ 

folglich,  wenn  diese  Werihe  in  (m)  substituirt  werden,  ■•im 

JL     1     th  V'  _  1       Kr 

^:  "^  c:     V.  K,     c,     v^.  Ä.  •■•:••  ■  ^"■' 

Die  Formeln  (m)  und  (n)  bestimmen  daher  die  Vereinigungs- 
weiten der  Hauptstrahlen,  wenn  c,  ff,^  Vi  und  Ä"i  für  den  allge- 
meinen Strahl  nach  der  früher  angegebenen  Methode  bereehuet  wor- 
den sind. 

Von  den  Vereinignngspunkten  der  Hauptstrahlen  gilt  übrigens 
dasselbe,  was  in  Nro.  47  von  den  Bildern  gesagt  worden  ist,  dass 

lämlieh  wirklieh  oder  eingebildet  seyn  können,  und  es  ist  er- 
Biehtlich,  dass  die  dortigen  Schlüsse  auch  hier  anwendbar  j^ind, 
in  man  g;  mit  ji,  verwechselt. 

Zwischen  den  Vereinigungsweiten  der  allgemeinen  Strahlen 
und  der  Hau pf strahlen  linden  einige  Relationen  statt,  wovon  wir  in 
der  Folge  Gebrauch  machen  werden. 


I 

Aa8  (a)  und  (b)  von  Nijou  40  W^  ß^  mi  X^^  4t^  gß^^Wf^^t^f^ 
Nummer  erbalten  wir  nämlicb  die  vier  G\eichjfngpn} 

Ci  =  i'i-i  +  rfi-i 


ff        ff 


I    _  Jk Cn—  t X 

^_Jh Cn— y); 

fp/g'Iich)  wenn  wir  die  zwei  ersten  und  die  zwei  letzten  derselben 
von  (Nnaader  abziehen , 


tf  ff 


Ferner  folgt  ans  (m)  and  (a) 


(o> 


Cft        c.) 


•       • 


CPJ 


mithiD 

jr,  s         V?        ^  _    y7gt# 


\9         a  Ji 


9 

_F? T7c,fc.  '    •    • 


cq) 


1^1 


wodurch  K\  gegeben  ist,  wenn  die  Yereii|igungsweiten  der  allge- 
gemeinen  und  Hauptstrahlen,  sodann  vermittelst  derselben  Vi  be- 
rechnet worden  aind. 

Endlich  erhält  man  aus  (p),  je  nachdem  man  den  ersten  oder 

...  T/s  '    •^ 

den  zweiten  Ausdruck  von  -jt-  gebraucht, 


1  — 
Da 


»1 


ist,  so  wird  die  letzte  Gleichung,   weai)  iMtfi  «9  fof  4(f(  W9(<( 

i-|i._(-£^)    (., 
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Gleichungen  der  Strahlen ,  äntch  Sie  Corträittalen  äf.rF.infatl8' 
■punkte  und  die   Vereinigung»we'Uen  ausgedrückt. 

52^  Die  Kelationon ,  welche  wir  zwischen  lien  Coonlinalen  Jer 
Einfnllspuiikte  uml  ilvri  Vereini^iiiio^sweiten  der  «llgcmeinfn  und 
Hau|itslr!ihlen  ^t>runi)eii  habeii,  setzen  uns  in  den  Stand,  dictilcichun- 
^n  derselben  auT  andere  Weise  ausKodrilcken,  ala  es  Trülier  gu- 
srhehen  ist. 

Ich  setze  zu  dem  Ende  voraus,  dass  bei  dem  allgemeinen 
Strahle  der  irrsprunp;  der  Ooordfnatun  in  dem  dazu  gehörigen  Haupt- 
slrahle  an^i^enouiuien  wird,  welches  in  allen  Fallen  hinreicht,  da, 
■Wie  wlt  in  (kl  von  Arn.  39  gesehen  haben,  aus  diesen  Coordinaten 
and  denen  des  H»ujitstr&hies  sehr  leicht  die  auf  die  Axe  dc^  Inslrn- 
nentes  bezogenen  Coordinaten  des  allgemeinen  Strahles  abgeleitet 
werden  können.  Wir  linbtn  ferner  «m  angeflihrlen  Orte  bemerkt, 
dass  unter  jener  Voraussetzung  die  Gleichungen  des  allgemeinen 
Stf^hle«  mit  den  niefchnngcn  eines  t'entrahtrahles  znsamnienfaKen, 
kei  welchem  die  Coordinaten  des  Kinf^llspunkles  \i  und  "i',  dieselben 
sind,  wie  bei  dem  allgemeinen  Strahle,  so  dass  die  Glciclinngen  des 
letBleren  ohne  weitere  Reduction  «urh  bei  Centralstrahlen  Anwendung 
finden,  \ehmen  wir  daher  die  oben  entwickelten  Gleichungen  der 
allgemeinen  und  Hanptstrahlen  wieder  vor. 

Nach  (c)  von  Nro.  39  sind  die  GIciebungcn  des  allgemeinen 
einfallenden  Strahles 


lind  nach   (hl   derselben   Nummer  die  Gleichungen  des  allgemeiuön 
Strahles  nach  der  1"°  Brechung : 


Eü  ist  aber 

lin 

.-.  _         f»-;1.  V, 


Vi.,  c», 


(s 


tvcwt  vennöge  CD  jener  N'ainmer 

ir,  ,=  v,i,=  V.,. i„ 
X,  =i  K,X,  =  »',,x,„ 
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folglich  mit  Rücksicht  auf  diese  Werthe 

^  ^  /     •     •     •     KMJ 

Die  Gleichungen  des  einfallenden  Hauptstrahles  sind  nach  (1^) 
der  alle^irten  Nummer 

x=  0        .  I 

Substituirt  man  hierin  statt  (l ^j  seinen  Werth  aus  Cs> 

von  Nro.  51,  so  wird  ' 


f0 


<-^) 


c.*.T^^^l CO 


Wir  können  jedoch  die  Gleichungen  der  Hauptstrahlen  noch 
auf  eine  andere  Art  erhallen.  Da  sich  nämlich  diese  vor  der  ersten 
Brechung  sämmtHch  in  einem  Punkte  durchschneiden,  welcher  in  der 
Axe  de^s  Instromentes  liegt,  so  ist  es  gestattet,  sie  als  Central- 
strahlen  zu  betrachten,  welche  von  jenem  Punkte  ausgehen  und  sich 
^anz  in  der  Ebene  der  y»  beAnden.  Hiernach  folgt  aus  der  ersten 
Formel  (a),  wenn  man  die  darin  enthaltenen  Grössen  zweimal 
accentuirt,  um  sie  auf  den  Hauptstrahl  zu  beziehen. 


tf 


i = _  (i^)  t, 


Cg) 


In  (f )  von  Nro.  39  haben  wir  für  den  Hauptstrahl  nach  der 
f*"  Brechung  die  Gleichungen  erhalten : 

^: — ;r~  L*  +  L*  -  T?^ A-r"iJ    .  .  ch) 

ii  =  0  \ 

folglich,  wenn  statt  fl ^T^J  ®®"*  Werth  aus  (r)  der  vorher- 
gehenden Nummer  substituirt  wird, 

y.^=YlMxn^9\ (jj 

Behandelt  man  ferner  den  gebrochenen  Hauptstrahl  nach  der 
oben  gemachten  Bemerkung  als  einen  Centralstrahl,  so  geben  die 
Gleichungen  (b),  (c)  und  (d) 


r*        J.\     ^'    _  rm,        X-x      ^Ht 

—  («— ^)j-7T-  =  — («  — ^)l  -77^^ 

ffi  Cm 
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Vergleichen  wir  die  in  \ro.  39  g;efundeneH  Ansdrfickc  der 
Coordinalen  iler  Kinfallspuiikte  mit  den  corresjiondirenden  Gleichungen 
der  Strahlen,  so  sehen  wir,  dass  die  ersleren  aus  den  letzteren  ent- 
stehen, wenn  mau  2t  und  y  mit  X  und  V  verwerhselt  und  s  ^  0 
setzt.  Durch  diese  Verwechselungen  erhalten  wir  daher  der  Reihe 
nach  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  der  gebrochenen  Strahlen: 
I.  Die  C'oordinaten  ies  Einfallspunktes  des  allgemeinen  Strahles 
auf  der  i"*  brechenden  Fläche 


(1) 


IL  Die  Coordjnalen  des  Einfallspunktes  des  einfallenden  llaupt- 
strahles 


f.- 


:    0 


-( "O  *■    ' 


SB.  Die  Coordinaten  des  Einfallspunktes  des  Hatiptstrahles  auf  der 
f  brechenden  Fläche 


-t  =  I 


K. 


..(S- 


(n) 


V^y.»,  _ 


(m 


In  \ro.  47  hüben  wir  gezeigt,  dass  das  Bild  des  leuchtenden 
Punktes  in  dem  corresponJircndcn  Hauptstruhlc  liegt  und  dass  ihm 
die  Abscisse  ^1  zugehört.  Wir  können  daher  die  Ordinate  de»  Bildes, 
welche  oben  mit  /i  bezeichnet  wurde^  auch  aus  den  Gleichungen  deH 
gebrochenen  llauptstrables  erhalten,  wenn  wir  darin  statt  3i  jene 
Abscisse  substitujren.    Diess  giebt 

,       j  >'-  =  -(3—h  -^    .  (0) 

Die  ersten  der  vorhergehenden  Formeln  in  jedem  Systeme  sind 
dieselben,  welche  bereits  in  \ro.  39  und  47  gefunden  wurden.  ,.„niti 

Winkel  zwischen  den  Projectionen  der  Strahlen  und  den  als 
Aaren  anyenummenen  Linien. 
53^  Wird  bei  dem  allgemeinen  Strahle  der  Urs|ining  der  Coor- 
dinaten ar  und  y  in  der  Axe  des  Instrumentes  angenommen,  so  bilden 
X,  y  und  x  ein  gewithnliches  rechtwinkeliges  Coordinatensyslcm, 
und  da  der  iSlrahl  eine  gerade  Linie  ist,  so  drücken  die  CoefUcienten. 
von  a  in  den  Gleichungen  desselben  die  Tangenten  der  Winkel  ans, 
welche  seine  Projectionen  auf  den  coordinirten  Ebenen  mit  der  Axe 
des  Instrumentes  machen.  Dasselbe  gilt  auch  von  dem  HHUpIstrahle, 
da  seine  C'oordinaten  x  und  y  auf  gleiche  Weise  bestimmt  sind. 


Yttiegen  wfr  tU^e^en,  wie  <e9i  oben  ^i^escbehieii  ist,  bei  dem 
allgemeinen  Strahle  den  Urspnin)^  liier  Otordinalen  J^  und  y  in  den 
dazu  pehorig*en  HMpptstraM,  sehen  debi  letotereki  als  eine  Axt  tm 
Md  sochen  die  Winlcel,  >iyelohe  die  Projeetionen  des  allj^emeiiieii 
SiraMes  mit  dieser  Aice  machen^  so  sind  dieselben  nicht  nntaiittelbar 
dnroh  die  Gleichungen  des  Stmhiles  gegeben,  A%  :t^  p  und  «  kefh 
gevröhniiches  rechtwinkeliges  CoordinatensysteBi  bilden,  es  ist  jedoch 
leicht,  sie  aus  jenen  Gleichungen  ebenfalls  abzuleiten. 

Zu  dem  Ende  seyen 

o  und  X  die  Winkel,  welche  die  Projectionen  des  idigemeinen 
einfallenden  Strahles  auf  den  Ebenen  der  y»  und  der  xz  mit 
der  Axe  des  Instrumentes  machen, 

Oi  und  Xi  dieselben  Winkel  in  Bezug  auf  den  allgemeinen  Strahl 
nach  der  f^  Brechung, 

o,  X,  Oi  und  Xi  dieselben  Winkel  in  Bezug  auf  den  einfallenden 
und  gebrochenen  Hauptstrahl , 

o,  X,  Oi  und  Xi  die  Winkel,  welche  die  Projectionen  des  allge- 
meinen,  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  aiit  dem  als  Axe 
angenommenen  Hauptstrahle  machen. 

Betrachten  wir  nun  die  erste  Gleichung^  welche  wir  in  (k)  von 
Nro.  39  gefunden  haben  und  welche  der  Projection  des  einfallenden 
Strahles  auf  der  Ebene  der  y%  zugehört,  nämlich 

Die  Ordinaten  y  und  y  haben  die  Form  \ 
y  =  a  +  i»      \ 

"     "  I  i'     1 ^^y 

wodurch 

wird. 

Da  das  den  beiden  letzten  Gleichungen  zu  Grund  gelegte  Coor- 
dinatensystem  ein  rechtwinkeliges  ist,  so  erhalten  wir  aus  demselben 
nach  dem  oben  Gesagten 

tffo  =  6  .    . (b) 

Der  Winkel  •  wird  durch  die  Projeetion  des  allgemeinen  Strahles 
und  den  Haoptstrahl  gebildet,  welche  mit  der  Axe  des  Instrumentes 
die  Winkel  o  ond  «  einschliessen,  mithin  ist 


<D 


and  "       " 

t+  tgmtfm 


^^M  Nach 

^H^     ond   Produci 

I 


fCnftes   SAPÜCEU 


flSft 

Nach  den  ni]°:enommenea  Gruiidsiitzen  werden  aber  üe  Potenzen 
ond  Producte  von  tffa  und  Iffa,  welclie,  wie  wir  sogleich  sehen 
werden,  V,  «nd  «f,  pnoportional  sind,  nirfit  beibehslten ,  sobald  man 
die  Abweichungen  vernschlässifct ,  wie  es  hier  g^eschieht.  Die  vor- 
hergehende Gleichuu^  reducirl  sich  daher  auf  die  nachstehende : 

woraus  , 

tga^^tga-^  Igo Cd) 

folgt.    Dje  Vergleiehun^  dieses  Ausdruckes  mit  (c)  giebt  femer 

ig^  =  b Ce) 

so  dass  tga  ebeni^o  durch  den  Coenicicnten  von  s  in  der  ersten 
Gleichung  (a)  ausgedrückt  wird,  als  wenn  das  dabei  zu  Grund  ge- 
legte Coordinatensysleni  ein  gewöhnliches  rechtwinkeliges  wäre. 

Aehnliclie  Resultate  geben  die  übrigen  Gleichungen  (k)  von 
Nro.  39,  da  sie  sowohl,  als  die  ihnen  entsprechenden  Gleichungen 
der  Strahlen,  einerlei  Gestalt  haben.  Wir  erbalten  daber  aus  (d)  die 
folgenden  Gleichungen:  .1/. 

tgo,  =  Igä  +  fg^  \ 

tgx  ^(gx  -^  tgy.\ 

fgoi  =  tg^,  -\-  tg^d' 

tg  Zi  =  tg  X;  +  fg  i  I 
wonach  bei  den  Tangenten  der  Winkel  dieselben  Relationen  wie  bei 
den  Coordinalen  ataltlinden,  in  so  fern  man  die  Abweichungen  ver- 
nachlässigt. 

Die  Tangenten  der  einfach  und  doppelt  accentuirten  Winkel 
folgen  vermöge  (b)  und  (e)  der  Reihe  nach  aus  den  in  der  vorher- 
gehenden Nummer  enthaltenen  Gleichungen  der  Strahlen,  wenn  man 
dafiir  jedesmal  den  C'oefficienten  von  «  oder  ftj  in  diesen  Gleichungen 
Dinimt.    Hierdurch  wird: 

I.  F'ür  den  allgemeinen  einfallenden  Strahl,  wenn  der  Haapt- 
strahl  als  Axe  angenommen  wird , 

II.  Ebensp  für  den  allgemeiaen  StriiU  oach  der  l"  Brechung 


CO 


"-'     v.s.     :k~c,„ 

Y.          r,,, 

s-           '.».  , 

.X,                  X, 

,'»''=    1=;^;-    t;;;^ 

•  »> 

°"          -v         y-, 

- 

Si               «^it" 

(h) 


t6i  vOkftbs  KAPineL; 

UL  Fär  den  einfallenden  Hauptstrahl 

,^;|»(,  _^)^.  «(_£-^)  .f.  =  "X"! .  a) 

IV.  Für  den  Hanptstrahl  nach  der  t^  Brechung 

f  f 

V,g,  r,+.c.+.  /   •   <^''> 


•7 

'^  Xi  =  0 

Vermö^  (b)  von  Nro.  48  und  (m)  und  (n)  der  vorhergehenden 
Nummer  ist 

Vi 
*!  9^1    =     '^I 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  nehmen  die  ersten  der  vor- 
hergehenden  Ausdrücke  von  tg  o  und  lg  oi  die  Gestalt  an : 


ig  o  =  (pi  — 

m^  ■         I 

(1) 


Ci 


tgö.  =  *.-f\ 


9^ 

Substitnirt  man  nun  in  (f)  statt  jeder  Tangente  der  einfach  und 
doppelt  aeeentuirten  Winkel  einen  der  vorhergehenden  Werthe,  so 
erhält  man  dadurch  die  Tangenten  der  entsprechenden  Winkel  in 
Be^ug  auf  den  aligemeinen  Strahl  und  die  Axe  des  Instrumentes. 

Die  Linien,  welche  zur  Bestimmung  von  tf>^  und  4>i  durch  den 
Scheitel  der  ersten  brechenden  Fläche  und  den  leuchtenden  Pnnkt, 
sodann  durch  den  Scheitel  der  t"**  brechenden  Fläche  und  das  Bild 
jenes  Punktes  gezogen  worden,  können  wie  zwei  Strahlen  angesehen 
werden,  deren  Einfallspunkte  in  der  Axe  des  Instrumentes  liegen, 
für  welche  daher  Yj ,  Yj ,  F|  und  Y,  =  0  sind. 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  verwandeln  sich  vermöge 
(g),  (h)  und  (1)  die  in  (f)  gefundenen  Werthe  von  /^q  und  tga^  in 
tf^  und  4^1,  wie  gehörig. 


\ 


Gleichungen  und  Winkel  der  Strählen  ^  durch  die  Winkel 
der  einfallenden  Strahlen  ausgedrückt. 

543  Die  in  der  vorhergehenden  Nammer  gefundenen  Werthe 
von  tga^  tgx  und  tg^  können  dazu  benutzt  werden,  um  die  For- 
meln, welche  wir  in  den  beiden  letzten  Nummern  erhalten  haben, 
durch  die  den  einfallenden  Strahleo  zugehörigen  Winkel  auszudrücken. 
Substituiren  wir  nämlich  in  (a),  (b),  (1)  von  Nro.  52  und  (h)  von 
Nro.  53  statt  ^^^  und  X^  ihre  Werthe  aus  (g)  der  letzteren  Nummer, 
80  werden: 

I.  Für  den  allgemeinen  einfallenden  Strahl 

y  es  (»  — c^)  tg& 

i«=5  («  — r^)  tgi 

^  ,    •         ; .    (a) 

.  Xi  =«  — c^  ig  & 

^1  =  —c^tgz 
TL.  Für  den  allgemeinen  Strahl,  nach  der  t**  Brechung 

x,^-y^  (%—g},tgi 

J^l   =   -  y^      ^ 

^  c^tgx 

//.  '  =    cjgm 

*^^^     V,g, 
Femer  ist  vermöge  (i)  von  Nro.  58 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhilt  man  aus  (fi\  (g),  Ch)} 
(k),  (m),  Cn),  (0)  von  Nro.  52  und  OO  von  Nro.  63: 

m.  Für  den  einfallenden  Hauptstrahl 


(b) 


y  -=  r — ^^  +  («— col/^fo  =  (»*-c,-)fy« 


«i 


«I 


(c) 


I 


*» 


!f»- 


^Ä^i^\U'^v^  yf^}^  s'  }j 


*♦'  «f    ^    #*• 


^fc*C>i^i«       l»n*i Tl t' 


W  _  #/  '  H  it 


^  V\g\ tg ö    __  Vi9ifc—c>^  ^^/^ _ öi(g-^\tg'^\ 


(a) 


''  —  .dW  -M.  '''      _  '• 


Die  vorhergehenden  Formehi'  enthalten*  ikiehrere  Relationen 
zwischen  den  Grössen,  welche  sich  auf  den  allgemeinen  Strahl  und 
den  Uaaptstrahl  beziehen.  Die  Yergleichong^  der  heidetr  letzten  Aus- 
drücke von  ^1  und  fi  gieht  dämlich  die  beideii  Gleichungen : 

**    V  cc^i         Vi   ^  gg 
Sodann  folgt  aus  den  beiden  Ansdrüdusi  Von  /^.o» 


(e) 


_£, Vi         n.     wg.T 

Elndlich  erhalten  wir  vermittelst  der  letzten  Wer4he  von  /I  und  ig  an : 
fi  =  (g—hiffföi     .    .   •   .  * (g) 

im 

Die  erste  Gleichung  (e)  kann  dazu  benutzt  werden,  die  sämmtlichen 
R*  zn  berechnen,  wenn  eines  derselben  bekannt  ist  und  die  Ver- 
einigungsweiten d6s  allgemeinen  und  Hauptstrahles  vermittelst  der 
angegebenen  Methoden  gefunden  word^sind.    Ük  näYulich 

^'   ~  Ci 

n 

ist,  so  entstehen  aus  Jener  Gleichung  die  beiden  folgenden: 


sCtiVTEa  KAprrEL. 


K.=  -  &L  r..£lJ\  S!^ 


und  bWsus  durch  Division 


9i-i  e-,  I 

Ist  daher  ein  Ä"  ge^hen,  so  Jient  die  erste  dteser  Formeln 
zur  Berechnung  der  foljE:endcn .  die  zweite  dagegen  zar  Berechnang 
der  vorherffclicnden  K.  Dieser  F^sll'  tritt  immer  ein,  wenn  die  Stel- 
lung dcc  lluuptblendiui^  bokiuint  ist,  indem  alndann-vermö^  (d}  imd 
1.0  von  Nro.  22  entweder  K^  oder  A'^^i  durch  eine  der  (ileichungea 

«-  _  »7  r  so 


17 


(i3 


bestimmt  ist.  je  naehdem  die  SleHnng  der  Blendung  auf  die  j"  oder 
(j+1)"  Fläche  bezogen  wird. 

Ist  die  Ilauptblendting  an  der  j'"  Fläche  selbstt  angebracht, 
80  ist  fj,  und  mitbin  »ueh  Aj  =  0^  Da  alsdann  der  Uauptstrabl 
durch  den  Scheitel  der  j"°  Flache  |i;eh(,  so  ist  zugleich  Cj  ^  yj  ^0. 
Hierdurch  werden  die  beiden  Formeln  (h),  wenn  in  der  ersten 
i  ^  j  + 1 ,  ia  der  zweiten  dagegen  i  =  j  gesetzt  wird ,  unbestimmt, 
daher  K^^  «"d  Ä]_i  in  diesem  Falle  auf  andere  Weise  berechnet 
werden  müssen-    Hierzu  erhält  man  aus  (g1  von  Nrn.  4 

folglich,   wenn  man   darin  einmal  ikj4-1  ni)<^   dann  i  =  l  und 
Äj  ^  0  setzt, 

worauf  die  übrigen  h  vermittelst  (h)  berechnet  werden  können. 

Gleichuni/en  und  Winkel  der  Strahlen,   durch  die  mit' 
Parenfheaen  bezeichneten  Grössen  ausgedrückt. 
55)  Die  in  \ro.  39,  52,  53  und  54  gefiindenea  Gleichungen 
enthalten  in  Bezug  auf  den  allgemeinen  Strahl  die  Factoren  p-  und 
,  welche  vermittelst  der  Formeln  (d)  von  Nro.  4ft  durch  die  mit 


tM  vOmttes  KAprnak. 

Parenthesen  bezeichneten  Grössen  ansgedrückt  werden  können.  Ausser- 
dem kommt  in  jenen  Gleichangen  noch  das  Product  V^g^  =  V^x  c^x 
vor ,  dessen  Werth  aqs  den  allegirten  Formeln  durch  Verwechselung 
von  t  mit  j  folgt. 

Drückt  man  femer  die  Gle^cliungen  des  Hauptstrahles   durch 

seine  Yereinigungsweiten  aus,    so  sind  die  von    V    abhängenden 


tt  tt 


\          \         c  c 

Factoren  derselben:  — ,  ,  — ^  und — ^,  welche 'in  (h)  und 

(t)  von  Nro.  52  ebenfalls  durch  die  mit  Parenthesen  angedeuteten 
Grössen  gegeben  sind.  Es  ist  daher  nur  höthig,  alle  diese  Werthe 
in  den  erwähnten  Gleichungen  zu  substituiren,  am  sie  in  jenen 
Grössen  auszudrücken, 

NehmeQ  wir  bei  dem  allgemeinen  Strahle  .c,  als  bekannt  an 
fiiid  gebrauchen  die  eiogeführte  abgekürzte  Bezeichnung,  wonach 

C8i  — 1,10  =  C««-l,2)c,  +  C2f— 1,8) 


•    • 


C2t,10  =  C«t,2)r,+(2i,  8)                       .        -    -    (a) 
ist,  so  folgt  aus  (d)  von  Nro.  46 
JL  =   («»-1^10 
1    ^    (2t,  10  '      •...<, ID3 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhalten  wir  ans  (b)  und  (I) 
von  Nro«  52 ,  (h)  ^on  Nro.  53  nnd  (b)  Von  Nro.  54 : 

yj=3 -z — i^—9h  'i  = ^ C^—gy^iffa 

ViCi  Vi 

.V          (2t-l,10  ^  _        (2t-l,10  ..- 
'«  =5 j,=  —  ■ igm 

»i-t  c,  n_i 

/.,'-        C2i,10  ^  _  (2t,  10  ,^' 

»i  Cj  Vi 

Femer  ist 


(cl 


nnd  vermöge  (a)  von  Nro.  54 
folglich 


c 


^''P  ^'  =  («i-,  2)  ^,  -(««,  8)  tgo 
und  ebenso  in  Bezug  auf  (^»-"l?  H  Y^ 


Hierdurch  können  die  ersten  Ausdrücke  (c)  unter  die  Gestalt 
gebradht  werden :  ^ 
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y'i=—  [(«»—1, «)  1^,— («»•— 1, 8)/y«i 

(ffm=  —  —  [i2i,  «)  1^,  —  (2  t,  3)  /y  •] 


(d) 


In  Nro.  S2  haben  wir  ]^|  durch  die  Ordinate  vj  ausgedrückt, 
welche  dem  Durchschnitte  des  Strahles  mit  der  Ebene. der  Haupt- 
blendong  zugehört  und  hierzu  in  (d)  und  (f)  die  Formeln  gefunden : 


^i  =  (^),Vl=(^Oiii^ 


Vermöge  (b)  ist  aber 

Vi9i  =  '^j+i  ^Hi  =  ^2  j  ^  \/) 
mithin 

(«j,   n  (9  +  ih  ~  («j,  10  (c-<')m    •    •    •    ^  ^ 

wodurch    l^,    aus  den  vorhergehenden  Ausdrucken   eliminirt  wer- 
den kann. 

Will  man  auch  statt  ^i,  ^j  und  Cj^a  ihre  Werthe  aus  (a)  von 
Nro.  46  substituiren,  so  wird 

^  (ti— I,  10  fii 


folglich 


'*'  ~        (2j,  10 


(«i,  10  («-y)i  =  («t,  10  «I  -  (2i-l,  10  nj 

(«j?  10  (?  +  A  =  («j-l,  10  n,  +  («j-  10  i 
(«j,  10  (c-iOif.  =  («j+1,  T)  -  («j,  10  Ü,x\ 


(f) 


Da  die  Gleichungen  der  allgemeinen  Strahlen  symmetrisch  in 
Bezug  auf  die  Axen  der  y  und  x  sind,  so  folgen  die  Formeln,  welche 
der  letzteren  Axe  zngehören,  unmittelbar  aus  den  für  die  erstere 
Axe  gefundenen  durch  blosse  Verwechselung  voö  y«,  Vj,  fffoi^  i^u 
«j  und  tgo  mit  ii,  jtj,  tgXi^  X^,  ^  und  tgk* 

Femer  verwandeln  sich  die  von  den  Winkeln  unabhängigen 
Ausdrücke  in  diejenigen,  welche  sich  auf  Ti  und  Ri  beziehen,  wenn 
in  den  ersteren  y,^  Y;,  Y^  und  vj  mit  ri,  A.,  A^  und  ^  verwechselt 
werden.  *  Die  vorhergehenden  Formeln  reichen  daher  zu  beiden 
Zwecken  hin. 

Für  den  Hauptstrahl  haben  wir  in  (k)  und  (n)  von  Nro.  5S  und 
(k)  von  Nro  .53  die  Gleicjiungen  erhalten:  ,    ' 

VT 
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"  t  ft    ^0 

ia'J       ^'' 

Substituiren  wir  hierin  statt   -r, — ^  und  -rr  »bre  Werthe   ans 

Vi  ffi  Vi 

(h)  von  Nro.  51,  so  folgt  daraus  für  alle  Werthe  des  Index  von 
1=1  bis  zu  i  =  j : 

ir  =  «.  (2i-t-i,gj+ry  ^  I 


•"  ,i(3,  «j  +  l')'  *  ,     .     .     .     (B) 

>    " n,  (gi+g,  gj  +  lT^ 

'^•"  ~  »,  (3,  2j  +  l')'  • 

Von  t  =  j  -f- 1  bis  zu  seiDem  grössten  Werthe  dagegen  wird 
Yermöge  (i)  jener  Nummer 

"  _  _  n.  (gl,  8j  +  r)  "     ^ 

^  _  «,  (gi-i,gj+r)   „  I 

''~      Pi_.  (3,  gj  +  l')'  »  / ^^ 

'^*"=      ,i(3,  gj+i'y  ^» 

Soll  auch  gi  ans  diesen  Formeln  eliminirt  werden,  so  erhält 
man  aus  (f)  von  44,  von  t  =  1 ,  bis  zu  t  s=  j ; 

*'     (gi+g,  gj+l'/ 

daher 

(2t+g,  «j+iO'(*-if).«  )      ,., 

=  (gi+g,  gj  +  l')'«i-(«i  +  l,«j  +  10'i    •    ^^ 

Ferner  folgt  ans  (e)  von  Nro.  41 ,  von  t  ss  J  -{- 1  bis  zu  seinem 
grössten  Werthe: 

.'  _  (gi-l,gj+10n,    • 

^*  "        («t,  «j+10 
mithin 

«=(«t,  «j  +  IO  «I- («»~l,«j  +  10n,     i     •    ^*^ 

welche  Werthe  in  den  ersten  Formeln  Qi)  und  (0  substituirt  werden 
können« 

tfm  igö  statt  1^^  einzuführen,  müssen  wir  bemerken^  dass  ver- 
mige  (c)  von  Nro.  54 

Y^  ^  —  c^  tgm 
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kt    Dnrch  Snbstitntioo  dieses  Werthes  in  (g)  verwandeln  sich 


*"iri, 


und  - 


-  iga 


■  und  - 


Ans  (h)  lind  (i)  von  Nro.  51  ist  aber  ersichtlich,  dass  durch 
die  beiden  letzten  Veränderungen  (3,  8j  +  l')'  in  (8,  8j+I')'  n, 
übergebt.  E«!  reicht  daher  hin,  in  [hj  und  (i)  F,  und  (3,  Äj-f-**)' 
mit —  /ffÖ  und  (8,  2j  +  l')'  «i  zu  verwechseln,  um  jene  Formeln 
durch  tg  o  auszudrücken. 

Entfernung  des  Bildes  von  dem  Vereiniifungspunkte  der 

Hattptslrablen. 

663  U**  ?'  ^'*  Entfernung  des  nach  der  i*"  Brechung  entstehenden 
Bildes  von  der  /■"  Fläche,  g,  dagegen  die  Entfeniung  des  Vereini- 
gungspunktes der  Hauiitslrablen  von  derselben  F'läche  bezeichnet, 
so  drückt  C?  —  9)\  die  Flutfcrnung  des  Bildes  von  dem  Vereinigungs- 
punkle  der  Hauptstrahlen  aus,  welche  als  positiv  angenommen  ist, 
wenn  sich  das  erslere  vor  dem  letzteren  befindet,  ^ind  daher  g^ 
und  yi  nach  den  oben  entwickelten  Methoden  berechnet  worden,  so 
ist  dadurch  ig—gh  unmittelbar  gegeben.  Es  kann  jedoch  noch  auf 
andere  Weise  ausgedrückt  werden. 

Zuerst  folgt  aus  fo)  von  Xro.  51 

(.g—g)-^  =  (c  —  hn (a> 

sodann  aus  (r)  derselben  Xummcr 

_       II'  X 

Cb) 


wodurch  (g  —  g'),  gefunden  werden  kann,  wenn  die  Grössen,  welche 
sich  auf  den  allgeuicinen  Htrahl  beziehen,  berechnet  worden  sind. 

Endlich  giebt  der  zweite  in  (k)  von  Nro,  53  erhaltene  Werth 
von  Igi^. 

(g  — g)i  =       ;   \,   -^^—r (C) 

Vi  ig  Oi  tg  tax 

hage  der  gebrochenen  Strahlen. 

573  Die  in  dem  Vorhergehenden  gegebenen  Gleichungen  be- 
stimmen die  Lage  der  Strahlen  nuch  der  i'"  Brechung,  wenn  man 
ihre  Abweichungen  vernachlässigt. 

Untersuchen  wir  diese  Lage  etwas  genauer,  und  betrachten 
wir  zuerst  diejenigen  kStrahlen,  welche  von  einem  und  demselben 
Punkte  des  Gegenstandes  ausgehen. 

Werden  die  Coordinaten  von  dem  dazu  gehörigen  Hanptstrahle 
an  gezälilt  und  die  Gleichungen  der  fjtrahlen  durch  die  Coordinalea 

W 


I 

I 
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ihres  Diirrhschnitlspniiktes  mit  der  Hauptblendung  nas^edruckt ,   so 
«ind  diese  Gleichim^cn  nach  cD  von  \ro.  39 

Alle  hierin  eiithnitcne  Lichtstrahlen ,  welche  von  einem  und  dem- 
selben Punkte  des  Gegenstandes  ausgehen,  schneiden  die  Ebene 
der  Ilaiiplblentlung  in  verschiedenen  Punkten,  für  welche  die  Coor- 
dinnlen  u,  und  ^  verschiedene  Werthc  erhallen.  Denken  wir  ans 
nun  diese  Strahlen  nach  der  i*"'  Brechung  sammtlich  durch  eine  auf 
der  Axe  des  Instrumentes  senkrecht  stehende  Ebene  geschnitten, 
deren  Entfernung  von  der  i"°  brechenden  Flache  «i  ist,  so  drurken 
y.  und  X;  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  Strahlen  mit 
jener  Ebene  aus,  welche  den  Coordinaten  vj  und  ^  in  der  Ebene  der 
Uauptblendung  entsprechen.     Da  aber  bei  unveränderter  Lage  der 

eehneidenden  Ebene  (^^)  C-^')  «der  (^^)  (-^^^ 
eine  unveränderliche  Grösse  ist,  so  folgt  daraus,  dass  die  den  ver- 
schiedenen Strahlen  zugehörigen  Coordinaten  y,  und  x,  sich  ebenso 
gegeneinander  verhalten,  wie  die  correspondirenden  Coordinaten  uj 
und  ^.  Die  Figur,  welche  durch  die  ersteren  auf  der  sehneidenden 
Ebene  gebildet  wird,  ist  daher  derjenigen  ahnlich,  welche  die 
letzteren  in  der  Ebene  der  Haupiblendung  hervorbringen,  und  in 
beiden  haben  die  Durchschnitlspunkte  des  Hauptstrahles  eine  ähnliche 
Lage,  weil  ihre  Coordinaten  ^  0  sind.  In  Nro.  47  wurde  gefunden, 
dass  sich  alle  Strahlen,  welche  von  demselben  leuchtenden  Punkte 
ausgehen,  nach  der  i"°  Brechung  in  demjenigen  Punkte  des  Haupt- 
strahles schneiden,  dessen  Absclsse  ^=  gi  ist;  sie  bilden  folglich  einen 
Kegel,  dessen  Basis  der  Hauptblendung  ähnlich  ist,  und  in  welcher 
der  Durchschnitlsp linkt  des  Haiiptstrahles  eine  ähnliche  Lage  hat,  wie 
in  der  letztern.  Dasselbe  findet  nach  allen  Brechungen  statt,  welche 
an  den  verschiedenen  brechenden  Flächen  erfolgen.  Es  entsteht  daher 
eine  Reihe  von  Kegeln  mit  ähnlichen  Grundlliiehen,  in  denen  allen  die 
Durcfaschniltspimkte  des  Hauptstrahics  eine  ahnliche  Lage  haben. 

Gewöhnlich  giebt  man  der  Ilauptblendung  die  Gestalt  eines 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Axe  des  Instrumentes  liegt;  in 
diesem  Falle  bilden  daJicr  die  von  demxelben  leuchtenden  Punkte 
autgehenden  Strahlen  nach  den  vertehiedenen  Itrechiingen  Kegel 
mit  kreisßrmigen  Baten,  dei-cn  Axen  mit  dem  con-etpondirenden 
Üaupttlvahle  ztuamvien  fallen,  und  in  deren  Scheiteln  die  nac/i 
jenen  Brechungen  enltfehenden  Bilder  liegen. 

Jedem  leuchtenden  Punkte  des  Gegenstandes  gehört  ein  solches 
System  von  8trahlenkegeln  zu.  Da  nun  die  in  (a)  gegebenen  Werthe 
von  yi  und  x.  die  Grösse  tp^    nicht  enthalten,    durch  welche   die 
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einxelnen  Piinkte  des  Gegenslanilcs  von  finnniler  unterschieden 
werden,  so  folgt.  da*s  die  au  stmmftic/ieu  Punkten  des  Gegcn- 
»fandet  gehörigen  SfraJi/eukegei  gleiche  Querschnillc  haben,  tccnn 
*ie  von  eiiUT  und  derselben  niif  der  Axe  des  Instrumentes  senk- 
recht stehenden  F.benc  durchschnitten  tcerden,  und  dass  sie  sic/i 
nur  durch  die  Lage  ihrer  Axen,  d.  h.  i/irer  Hauptstraiden,  von 
einander  unierscfieiden. 

Diese  ResullBle  geben  den  Grund  an,  warum  wir  der  Be- 
nennutijE:  Hauptstrahl  die  in  \ro.  34  ;£:egL'bcne  Bcdtutun^  beigelegt, 
und  Jenen  >Strahl  als  eine  A\c  angenommen  haben,  aufweiche  die 
Lage  der  dazu  gehörigen  Strahlen  bezogen  wird.  In  mehreren  der 
früheren  Mrhriften  verstand  man  unter  Hauptstrahl  denjenigen  Strahl, 
welcher  durch  die  Mille  der  ersten  brechenden  Kladit*  oder  des 
ersten  Glases  geht,  wenn  man  seine  Dicke  vernachlässigt.  Hier- 
nach würde  aber  der  Haupt^trahl  nur  dann  mit  der  Axe  der  Strahlen- 
kegel zusammenfallen,  wenn  die  Hauplblendung  an  der  ersten  brechen- 
den Flache  angebracht,  mithin  Äj  =  0  wäre,  was  jedoch  wegen 
der  verschiedenen  Sli-fhingen,  welche  die  Ilauplblecdung  erhalten 
kann,  nur  ein  stpeeieller  Fall  ist. 

Soll  daher  der  llauplstrahl  allgemein  dazu  dienen,  die  Lage 
der  Sirahlenkegel  nach  den  verschiedenen  Brechungen  zu  beslimmen, 
so  ist  CS  nothwendig,  ihn  so  zu  defmiren  ,  wie  es  oben  geschehen 
ist,  dass  nämlich  sein  Durchschnittspunkt  mit  der  Ebene  der  Uaupl- 
blendung  in  der  Axe  des  Inslruiuenles  liegt. 

Die  erste  Gleichung  (p)  von  Xro.  39  dient  dazu,  den  Halb- 
messer der  Qucrschnille  zu  berechnen,  welclic  entstehen,  wenn  die 
nach  der  i"°  Brechung  gebildeten  Strahlenkcgel  durch  eine  auf  der 
Axe  des  Instrumentes  senkrecht  stehende  Ebene  durchschnitten  wer-  , 
den,  deren  Enlfernnng  von  der  i'"  brechenden  Flache  o,  ist.  Ver- 
sieht man  nämlich  unter  fj  den  Halbmesser  der  Hauplblendiing,  so 
bezieht  sich  rj  auf  einen  Punkt  in  der  Oberfläche  von  einem  jener 
Kegel  und  ist  daher  der  Halbmesser  der  erwähnten  Querschnitte. 
Ebenso  gehören  alsdann  Ai  und  Jl,  Punkten  zu,  welche  in  den 
OberSachen  der  bctretfenden  Kegel  liegen. 

Hiernach  ist  der  Halbmesser  der  Qucrtchnille  der  nach  der 
^  Srecliung  entstehenden  StrtMenkegelj  in  der  Entfernung  »,  von 
der  i""  brechenden  Fläche  ^ 

Die  zweite  Gleichung  (p)  von  Nro.  39  bestimmt  den  Durch- 
schnitt von  einer  A^t  Kegelflächen  mit  der  i'"  brechenden  Flache. 
Fyr  einen  beliebigen  Punkt  jenes  Durchschnittes  ist  nämlich 


\ 
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Dieser  Werth  ist  für  alle  Punkte  des  Durchschnittes  einerlei, 
worau-s  foi^t,  dass  derselbe  mit  V'cniachla.s.sigung  der  Abweichungen 
ein  Kreis  vom  llalbrae»Her  Rt  ist. 

Setzt  man  in  (.b) 


BO  wird 


-  0 


V-ff'f, 


Jener  Diirchsrhnitt  kann  iliiher  mit  einem  Querschnitte  des 
iStraiileiike^is  verwechselt  werden,  welcher  durch  denJScheitel  der 
i"  brechenden  Flache  gtiegt  ist. 

Die  Scheitel  aller  Strablenkegel,  welche  nach  der  i^  Brechung 
entstehen,  liefen  nach  Sro.  47  in  einer  Ebene,  welche  senkrecht 
auf  der  Axe  des  Inslrumenles  steht  und  sich  in  der  Entfernung^  ffi 
vor  der  i"°  brechenden  Flache  befindet. 

Untersachen  wir  jetzt  auf  ähnliche  Weise  die  Laj^e  der  Haujit- 
strahlen,  weiche  die  Axen  der  so  eben  bestimmten  Hlrablenke^el  bilden. 
Werden  die  Hauptstrahlen,  ebenso  wie  es  bei  den  übrigen 
Strahlen  an£:enoairacn  wurde,  nach  der  i'"  Brechung  durch  eine  auf 
der  Ave  des  Instrumentes  senkrecht  stehende  Ebene  durchschnitten, 
deren  Entfernung  von  der  t"'  brechenden  Flache  V;  ist,  so  g;eben  die 
Gleichun^cen  (h)  und  C')  von  Nro.  52  die  Ordinate  des  Durchschnittes 
von  einem  derselben  mit  Jener  Ebene,  nämlich 

Diese  Ordinate  ist  folglich  der  Grösse  »p,  proportional  und  wird 
am  grösstcn,  wenn  f^  denjenigen  Werth  erhält,  welcher  dem 
üusBerstcn  Punkte  des  Gegenstandes  entspricht. 

Nehmen  «-ir  ferner  an,  dass  der  Theil  des  Gegenstandes, 
welcher  durch  das  Inslriiment  übersehen  werden  kann,  von  einem 
mit  dem  Halbmesser  6,  =  c,  rp,  beschriebenen  Kreise  begrenzt  wird, 
wobei  unter  0,  der  angegebene  grösste  Werth  zu  verstehen  ist; 
denken  wir  uns  sodann,  wie  in  \ro. ^,  die  Ebene  der  yx  um  die 
Axe  des  Instrumentes  gedreht,  bis  sie  in  ihre  anfüngliche  Lage 
zurückkommt,  so  ist  der  grössle  Werth  von  y.  in  allen  Lagen  jener 
Ebene  einerlei,  d.  h.  die  Durchschnitte  der  llauptslrahlen  mit  der 
schneidenden  Ebene  liegen  alle  innerhalb  eines  Kreises,  dessen  Halb- 
messer y^  ist,  und  dessen  Mittelpunkt  sich  in  der  Axe  des  Instru- 
mentes befindet. 

Nach  Nro.  51  durchschneiden  sich  aber  alle  Hauptstrahlen  in 
dcmjetiigen  Punkte  der  Axe,  dessen  Abscisse  y,  ist.  Hieraus  folgt 
also ,  dass  aiie  HaiiplstralUeii  nach  der  i'™  Brechung  in  einem  senk- 
rechten Kegel  liegen,  denen  Axe  mit  der  Axe  det  titslnimenlet 
•tuaammenfälil. 
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Dpr  Halbmesser  dieses  Kegels  in  läer  Entfernun«^  «,  von  der 
l'~  brechenden  Fläche  ist  y,  und  wird  durch  die  Gleichung'  (d)  er- 
hallen, wenn  man  der  Grösse  f,  den  Werth  beilegt,  welcher  den 
iusserslen  Puiikk-n  des  Gegenstandes  entspricht. 

Der  JScIieilel  des  Kegels  liegt  in  demjenigen  Punkte  der  Axe, 
deren  Enlfemung  von  der  j"'  brechenden  Flüche  ff.  ist. 

Den  Durchschnitt  der  Kcgeloberllüche  mil  der  t"  brechendea 
Fläche  besliinuit  die  Gleichung  00  von  Xro.  öS.  Sein  llalbmesüer 
ist  hiernach 

li  =  — V-^ (fi> 


vorauBgesetzt,  da.ss  statt  i^,  der  angegebene  grössle  Werlh  ge- 
nommen wird. 

Denselben  Werlh  wünlen  wir,  wie  «m  Angeführten  Orte  bereils 
bemerkt  wurde,  erhalten  haben,  wenn  wir  in  fd)  «^  =  o  ge<>etzt 
hatten;  wir  können  daher  hucIi  diesen  Durchschnitt  mit  eiueoi  Quer- 
schnitte des  Kegels  verwechseln,  welcher  durch  den  äclieitel  der 
i*~  brechenden  Flüche  gelegt  ist. 

Hierbei  muss  übrigens  bemerkt  werden,  dass  die  Halbmesser 
der  Kegelüäfhen  r,,  R^,  y.,  Y-,  in  den  einzelnen  Fällen  verschiedene 
Zeichen  erbalten  können.  Sollen  sie  daher  Jederzeit  als  positiv  an- 
genommen werden,  so  mu<>.s  man  nüthigenralls  das  Zeichen,  welches 
die  Formeln  geben,  in  das  entgegengesctale  verwandeln, 

Es  bleibt  nnn  noch  übrig,  denjenigen  Raum  zu  bestimmen,  in 
welchem  alle  durch  die  Hauptblendung  gehende  Strahlen  nach  der 
i"  Brechung  liegen.  Dieser  Raum  wird  von  einer  Fläche  begrenzt, 
die  säinmtliche  bisher  betrachtete  Htrahlenkegel  umhüllt.  Es  ist  leicht, 
die  Gestalt  dieser  Hülle  zu  bestimmen.  Da  uiimlich  alle  Hauplstrahlen 
innerhalb  eines  senkrechten  Kegels  liegen,  dessen  Halbmesser  in  der 
Entfernung  «,  von  der  f"  brechenden  Fläche  =  y,  ist;  da  ferner  jeder 
Hauptstrahl  die  A\e  eines  Strahlenkegels  bildet,  welcher  in  derselben 
Entfernung  r,  zum  Halbmesser  hat,  so  ist  klar,  dass  der  Querschnitt 
der  Hülle  nur  ein  Kreis  seyn  kann,  dessen  Halbmesser  der  Summe 
der  beiden,  positiv  angenommenen,  Halbmesser  y,  und  n  gleich  ist. 

Behielten  y.  und  r,  für  alle  Werthe  von  ft,  einerlei  Zeichen,  so 
würde  die  Hülle  eine  senkrechte  Kegelflache  scyn,  i;  verschwindet 
aber,  wenn  a^  ==  g,  wird,  und  ändert  daher  an  dieser  Stelle  sein 
Zeichen.  Ebenso  verschwindet  y^  für  «,  =  ^i,  und  erhält  folglich 
daselbst  gleichfalls  das  entgegengesetzte  Zeichen.  Da  nun  diese 
beiden  Halbmesser  stets  positiv  genommen  werden  müssen,  um  den 
Halbmesser  der  Hülle  zu  berechnen,  so  folgt  hieraus,  dass  dieselbe 
aus  drei  Theilen  von  senkrechten  Kegelllächen  mit  kreisförmigen 
Basen  zusammengesetzt  ist,  welche  in  denjenigen  Querschnitten  zu- 
sammenstossen ,  denen  die  .Vbscissen  ^,  und  g\  ziigehüren.  Haben 
z.  B.  Ti  und  y,  die  in  den  Formeln  ib)  und  (d)  angegebenen  Zeichen. 
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wenn  «i  grosser  als  gi  ist,  und  wird  zugleich  gi  grosser  als  gi  an- 
genommen, so  erstreckt  sich  die  erste  Kegelflache,  woraus  die  Hülle 
zusammengesetzt  ist,  von  Zi  =  ^i  bis  zu  s^i  =  od.  In  dem  durch 
beide  Werthe  bestimmten  Räume  ist  r-,  negativ,  tfi  positiv,  mithin 
der  Halbmesser  der  Hülle  =  ( —  n  -}-  y{).  Die  zweite  Kegelflächc, 
welche  einen  Theil  der  Hülle  ausmacht ,  liegt  zwischen  den  Abscissen 
g,  und  ^i,  woselbst  n  und  yi  zugleich  positiv  sind.  Ihr  Halbmesser 
ist  daher  =  (-[-  r»  +  Jti).  Die  dritte  Kegelfläche  endlich  erstreckt 
sich  A'on  %i  =  ffi  bis  zu  »i  =  —  ao.  Hier  ist  r.  positiv,  y-,  negativ, 
folglich  der  Halbmesser  der  Hülle  =  (+  n  —  yO. 

Bei  den  Anwendungen  reicht  es  gewöhnlich  hin,   den  Halb- 
messer zu  kennen,  welchen  die  Hülle  an  einer  bestimmten  Stelle  hat» 
In  diesem  Falle  ist  e^  unnöthig,  die  drei  Theile  derselben  von  ein- 
ander zu  upterscheiden ,  es  genügt  vielmehr,  Avenn  man  die  Zeichen 
von  Ti  und  y,  nöthigenfalls  so  abändert,  dass  beide  stets  positiv  werden* 

Auf  ähnliche  Weise  ist  es  ersichtlich,  dass  sich  die  Hülle  und 
die  f*  brechende  Fläche  in  einem  Kreise  durchschneiden,  dessen 
Halbmesser  der  Summe  der  beiden,  positiv  angenommenen,  Halb- 
messer Yi  und  JBi  gl^'ch  ist.    Bezeichnet  man  daher  durch 

r.  den  Halbmesser  der  Hülle  in  der  Entfernung  «i  von  der  t** 
brechenden  Fläche, 

JBi  den  Halbmesser  des  Durchschnittes  beider  Flächen, 

80  geben  die  Formeln  (b),  (c),  (d)  und  (e)  mit  Rücksicht  auf  die 
wegen  der  Zeichen  gemachte  Bemerkung 


y.  ^— 


V^  ffi  <Pi 


// 
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JBi  =  Ai  -j-  ^1 

Oeffiiungen  der  brechenden  Flächen. 

67}  Die  verschiedenen  brechenden  Flächen  eines  optischen  In- 
strumentes  müssen    hinlängliche   Oeffnungen   erhalten,    damit   alle 
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^1      ^Irnhlen  (ftirrh^elassi'n  n-erJen,   welclie  ditrrb  die   Hftuptblcnditn^         I 
Wt        ^ehen   und  soklifn   Punktvii  des  Gc^eihstandes  aii^ehöreti,  die  inaD  ^ 

durch  das  Iiislrumeiit  liberi^eiieii  wifl.  E^  ist  klar,  dass  diese»  statt- 
iiiidet,  wenn  man  jene  UeffnuniE^eii  kreisloriiii^  inaclit  und  ilmen  Halb- 
messer ^iebl,  welche  wenigstens  den  Halbmessern  der  Durchschnitte 
zwischen  den  brechenden  Flächen  »nd  den  Hüllen  der  gebrocheaen 
Strahlen  gleich  sind.    ?icnnen  wir  daher 

R,  den  Oeffnitngxkalbmetaer  der  (■"  brechenden  Fläche^ 
so  ist  derselbe  vermöge  (f)  der  vorhergehenden  Xiiumer  durch  die 
Formeln  gegeben: 

V. ^'  f  1  ]     (a) 


I 
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wobei  fj  den  llulbmesser  der  Hauiitbicndung  bezeichnet,  ^,  auf  die 
Mussersten  Punkte  des  Gegenstandes  bezogen  und  die  Zeichen  von 
R,  und  Vi  nölhigenfalls  abgeändert  werden  müssen,  damit  beide 
stets  positiv  werden.  In  der  Ausriihrnng  ist  es  übrigens  räthlich, 
die  Oeffnungshalbmesser  etwas  grösser  zu  miicben ,  als  sie  die  Rech- 
nung giebt,  indem  hierdurch  kein  Xachllieil  entsteht,  die  OefTnungen 
Aber  wegen  der  Abweichungen  der  Strahlen  leicht  zu  klein  ausrallen 
können,  wenn  sie  nach  den  vorhergehenden  Formeln  bestimmt  werden. 

Die  Formeln  (a)  zeigen,   dass   der  OelTniiugshalbmesser  der  i""  . 
brechenden  Fläche  aus  den  beiden  Theilen  H,  und  V,  besieht,  wovon 
der  erste  A,,   der  zweite  r^,  proportional  ist.     Da  nun,   wie  wir  in 
der  Folge   sehen  werden,  die  Lichtstärke  allein  von  A,,  das  Ge- 
sichtsfeld dagegen  nur  von  '^,  abhängt,  so  nennt  man  gewöhnlich 
Äi  den  Ocffnungshalbmester  tcegen  der  Heltigkeit, 
i^  den  Oeffimngahalbmetser  wegen  des  GesiclUtfeldea. 

BlendiiN^en. 

583  Ausser  der  Hauplblendung,  welche  die  Lage  der  i^nrk- 
samen  strahlen  bestimmt,  kommen,  wie  wir  bereils  in  Nro.  22  an- 
gefiihrt  haben,  bei  den  optischen  Werkzeugen  häufig  noch  andere 
Ulendungen  vor.  Der  folgenden  ITnlersuchung  wegen  ist  es  zuerst 
nothweudig,  die  Coordinatcn  der  Durchschnittspunkte  der  Strahlen 
mit  der  Kbcne  einer  solchen  Blendung  durch  bekannte  Grössen  aus- 
zudrücken. Hodann  muss  ihre  Oeffuung,  ebenso  wie  es  bei  den 
brechenden  Flaciien  geschehen  ist.  auf  eine  solche  Art  bestimmt 
werden,  dass  sie  den  durch  die  Hauptblenriung  gehenden  Strahlen 
kein  Minderniss  in  den  Weg  legt.     Hiernach  muss  dieselbe  kreis- 
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förmig  seyn  und  einen  Halbmesser  erhalten,  welcher  dem  Halbmesser 
des  Durchschnittes  zwischen  der  Ebene  der  Blendung  und  der  Hölle 
der  gebrochenen  Strahlen  gleich  ist. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Blendung  hinter  der  t^  brechenden 
Flfiche  angebracht  ist,  und  nennen  wir 

Ci  den  Halbmesser  der  Blendung, 

ii  die  Entfernung  derselben  von  der  t***  brechenden  Fläche ,  hinter 
dieser  angenommen, 

<f+t  die  Entfernung  der  Blendung  von  der  (f+l)**  Flache,  vor 
derselben  angenommen, 

ii  und  Vj  die  Werthe,  welche  n  und  yi  erhalten,  wenn  in  denselben 
«I  =  — ii  gesetzt  wird, 

80  erhalten  wir  zuerst  die  Coordinaten  der  Dnrchschnittspunkte  sowohl 
des  allgemeinen  Strahles  als  des  Hauptstrahles  mit  der  Ebene  der 
Blendung,  wenn  wir  in  der  ersten  Gleichung  (p)  von  Nro.  39, 
sodann  in  (h)  und  (i)  von  Nro.  52,  ri,  »i,  n,  y^  mit  ^i,  — (j,  ei^  v\ 
verwechseln.    Dies  giebt 

Nach  den  in  Nro.  82  gegebenen  Werthen  können  wir  die  Stel- 
lung der  Blendung  auch  aaf  die  (t-f-l)**  brechende  Fläche  beziehen, 
ebenso  wie  es  bei  der  Hauptblendung  geschehen  ist. 

Die  dortigen  Formeln  in  Verbindung  mit  Cd)  und  (o)  von  Nro.  51 
geben  durch  Verwechselung  von  j  und  t  —  1  mit  i : 

Citi  —  dl  =  ffi 

vfffi  v^ffi      ch.1       Ci+t  L     r^iCt,  J 

V  y  y«         ffi  \   c    A» 


ft  = 


(a) 
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ib) 


I 


Dtirrh  Substihition  dieser  Werlhe  verwandeln  sich  die  Formela 
I  die  folgenden : 

"'         Vc  —  c-^'*' 

Der  Winkel  ip, ,  welclien  fj  mit  der  Verlängerung  von  v.  macht, 
iat  vermöge  (o)  von  Nro.  39  einerlei  mit  dem,  welcher  in  Bezu^  auf 
die  ernte  brechende  FlJiche  durch  jenen  Buchstaben  bezeichnet  wurde. 

Vm  nun  aus  diesen  Formeln  den  Halbmejtaer  der  Blendung  her- 
zuleiten, müssen  wir  sie  zuerst  auf  die  Hülle  der  gebrochenen  .Strahlen 
beziehen,  d. Ii.  wir  müssen  zuerst  statt  R,  und  s,  die  Hulbmesser  des 
auf  die  erste  brechende  Fläche  fallenden  Strablenkegels  und  der 
Hauptblendung,  statt  ^,  aber  den  der  Grenze  der  Gesichtsfeldes 
entsprechenden  Werth  nehmen,  ferner  die  Zeichen  von  ^^  und  vi 
ndthigenfalis  abiindern,  damit  beide  stets  positiv  werden,  endlich 
die  fSiimme  von  fj  und  v-,  dem  Halbmesser  der  Blendung  gleich  setzen. 

Hiernach  ist  der  Halbmesser  der  Blendung; 

e,  =  ft  +  w IC) 

vorin  statt  e*  und  x-.  ihreWerthe  aus  (at  oder  (b)  mit  Rucksicht  auf 
die  vorhergehenden  Bemerkungen  substituirl  werden  müssen. 

Jede  nach  diesen  Formeln  berechnete  Blendung  hat  die  Eigen- 
schaft, dass  sie  allen,  der  Haiiptbleudun^  und  dem  angenommenen 
Werthe  von  <f ,  entsprechenden  Slrahlenkcgeln  ungehinderten  Durch- 
gang: gestaltet. 

So  oft  bei  einem  optischen  Werkzeuge  zwei  auf  einander  fol- 
gende brechende  Flachen  eine  grosse  Kntfernung  von  einander  haben, 
ist  es  rathlich,  zwischen  denselben  eine  oder  mehrere  Blendungen 
anzubringen,  deren  Oeflnongen  nach  den  vorhergehenden  Formeln 
berechnet  werden. 

Die  Verein igungspnnkte  der  Hauptslrahlen,  wenn   sie  wirklich 
Za  Stande   knmtiien,   sind  schickliche  Siellcn   fiir  Blendungen,   weil 
daselbst  die  Strahlen  in  einen  engen  Raum  gebracht  sind,  die  Blen- 
dungen  mithin   nur   eine  kleine  OefTnung   zu   erhallen  brauchen  und    ■ 
daher  sehr  geeignet  sind,  fremdartige  Strahlen  abzuhalten. 

Für  eine  solche,  bei  dem  Vereinigungspnnkle  der  Hauptstrahlen 
angebrachte  Blendung  ist 

i.   -  -s. 
fe.  =  c„. 


MS 
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folg-lich  geben  die  vorhergehenden  Fonneln  fa),  (b)  und  Cc) 


Entstehen  in  dein  Instrumente  ein  oder  mehrere  wirkliclie  Bilder, 
so  ist  CS  nothuendig,  an  dem  letzten  derselben  eine  Blcndun^s;  iin> 
zubringen,  welche  dazu  dient,  das  Gesichljsfeld  scharf  zn  begrenzen. 

Für  eine  au  dem  i'™  Bilde  angebrachte  Blendtnig  ial 


folglich 


0 


V:ff'<i 


fi 


i 


\ 


(e) 


Solche  an  dem  letzten  Bilde  «ngebraclite  Blendungen  haben  den 
Vorllieil,  dass  dadurch  äümmllirhe  Strahlen  ausgeschlossen  werden, 
welche  Punkten  des  Gegenstandes  zugeliören,  deren  Abstand  von 
der  Axe  grösser  als  c,  ip,  ist.  Von  allen  näher  liegenden  1'unk.ten 
dagegen  gehen  die  Nirahlenkegel  ungehindert  durch  das  Instrument, 
wenn  die  OelTnungshalbinesser  der  brechenden  Flachen  und  die 
Halbmesser  der  übrigen  Blendungen  nach  den  vorhergehenden  Be- 
stimmungen berechnet  sind. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  in  dem  Instrumente  kein  wirk- 
liches Bild  zu  Hiande  kommt.  Die  Grenze  des  Gesichtsfeldes  wird 
alsdann  durch  eine  Blendung  bestimmt,  welche  entweder  besonders 
angebracht,  oder  durch  die  Fassung  von  einer  der  brechenden  Flächen 
ersetzt  werden  kann.  Der  letztere  Fall  ist  in  dem  erstercn  enthalten 
und  entsteht  aus  demselben,  wenn  man  die  Entfernung  der  Blendung 
von  der  corres|ioiidirenden  brechenden  Fläche  =  0  setzt.  Ich  be- 
trachte daher  bloss  den  ersteren  Fall  und  nehme  an,  da-ss  die  durch 
die  Formehl  taj,  (.b)  und(cj  bestimmte  Blendung  diejenige  ist,  welche 
dns  Gesichtsfeld  begrenzt.  Da  ihr  Halbmesser  nach  dem  Vorher- 
gehenden so  berechnet  ist,  dass  er  der  Hülle  der  gebrochenen  Strahlen 
entspricht,  so  werden  alle  diejenigen  Strahlenkcgel  ungehindert  durch 
dieselbe  gelassen,  welche  von  Punkten  des  Gegenstandes  ausgehen, 
deren  Absland  von  der  Axe  kleiner  als  c,  »fi  ist,  und  welche  mithin 
innerhalb   eines  mit    dem  Halbmesser  c,  (p^   beschriebenen  Kreises 


I 


J 
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liegen.  Ist  der  Halbmesser  der  Haupt lilendiing  ^e^eWo,  so  kann  ^ 
vcrmittetst  der  ersten  Formel  la)  oderibi  berechnet  werden.  Xehmen 
wir  ferner  den  Halbmesser  der  Blendung  ?,  ebenfalls  als  bekannt  an, 
IUI  dienen  die  zweiten  Jener  Formeln,  verbunden  mit  (c).  zur  Berech- 
nung des  grössten  Werthes  von  f,.  bei  welcliera  die  Strablenkenrel 
noch  un^rchindert  durch  die  Blendung  gehen.  Substituirt  mau  näm- 
lich in  (c)  statt  v;  seinen  Wcrth  aus  (a)  und  (b),  so  folgt  diiraus 


y-9-is-\-0i 

'-".['-OHä)(^)j| 


f%,C.+,(C  —i'\n, 


Das  Gesichtsfeld  ist  jedoch  in  der  Natur  unbegrenzt,  es  giebt 
daher  noch  andere  Punkte  des  Gegenstandes,  welche  eine  grössere 
Entfernung  von  der  A\e  als  c,  <^,  haben.  Diejenigen  Strahlen, 
welche  von  diesen  Punkten  ausgehen  und  durch  die  Hauptblendung 
gelassen  werden,  bilden  ebenso,  wie  es  bei  den  näher  liegenden 
Punkten  der  Fall  ist,  Kegel,  deren  Durchschnitte  mit  der  Ebene  der 
Blendung  Kreise  vom  Halbmesser  q,  sind> 

Bezeichnen  wir  durch 
(^),  denjenigen   VVerth   von   fi,    welcher  einem  jener  entfernteren 
Punkte   des  Gegenstandes   zugehört,    und    jnclaviren  wir   alle 
Grössen,  welche  sieh  darauf  beziehen, 
HO  erhalten  wir  die  Ordinate  des  Mittelpunktes  des  Kreises,  welcher 
durch  den  Durchschnitt  des  Sirahlen  kegeis  mit  der  Ebene  der  Blen- 
dung gebildet  wird,  aus  den  zweiten  Gleichungen  (a)  und  (b),  wenn 
wir  darin  Vi  und  fi  mit  (tOi  und  C(}i)i  verwechsein. 

Die  Ordinaten  der  beiden  Punkte  jenes  Kreises,  welche  die 
grosste  und  kleinste  Entfernung  von  der  Axe  des  Instrumentes  haben, 
sind  daher 


(et. 


=  Cr).  + 

=  Mi  — 


fi 


Da  ((^),  grösser  als  <(n  angenommen  worden ,  so  ist  (u);  grösser 
als  Vi  und  folglich  der  erstere  der  vorhergehenden  Werthe  von  (eV 
grösser  als  der  Halbmesser  der  Blendung,  der  durch  die  Formel  (.c) 
ausgedrückt  wird.    Hieraus  folgt,  dass  bei  allen  Punkten  des  Gegen- 


r 
I 
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Stande!?,  deren  Abstand  von  der  .\\e  grösser  als  e,  rfy,  ist,  ein  Theil 
der  ilinen  zu^eliöri^en  Stnihlciikegel  von  der  Blendung  anfj^ehallen 
und  daher  unwirksam  {!:eiiiacht  wird.  Lassen  wir  f^p),  von  ep,  an 
nach  und  nach  zonehraen,  so  m'rd  jener  unwirksame  Tlieil  desto 
l^sser,  je  p^rösser  (^f),  wird,  und  es  triebt  einen  VVerth  dieser 
Grösst',  wobei  der  ganze  Slrahlenkegcl  aufliört  durch  die  Blendung- 
zu  gehen. 

Wir  erhalten  denselben,  wenn  wir  den  zweiten  der  vorher- 
gehenden Wcrlhe  von  is)i  dem  Halbmesser  der  Blendung  e,  gleich 
setzen,  woraus  folgt: 

Pi  =  (i)i  —  ji 

Diese  Gleichung  entsteht  aus  (c)  durch  Verwechselung  von  ü 
und  (,  uiit  (ti)i  und  —  ^|.  Da  sich  nun  vi  iu  Cii)i  ver^vandelt,  wenn 
man  f^i  mit  (1^)1  vertauscht,  so  geben  die  in  (0  erhaltenen  Ausdrücke 
von  <p,  durch  diese  Verwechselungen  unmittelbar  die  entsprechenden 
Ausdrücke  von  (qi),,  und  es  ist  ersichllich,  dass  sich  hierdurch  in  den 
ersteren  weiter  nichts,  als  (e  —  {)i  in  CC  +  ?)■  abündert,  niillua 

Cf  )i  =   r-  <p, (g) 

(e  —  f  )■ 

wird,  wobei  qi,  den  in  (0  gefundenen  W'erth  erhiilt  und  i,  nach  der 
früher  gemachten  Bemerkung  stets  positiv  z«  nehmen  ist. 

Der  hierdurch  bestiramle  AVerth  von  (qi),  giebt  die  grösste  Enl- 
femung  c,  (^)i  derjenigen  Punkte  des  Gegenstandes,  von  welchen 
noch  Strahlen  durch  die  Blendung  gehen. 

Denken  wir  uns  daher  auf  dem  Gegenstände  zwei  Kreise  niil 
den  Halbmessern  d  1^,  und  c,  (^),  beschrieben,  wobei  f^,  und  (^), 
nach  den  Formeln  (0  und  (g)  berechnet  sind ,  so  haben  die  innerhalb 
des  ersteren  Kreises  liegenden  Punkte  die  Kigenschaft,  dass  die 
ihnen  zugehörigen  Strahleukegel  ganz  durch  die  Blendnng  gehen. 
Von  den  zwinehen  den  beiden  Kreisen  befindlichen  Punklen  werden 
die  Strahlenkcgel  nur  theilweise  und  von  den  ausserhalb  des  gros- 
Mcren  Kreises  liegenden  Punklen  gar  nicht  durch  die  Blendung  ge- 
lassen. Hierbei  sind  jedoch,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  nur 
dtejentgeu  NtralUen  berücksichtigt,  welche  zugleich  durch  die  Haupt- 
blendung  gehen,  indem  die  übrigen  unwirksam  sind,  und  daher  nicht 
betrachtet  zu  werden  brauchen. 

Kin  ähnlicher  Fall  tritt  auch  bisweilen  ausnahmsweise  bei  den- 
jenigen Instrumenten  ein,  in  welchen  ein  oder  mehrere  wirkliche 
Bilder  entstehen,  wenn  nämlich  einer  abgesondert  angebrachten, 
oder  durch  die  Fassung  einer  brechenden  Flache  gebildeten  Blendung 
aus  anderen  Ruckjsichten  diejenige  Oeffnung  nicht  gegeben  werden 
kann,  uelche  nach  den  vorhergehenden  Bestimmungen  erforderlieh 
ist,  um  alle  Slrnhlen  durchzulassen,  die  sowohl  durch  die  Haupt- 
blendung, als  durch  die  am  letzten  Bilde  angebrachte  Blendung  gehea 


^^P    können. 
^F    auf  die  Bl 
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können.  Bezieht  man  in  diesem  Falle  die  Formeln  (a),  (b)  nnd  (r) 
auf  die  Blendung,  welrlie  eine  /.ii  kleine  UelTnunj;  hat.  ko  bestimmeit 
auch  hier  die  in  (D  erhaltenen  Ausdrücke  denjenigen  Theil  des 
(iesirhtsrelde^,  bei  Melchein  die  den  einzelnen  Punkten  zuvehöri^en 
Slrahlenke^el  unbehinderten  Dnrrh^an^  finden.  Die  aussersle  Grenze 
des  Gesirhisfeldes  ist  aber  jetzt  nicht  durch  die  Formel  Tff )  iSeiareben, 
sondern  sie  hünfft  von  der  am  letzten  Hilde  befindlichen  Blondun;^  ab 
und  kann  aus  t.e)  leicht  berechnet  werden,  wenn  der  Halbmesser 
jener  Blendung  als  bekannt  angenommen  wird.  Hiernach  ist  für  die 
Grenze  des  Gesichtsfeldes 

f'-ffj- *' 

wnbei  dem  Index  i  derjenin;c  Wcrlh  gegeben  werden  muss,  welcher 
dem  letzten  Bilde  entspricht. 

Eiitthfilung  der  histriiineiite. 

59j  Alle  optische  Werkzeuge  können  in  zwei  (lassen  gctheilt 
werden. 

Einige  nämlich,  z.  B.  da-s  Sonncnmicroscop .  die  Camera  ob- 
scura  etf.  sind  so  eingerichtet,  dass  von  dem  Gegenstände  ein  wirk- 
liches Bild  auf  einer  Ebene  entworfen  wird,  welche  senkrecht  auf 
der  Axe  des  Instrumentes  steht  und  die  Projeclioiisefxme  genannt 
werden  soll. 

Bei  anderen  Instrumenten  da^jegen,  z.  B.  den  Fernröhren  etc. 
fallen  die  Strahlen  nach  der  letzten  Brerhun^s;  unmittelbar  in  das 
hinter  dem  Instrumente  befindliche  Auge. 

Beiderlei  Instriimenle  erfordern  in  mancher  Beziehung  eine 
verschiedene  Behandlung:  ich  werde  sie  daher  bei  den  folgenden 
l^ntersuchungen  durch  die  Benennong  Imtrmnente  der  ersten  tmd 
der  saeilen  Art  von  einander  nulerscheiden. 

Ausserdem  müssen  wir  uns  zuvor  noch  mit  der  Struclur  des 
Auges  beschäftigen,  indem  die  Instrumente  der  zweiten  Art  eine 
Kennlniss  derselben  voraussetzen.  Da  jedoch  hier  nur  von  den 
Problemen  der  ersten  Ordnung  die  Rede  ist.  bei  welchen  die  Ab- 
weichungen vernachlässigt  werden,  so  können  wir  bei  dem  Auge 
aof  gleiche  Weise  verfahren.  Ich  werde  daher  vorerst  nur  die  wesent- 
lichsten Theile  desselben  berücksichtigen,  soweit  es  zu  einer  approxi- 
mativen Berechnung  nothwendig  ist,  und  das  Uebrige  verschieben^ 
bis  wir  in  den  8land  gesetzt  seyn  werden,  ^miuere  UnterNncbungen 
hieniber  anzustellen. 

Auge. 

&})  Das  beinahe  kugelförmige  Auge  ist  bekanntlich  auf  dem 
grösseren  hinleren  Theile  seiner  OberAache  mit  drei  Hauten  bekleidet, 
von  denen  die  aussersle  die  harte  Haul,  die  mittlere  die  GeftUalumty 
die  Innerste  die  Netzhaut  genannt  werden.    Auf  der  vorderen  Seite 


^1 

^^l  grossen 

^V  von  den 

^V'  die  Inne 
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befindet  sich   eine  Erhabenheit,   welche   mit  der  svhr  diirchHichli^n       H 
nomliauf  bedeckt  ist.  Von  dem  Kreise,  «eicher  die  Grenze  zwischen        ■ 


flom/iaw^  bedeckt  ist.  Von  dem  Kreise,  «eicher  die  Grenze  zwi* 
der  harten  Haut  und  der  Hornhaut  ausmacht,  erstreckt  sich  eine 
ebene,  undiirchsichtij;;e  Itlemhran.  die  tris^  der  Aiigentlern  oder  die 
Blendung  genannt,  in  das  Innere  des  Au^es;  sie  ist  mit  einer  Uefl- 
nun^s;,  der  Pupille,  versehen,  durch  welche  das  Licht  in  das  Auge 
fallt.  Der  innere  Raum  desAu^jes  enthalt  drei  rfurchsichli^e  Körfier. 
lu  einer  kleinen  Entfernung  hinter  der  Blendung  belindet  sich  numlich 
die  Cryslall-Linsey  «eiche  ungefähr  die  Gestalt  einer  convexen  Linse 
hat,  der  vordere  Anum  zwischen  ihr  und  der  Hornhaut  ist  mit  der 
inäB*erigen  Fenchtigkeif .  der  hintere  llaum  dagegen  zwischen  der 
Crystall-Linse  und  der  Netzhaut  mit  dem  Ciaskörper  ausgefüllt. 

Diese  oberflächliche  Beschreibung  des  Auges  reicht  hin,  den 
Weg  der  Lichtstrahlen  im  Innern  desselben  zu  beurtheilen  und  eine 
approsimative  Berechnung  darüber  anzustellen,  wenn  die  hierzu 
crfardcrlichen  Elemente  bekannt  sind.  Die  von  einem  und  demselben 
Punkte  eines  Gegenstandes  ausgehenden  Lichtstrahlen,  welche  auf 
die  Hornhaut  fallen,  erleiden  an  der  Oberflache  von  jener  die  erste 
Brechung  und  setzen  dann  ihren  Weg  fast  in  geraden  Linien  durch 
die  Hornhaut  und  wasserige  Feuchtigkeit  fort,  da  beide  sehr  nahe 
einerlei  Brechungsvermögen  besitzen.  Diese  Strahlen  gelangenjedoch 
nicht  alle  in  das  Innere  des  Auges,  indem  der  grössere  Theil  der- 
selben durch  die  Blendung  aufgefangen  und  nur  ein  kleiner  Sirahlen- 
kegel durch  die  l'npille  durchgelassen  wird.  Die  Blendung  bestimmt 
hiemach  die  Lage  der  wirksamen  Strahlen,  und  ist  daher  bei  dem 
Auge  dasjenige,  was  wir  im  Allgemeinen  mit  der  Benennung  Haupt- 
blendung bezeichnet  haben.  Xach  dem  Durchgänge  durch  die  Pupille 
treffen  die  Strahlen  die  Vorderfläche  der  Crystall-Linse  und  erleiden 
daselbst  die  zweite  Brechung.  In  der  Crystall-Linse  selbst  wurden 
sie  abermals  nach  geraden  Kichtiingen  fortgehen,  wenn  die  Crystall- 
Linse  homogen  ware^  ihre  Dichtigkeit  nimmt  jedoch  von  aussen  nach 
innen  zu,  daher  der  Weg  der  Lichtstrahlen  eigentlich  krummlinig 
ist.  Bei  einer  bloss  approximativen  Rechnung  können  wir  Jedoch 
diesen  L'mstand  ausser  Acht  lassen  und  die  Crystall-Linse  als  einen 
Körper  von  gleichförmiger  Dichte  betrachten,  l'nter  dieser  Voraus- 
setzung beschreiben  die  an  der  Vordcrllache  der  Crystall-Linse  zum 
zweitenmale  gebrochenen  Strahlen  im  Inneren  derselben  gerade  Linien 
und  erleiden  dann  an  ihrer  Hinterüache  die  dritte  Brechung.  Sie 
setzen  hierauf  ihren  Weg  durch  den  homogenen  Glaskörper  geradlinig 
fort  und  vereinigen  sieh  in  einem  Punkte,  welcher  bei  gut  organisirten 
Augen  genau  auf  die  Xetzhaut  fallt.  Dasselbe  findet  in  Bezug  auf 
alle  Punkte  des  von  dem  Auge  betrachteten  Gegenstandes  statt,  es 
entsteht  daher  von  diesem  ein  Bild  auf  der  \etzhaut.  Hierdurch 
wird  das  Gefühl  des  Sehens  in  jener  nervösen  Membran  hervorge- 
bracht, und  dufch  den  Sehenerven,  von  welchem  sie  eine  Fortsetzung 
ist,  zum  Gehirn  fortgepflanzt. 
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Nach  (teil  neneren  Beobachdingen  sind  zwar  die  Krümmungen 
der  Hinleriläclie  der  Hornhaut  uud  der  Oberilächea  der  Crjistall- 
Linse  nicht  sphürisch;  beschränkt  man  sich  jedoch  au^  kleine  Werthe 
von  rp,,  so  wie  sie  bei  optischen  Instrumenten  vorkommen,  so  kann 
man  bei  der  approximaliven  Berechnung  des  Ait^es  Jene  Flachen  als 
Hphärisch  betrachten  und  von  den  vorliergebenden  Formeln  Gebrauch 
machen. 

Nehmen  wir  ferner  an,  dass  die  Hornhaut  und  die  wüs^erig'e 
Feuchtigkeit  einerlei  Brechun^svermögen  haben,  wie  es  sehr  nahe 
8DS  den  Beobachtungen  von  Chossat  folgt,  so  kommt  es  auf  die  Ge- 
stalt der  Hinterlläche  der  Hornhant  nicht  an,  und  es  ist 
die  Vordcrfläche  der  Hornhaut     ,     .  die  1'° , 
die  Vorderfläche   der  Crj'sta]l-Linse  die  2" , 
die  Hinterlläche  derselben  .    .    .    .  die  3"  brechende  Fläche. 
Die  Halbmesser    der  beiden    ersten   F'lachen   müssen  verneint 
genommen  werden,  da  ihre  Mittelpunkte  hinter  ihnen  liegen,  statt 
dass  sie  in  den  Formeln  vor  denselben  angenommen  sind,  und  ebenso 
alle  Vereinigung» weiten,    welche    liintcr  den  ihnen  entsprechenden 
brechenden  Flächen  liegen. 

Nach  den  angenommenen  Bezeichnungen  ist  daher 
der  Halbmesser  der  Vorderfläche  der  Hornhaut  .    .     .    =  — o, 
der  Halbmesser  der  Vorderflache  der  Crystall-Linse  .    =  — a, 
der  Halbmesser  der  Hinterlläche  der  Crystall-Linse   .    =      «, 
die  Enlfernung  zwischen  den  Vorderflachen  der  Horn- 
haut uud  der  Crystall-Linse =       d, 

die  Entfernung  zwischen  der  Vorderflache  und  Hinter- 

fläclie  der  Crystall-Linse  oder  ihrer  Axe     .    .    ^      rf, 
die  Entfernung  derHauptblendung  von  der  Vorderflüche 

der  Hornhaut .    .    ,    =        i, 

die  Entfernung  der  Netzhaut  von  der  Hmterflacfae  der 

Crystall-Linse = — «3 

Veber  die  Dimensionen  des  menschlichen  Auges  hat  zuerst  Petit') 
zu  Anfang  des  vorigen  Jahrhunderts  Messungen  angestellt,  deren 
Resultate  in  der  folgenden  Tafel  enthalten  sind.  Hpater  wurden  noch 
einige  Messungen  der  Art  von  Young')  und  Aon  Brewster  und 
Gordon')  vorgenommen,  deren  Besultatc  ich  ebenfalls  beifäge,  mit 
Bezeichnung  der  Beobachter  vermittelst  ihrer  Anfangsbuchslahen. 
Unter  den  vielen  Beobachlungen  von  Petit  über  die  Dimensionen  der 
Crystall-Linse  habe  ich  nur  diejenigen  heihehallen,  welche  an  In- 
dividuen bis  zu  5(t  Jahren  gemacht  wurden,  mit  Weglassung  von 
zweien,  wobei  die  Cryslall-Liiii-eu  eine  sehr  abnorme  Bildung  hatten. 

■)   Mem.  de  l'Auil.  de  Paris,   ns-i.   pag.  £00  und  Sf*«;  t'M.   [>■;;.  4. 
■j  Philo*.  iriDsact.  1801.   put  I.  pag.  sa 
*)  Edinb.  Pfailui.  Journal.  VdI.  L  pig.  48. 
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Bei  allen  diesen  Beobachtnngen  sind  die  Oberflächen  der  darehsich- 
tigen  Körper  als  sphärisch  voraus/sresetzt  and  diejenigen  Durchmesser 
gesucht  worden,  welche  ihren  Krümmungen  am  meisten  entsprechen« 
Die  Längenmaasse  sind  in  französischen  Linien  ausgedrückt. 


Nummer 

der 

Beobacli- 
tuog. 

Hornhaut« 

BlendonfT. 

Beobachter. 

Durchmesser 

der 

Krümmung 

der 
VorderO&che. 

Dicke. 

Entfernung 

der 

Hinterflache 

von  der 

CrystalU 

Linse. 

Entfernung 

von  der 

CrystnII- 
Linie. 

1 

2 

3 
4 
5 

7.(K) 
7.50    . 

6.90 

0.17 
0.23 

0.47 

1.01) 
1.33 

0.18 
0.17 
0.25 

P. 
P. 
P. 
Y. 

B.  nnd  G. 

Mittel 

7.133 

0.296 

1.167 

0.180 

— 

Nummer 

der 

Beobach- 
tung. 

Crystall-Linse. 

• 

Beobachter. 

Alter. 

Durchmesser  der  Krümmung 

Aze 

oder 
Dicke. 

der 
Vorderflache. 

der 
Hinterfliche. 

1 

18 

7.50 

5.00 

8.00 

i 

s 

15 

6.00 

4.75 

8.00 

3 

15 

5.50 

4.50 

8.50 

4 

SO 

6.00 

4.75 

8.50 

5 

S5 

6.00 

5.00 

8.67 

6 

30 

6.00 

5.00 

1.75 

* 

7 

30 

7.50 

6.00 

1.67 

8 
9 

30 
30 

6XM) 

7.sis 

6.00 
6.85 

8.00 
1.75 

"• 

10 

40 

7.50 

5.00 

8.87 

11 

40 

6.00 

5.00 

8.00 

IS 

45 

6.50 

5.00     . 

8.00 

13 

45 

6.50 

5.00 

1.67 

14 

50 

7.00 

5.50 

8.00 

15 

50 

7.00 

5.U0 

8.00 

Mittel 

-— 

6.550 

5.183 

8.098 

/ 

In  neueren  Zeiten  fand  zuerst  Chossat')  an  Thieraugen  und 
dann  Krause')  an  Menschenaugen,  dass  die  Oberflächen  der  durch- 
sichtigen Körper  im  Auge  keineswegs  simmtlich  sphärisch  sind« 
Nach  den  Beobachtungen  des  letzteren  ist  im  menschlichen  Auge 

')  Aonales  de  chimie  et  de  phsrsiqne.  Tome  X.  pag.  88^. 

>)  Poggendorfs  Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Bd.  XXXDL  piig.  M9. 
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nur  die  VorderflÄche  rJer  Hornhaut  eine  Knffelfläphc,  daffpffcn  sind 
die  Hinterflächen  der  Hornhaut  und  der  CrystalULiiise  Paraboloide, 
die  Vorderflache  der  Crystall-Linse  und  die  ?ietzhaut  endÜcFi  Elh'p- 
soidc.  Die  folgende  Taf«-!  enlhalt  die  Resultate,  welclie  Krattw  ans 
seinen  mifrometrischen  Messungen  an  aclit  Au^en  veruiilteist  der 
Methode  der  (deinäteu  Quadrate  abgeleitet  hat,  nebst  den  übrigen 
TOD  iliin  gefundenen  Dimensionen,  soweit  sie  zu  unserem  Zwerke 
nothweudig  sind.  Die  Längenmausse  sind  dabei  ebenfalls  in  franzö- 
sischen Linien  aasgedrückt. 


der 

Brob«ch- 

fiing. 

Hornbant. 

Blendung. 

Netzhaut. 

Ridiu* 

der 
Vorder- 

Biche. 

Dicke 

in 

der  Mille. 

Pi»nieter 

dpr 

Hi'itrr- 

näch«. 

n«ng 
von  der 
HornhiuL 

D..tch. 
mcMer 

der 
Pupille. 

Hilbe 
grosse 
Aie. 

Halbe 
kleine 
A.e. 

4.3d 

0.40 

6.14 

l.<H) 

i.m 

5.12 

4.45 

4.1« 

l).3ö 

5.55 

1.15 

«.25 

5.Ü5 

4.15 

3.67 

0.40 

5.28 

1.25 

2.60 

5.12 

4.23 

391 

0.44> 

6.82 

— 

— 

5.07 

4.41 

3.84 

0.50 

6.18 

I.IO 

1.40 

5.14 

4.58 

3.78 

0.48 

5.59 

1.10 

„ 

5.05 

4.43 

3.86 

0.53 

5.54 

0.90 

1.50 

5.05 

4.41 

3.72 

0.50 

4.31 

0.90 

1.20 

4M 

4.19 

Hitlel 

3.911) 

0.44.5 

5.601 

1.057 

1.792 

5.U66 

4.356 

Cry8(al[-Liiise. 

^|.mmer 
tlMbach- 

V 

urderll.cli 

Axe 

oder  Dicke 

Hinlerfliche. 

Axt 

de. 

Enlfpr. 

liing. 

gro.«; 

klein. 

der 

P.r.- 

nunn 

Auges. 

Hornh.»!. 

Axt. 

Axt. 

Linse. 

Kelihant. 

1 

i.:o 

8.05 

0.95 

8.00 

4.49 

6.65 

10.90 

t 

I3i 

im 

0.91 

1.90 

4.99 

6.80 

11.05 

3 

I.!5 

».(Kl 

1.14 

«.40 

4.99 

6.10 

10.70 

4 

1.35 

8.(15 

I.IO 

S.«0 

4.51 

5.90 

10.5(1 

a 

1.J5 

2.03 

0.83 

1.85 

4.83 

6.40 

lO.BO 

6 

l.»l 

1.95 

0.98 

«.35 

4.53 

6.00 

10.80 

7 

1.0(1 

«.(13 

0.95 

1.80 

4.09 

6.65 

10.65 

8 

l.»l 

2.(10 

0.94 

l.«5 

3.79 

6.55 

10.6Ö 

MittcJ 

t.SUO 

«.014 

0.975 

«.044 

4.5«7 

6.3S1 

10.75« 

Krause  hat  bei  dem  Auge  Xro.  I  vermittelsl  der  Methode  der 
kleinsten  (Quadrate  auch  die  Radien  (•ümmtlichcr  Fliichea  berechne!, 
welche  seinen  Beobachtungen  unter  der  Voraussetzung  entsprechen - 
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dass  jene  FNtrlicn  spliarisch  sind ,  imcl  zugleich  die  Gewichte  ange- 
geben, welche  die  BestimiDtiiigen  sowohl  nach  dieser  Hypothese  als 
bei  den  anderen  von  ilim  an°:enouimenen  Krümmungen  der  Kläehen 
erbniten.  Die  Resultate  hiervon  sind  aus  der  folgenden  Tafel  er- 
sichtlich. 


Consl«n(e  Linien 
der 

KrilmmuDS. 

Ridi>» 
der  its 

Fliehe. 

Gewiclit. 

«phirisb  «n- 
geaammeneo 

PJicbe. 

Gewichl. 

..     ..     ,  IVorderflüphe 
""""'»'IninttrMote 

Budius        =  4.38«6 

11977 

4.3826 

11977 

Purameler  =  6.1-143 

53726 

3.2309 

5S96 

Linse      jv.rf.rMoh.H.lb.A™=j;;^ 

131695 

3.6987 

13156 

fHinter&äche 

Parameter  =  4.4921 

106111 

8.5267 

11305 

i 

l 


Die  Vergleichung  der  den  beiden  Voraussetzungen  entsprechen- 
den Gewichte  zeigt,  dass  eine  bei  weitem  grössere  Wahrscheinlich- 
keit für  die  angenommenen  Kn'immiingen  als  für  die  SphäricitJtt  der 
Flachen  im  menschlichen  Auge  vorhanden  ist. 

'  Zum  Behiifc  der  approximativen  Berechnung  nehme  ich  zuerst 
das  Mittel  aus  den  in  der  ersten  Tafel  enthaltenen  früherenMessungen, 
mit  der  Ausnahme,  dass  ich  bei  der  Vorderflache  der  Hornhaut  nur  das 
Mittel  aus  den  BeobHcblungen  von  Petit  gebrauche,  weil  die  Beob- 
achtung von  Young  an  seinem  sehr  kurzsichtigen  Auge  gemacht 
wurde,  die  folgenden  Rechnungen  dagegen  für  unendlich  entfernte 
Gegenstande  geführt  >verdcn  sollen;  dnss  ich  sodann  für  die  Dicke 
der  Hornhaut  und  die  Entfernung  der  Netzhaut  von  der  Hinterfläche 
der  Crystall-Linse  diejenigen  Werthe  wähle,  welche  im  Mittel  aus 
den  Beobachtungen  von  Krause  folgen,  weil  die  ersterejener  Grossen 
von  Petit  zu  klein  bestimmt  zu  seyn  scheint,  die  letztere  aber  bei 
den  früheren  Messungen  gar  nicht  vorkommt.  Hierdurch  entstehen 
die  Werthe,  welche  in  der  ersten  Columne  der  nachstehenden  Tafel 
enthalten  sind. 

Um  ferner  die  obigen  Formeln  bei  einem  kleinen  Gesichtsfelde 
auf  die  Beobachlun;ren  von  Krause  anzuwenden,  nehme  ich  bei  den 
nicht  sphärischen  Flachen  ihre  Krümmungshalbmesser  am  Scheitel. 
Hierdurch  entstehen  für  das  Mittel  aus  sammtlicbcn  Beobachlungco 
diejenigen  Werthe,  welche  in  der  zweiten  Columne  der  Tafel  ange- 
geben sind. 

Endlich  füge  ich  zur  Vcrgleichung  der  beiden  von  Krause  ge- 
machten Voraussetzungen  in  Bezug  auf  das  Auge  Nro.  1  in  der  dritten 
Columne  diejenigen  Werthe  bei,  welche  ebenso  wie  die  der  zweiten 
Columne  bcreehuet  sind,  in  der  vierten  Columne  dagegen  diejenigen,  wel- 
chen die  Annahme  der  Spharicität  sämmtliclier  Flachen  zu  Grunde  liegt. 
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I. 

II. 

III. 

IV. 

o,  — 

3.626 

3.910 

4.383 

4.383 

"j  — 

3.S75 

4.160 

4.424 

3.699 

a. 

t.59l 

2.263 

2.246 

2.527 

i(, 

1.6li 

1.045 

l.OIIO 

1.600 

rfi 

8.09S 

2.044 

2.000 

2.000 

i, 

1.132 

1.302 

1.400 

1.400 

»a  — 

6.381 

6.381 

6.650 

6.650 

lieber  die  Brechuiigsvcriialliiisse  der  diirclisiclitigen  Körper  im 
menschlichen  Auge  baheuBrew.stenmdGonlon'},  Chossat^),  Voung*) 
und  icli*)  Reobarhtungcii  angestellt,  deren  Resultate  in  der  Tulgenden 
Tafel  enllialten  sind.  Yoiing  fand  das  Bruch ungsverhältiiiss  des 
mitdereu  Thciles  der  Crystail-Linse  =  -^  von  dem  des  Wassers. 
Nimmt  man  daher  statt  des  letzteren  das  Mittel  aus  den  Inder  Tafel 
angegebenen  .BesuUatea,  so  folgt  daraus  der  in  derselben  ange- 
nommene Werth. 


der 
Umg. 

Whmt. 

Hanihiui. 

Wisserige 
FoDchligkeil. 

Minierer 

Theil 

der  Cryel«ll- 

Litise. 

Glukörper. 

ter. 

1 
t 
3 
4 

1.3358 
t.3363 

1.33 

1.3366 

1.3380 

1.3376 

1.3990 
1.420O 
I.402S 
1.4036 

1.3394 
1.3390 

1.3391 

B.U.G. 
C. 

y. 

Ilittel 

1.3360 

1.33 

1.3374 

1.406« 

1.339« 

- 

Nehmen  wir  daher  das  Brechungsverbaltniss  der  Hornhaut  und 
wasserigen  F'euchtigkeit  für  einerlei  an,  betrachten  die  Crystall- 
Linse  »U  homogen  und  setzen  ihr  Brechimgsverhällniss  dem  ihres 
mittleren  Tlieiles  gleich,  so  ist  nach  der  angenommenen  Bezeichnung 
und  nach  den  voi-hergehenden  Wertben 
das  Brcclnrngsveriialtniss  der  wässerigen  Feuchtigkeit  =  n,  =  I.337J , 
das  BrechuiigsverhaltuLss  der  Crystuil-Linsc  ....  ^r-,^  1.4066, 
das  Brechungsvcrbültniss  des  Glaskörpers =«|=^  1.3392. 


l 


')  Am  angeFährlen  Orte. 

*)  Bibliolbcqiie  univorMlIe.   Tuuie  IX.  pag.  26, 

*)  Am  angelTihrlen  Orle. 

*>  Diese  Beabmchlungen  wurden  nach  der  Wollulan' sehen  Methode  *n);eBlelU,  indem 
auf  die  untere  horizonlal  liegEOde  Flirhe  eine«  Prisma«,  dessen  Brechung» erhilUiiu 
unit  brechender  Winkel  eenaii  beBlimml  worden  waren,  eine  hielne  Quinülät  der 
EU  uDl ersuchenden  Subslai»  t;cbriicbi  und  daa  Veiicbw  inilen  ilirei  Bilde«  beob- 
tcblet  wurde. 
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.  Hieraus  Tol^t  ferner 

n^  =  „,  =  1.3374 

114:=^==:  1.0617 

§ 

11,=^=:  0.95*1 

Setzt  man  endlich 

die  Entfernung  des  Gegenstandes  =  c^  =  od 

80  geben  die  Formeln  (a)  von  Nro-  40  vermittelst  der  vier  verschie- 
denen Werthe,  welche  oben  für  die  Halbmesser  und  Entfernungen 
der  brechenden  Flächen  angenommen  wurden,  .die  folgenden  Werthe 
fiir  die  Yereinigungsweiten  der  Strahlen  nach  den  verschiedenen 
Brechungen  im  Auge: 


I. 

II. 

m. 

IV. 

«1 

OD 

OD 

0» 

OD    . 

9i  — 

14.370 

15.499 

17.370 

17.870 

«.  — 

12.758 

13.854 

15.770 

15.770 

9%  — 

11.168 

12.429 

14.004 

13.589 

«.  — 

9.076 

10.385 

12.004 

11.589 

9i  — 

7.399 

8.106 

9.098 

9.047 

«s  — 

6.381 

6.381 

6.650 

6.650 

g»  —  9i  — 

1.018 

1.725 

2.448 

2.397 

Die  negativen  Vereinigungsweiten  zeigen,  dass  sämmtliche 
Vereinigungspunkte  hinter  den  correspondirenden  brechenden  Flächen 
liegen.  Da  ferner  der  letzte  derselben  bei  gut  organisirten  Augen 
auf  die  Netzhaut  "^ fällt,  so  sollten  g^  und  «,  einander  gleich  seyn, 
was  jedoch  nach  den  zu  Grund  gelegten  Beobachtungen  bei  keiner 
der  gemachten  Voraussetzungen  der  Fall  ist«  Wir  müssen  aber 
hierbei  berücksichtigen,  dass  die  Crystali-Linse  bei  den  obigen  Reph- 
nungen  als  homogen  angenommen  wurde,  statt  dass  ihr  Brechungs- 
vermögen nach  einem  bis  jetzt  nicht  bekannten  Gesetze  von  Aussen 
nach  Innen  zunimmt,  wesshalb  schon  Young')  die  Bemerkung  ge- 
macht hat,  dass  man  das  Brechungsverhältniss  der  als  homogen  be- 
trachteten Crystall-Linse  etwas  grösser  annehmen  muss,  wenn  die 
danach  berechnete  Vereinigungsweite  mit  derjenigen  übereinstimmen 
soll ,  Avelche  bei  der  ungleichiormigen  Dichte  der  Crystall-Linse  statt- 
findet. Dazu  kommt  noch,  dass  alle  Messungen  mit  Ausnahme  der 
in  Nro.  4  der  ersten  Tafel  enthaltenen  an  todten  Augen  angestellt 
worden  sind,  daher  die  gefundenen  Krümmungen  leicht  etwas  von 
denen  im  lebenden  Zustande  verschieden  seyn  können.    Hiernach 


*)  Am  •ttgefütirteii  Orte« 
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nässen  wir  zu  der  Ueberzen^ans^  ffelangcii,  dasa  approximative 
HccIiDangen  von  der  Art,  ^vie  die  oben  geriihrten,  nicht  liiurcicliend 
sind,  um  über  die  Fra^e  zu  entscheiden,  welche  der  beiden  Annahmen 
über  die  Gestalt  der  gekrümmten  Flächen  im  Auge  die  riclitige  ist, 
dass  vielmehr  hierzu  genauere  Rechnungen  mit  Rucksicht  auf  die 
bei  jeder  Fläche  entstehenden  Abweichungen  und  suT  das  ver- 
änderliche Brechungsvermögen  der  C'ry.stull-Linse,  mithin  eine  hin- 
längliche Kenntniss  des  Gesetzes,  welches  das  letztere  bcRtIgt,  er- 
forderlich sind. 

Für  den  gegenwärtigen  Zweck  sind  aber  die  approximativen 
Kedinungen  genügend,  da  sie  nur  dazu  dienen  sollen,  im  Allgeineinen 
den  Weg  der  Lichtstrahlen  im  Au^e  kennen  zu  lernen. 

Aus  den  nllegirten  Formeln  ist  übrigens  ersichtlich,  dass  die 
sämratlichen  Vereinigungsweiten  von  c,  oder  der  Entfernung  des 
Gegenstandes  abhängen.  Wenn  daher  das  Auge  so  eingerichtet  ist, 
dass  für  eine  gewisse  Euircrnniig  die  Strahlen  auf  der  \etzhaut 
verchiigt  werden,  so  findet  dieses  bei  derselben  Einrichtung  nicht 
mehr  statt,  sobald  sieh  die  Entfernung  abändert.  Hierausfolgt,  dass 
wir  bei  ungeandcrter  Einrichtung  des  .4uges  nur  in  einer  bestimmten 
Entfernung  deutlich  sehen  können.  Die  Erfahrung  lehrt  uns  dagegen, 
dass  das  deulliche  Sehen  bei  verschiedenen  Entfernungen  innerhalb 
gewisser  Grenzen  möglirh  ist,  woraus  wir  den  Mchluss  machen 
können,  dass  in  dem  Auge  innere  Veränderungen  erfolgen  müssen, 
wenn  es  sich  nach  Gegenständen  in  verschiedenen  Entfernungen 
richtet.  Unser  Gefühl  überzeugt  uns  auch  wirklich  von  dem  Daseyn 
«olrher  inneren  Veränderungen;  worin  sie  aber  bestehen,  werden 
wir  erst  später  discutiren,  sobald  wir  in  den  Stand  gesetzt  seyn 
werden,  in  das  nähere  Detail  einzugeben. 

Berechnen    wir  jetzt  die  Vcreiiiigimgsweile  der    eiiifalleuden 
Hauptstrahlen   c\.    Sie  ist  durch  die  zweite  Formel  ic)  von  Nro.&l 
gegeben,  wenn  man  darin 
t  ^  i 

setzt.    Uiess  giebt 

C  H,         I»,  —  !) 


-^  „  ■■■■       •' ca) 

c,  Si  «» 

VeruiHtelst  der  viererlei  oben  angenommenen  Werthe  wird  hiernach 


1.169 


II.      I     Ul. 


I.£U      1.139      1.139 


II)ie   einfalienilen  Haiiptstiahlen  schneiden  sich   daher  in  einem 
Punkte,  welcher  etwa»  mehr  als  um  \"'  hinter  der  HurnhauL  liegt. 


=  «» 
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Den  Halbmesser  r  des  einfallenden  Strahlenbfindels  erhalte  wir 
aus  der  letzten  Formel  (q)  von  Nro.  39,  wenn  wir  darin 

ii=  —  9i 
setzen.    Diess  giebt 

^=(^)C^). :••!'' 

(c       c  ^  c 
Moltiplicirt  und  dividirt  man  diesen  Ausdruck  durch  -^-& — ^r^ — ^ , 

80  verwandelt  er  sich  in  den  folgenden:  ^i 

VC, — c,x  V  cc  y\  Vy — gJi     g^ 

Vermöge  (o)  von  Nro.  51  ist  aber 

V  cc  y\  ^g — gy  \      \  Jl t 

folglich     - 

;  =  C JLz^)  i^fi.  e. CO 

^c,  — Ci^'     g^ 

In  dieser  Formel  bezeichnet  , 

(i  den  Halbmesser  der  Pupille, 

%  die  Entfemang  der  Hornhaut  von  der  Stelle,  an  welcher  r  be- 
stimmt werden  soll,  vor  der  Hornhaut  angenommen. 

Bei  den  Anwendungen  wird  r  vorzüglich  an  ZAvei  Stellen  ge- 
braucht, nämlich  bei  dem  Yereinigungspunkte  der  einfallenden  Haupt- 
strahlen und  bei  dem  Durehschnitte  des  einfallenden  Strahlenbündels 
mit  der  Hornhaut.    Für  die  erstere  Stelle  ist 

»  =  c, 

folglich,  wenn  man  in  diesem  Falle  e  statt  r  setzt, 

e  =     '>      ei    .    •    . (d) 

Da  dieser  Ausdruck  unabhängig  von  c^  ist,  so  folgt  daraus, 
dass  der  Halbmesser  des  einfallenden  Strahlenbündels  an  der  Stelle, 
wo  die  einfallenden  Hauptstrahlen  sich  schneiden,  für  alle  Entfer- 
nungen des  Gegenstandes  einerlei  Grösse  behält. 

Dagegen  ist  der  Werth  von  ^  wegen  des  Halbmessers  der  Pupille, 
welchem  er  proportional  ist,  veränderlich,  indem  die  Erfahrung  lehrt, 
dass  der  letztere  Halbmesser  nicht  nur  bei  verschiedenen  Augen  sehr 
verschieden  ist^  sondern  auch  bei  demselben  Auge  von  der  veränder- 
lichen Lichtstärke  und  Entfernung  der  G^enstände  abhängt. 
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Nach  den  »bigen  Werllieu  ist  für  diesen  Fall 


1. 

n. 

m. 

■V. 

l.lll 

i.io; 

1.088 

1.088 

Derselbe  Wcrth  von  r  gilt  auch  für  alle  Werthe  von  z,  wenn 
der  Gegenstand  unendlirh  weil  cntrernt,  mithin  c,  =  os  ist,  in 
welchem  Falle  sich  der  einfallende  Stralilenbundel  in  einen  Cylinder 
venvandelt. 

Für"den  Durchschnitt  des  einfallenden  Sirahlenbündels  mit  der 
Hornhaut  ist 

a  =  0 

und  der  Halbmesser  r  an  dieser  Stelle  wurde  oben  mit  Ä,  bezcicimet. 
Die  Formeln  (c>  und  (d)  geben  daher 


(C3 


Die  Ordinate  des  Bildes  ist  vermöge  Co)  von  Nro.  6t  und  (d) 
von  Nro.  54 

f,  =  iV£^  =  Z^(i=i)  „i (0 

mithin  <p,  oder  /yo  proportional.  Für  unendlich  entfernte  Gegen- 
stände sind  beide  Grössen  gleich  und  selbst  bei  kleinen  Entfernungen 
wenig  von  einander  vcrscliieden,  da  c^  immer  gross  in  Vergicicbung 
mit  c,  ist. 

Durch  die  oben  angegebenen  Werthe  erhall  man 


I. 

n. 

III. 

IV. 

f. 

?.6Ö7 

8.1»! 

8.730 

8.724 

I 


Aus  dem  negativen  Zeichen  von/*,  müssen  wir  schliessen,  dass 
die  Ordinale  des  Bildes  die  umgekehrte  Lage  von  der  des  Gegen- 
standes hat,  das  Bild  auf  der  Netzhaut  daher  verkehrt  ist. 

Da  die  sauunllichen  Vereinigungsweilcn,  und  folglich  auch  V,, 
von  c,  abhängen,  so  folgt  aus  dem  Ausdrucke  von  /"j,  dass  die 
Grösse  des  Bildes  auf  der  Netzhaut  bei  einerlei  Werth  von  tga  eine 
Funrlton  der  Entfernung  des  Gegenstandes  ist.  Die  Beobarhiungcn, 
welche  weiter  unten  angeführt  werden  sollen,  zeigen  dagegen,  dass 
jenes  Bild  bei  allen  Entfernungen  des  Gegenstandes  eine  unveränder- 
liche Grösse  behält.     Hiernach  müssen  die  inneren  Veränderungen 


im  Auge  von  der  Art  seyn,  dass  die  Grösse 


^tc-^), 


bei  allen 
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Werthen  von  c^  einerlei  bleibt,  mithin  eine  Constante  ist,  oder  wenig- 
stens nur  unmerkliche  Veränderungen  erleidet 

Um  die  in  Nro.  49  und  50  erhaltenen  Resultate  auf  das  Auge 
anzuwenden,  mässen  wir  uns  erinnern,  dass  bei  den  vorhergehenden 
Rechnungen  c,  =  od  angenommen  wurde.  Hiernach  ist  vermöge 
(h)  und  (i)  von  Nro.  50 : 

die  Abscisse  des  zweiten  Brennpunktes  =^  ff^j 

V  g 
die  zweite  Brennweite  s»^  p,  =  ■■■  ^^■^■, 

die  Abscisse  des  zweiten  wahren  Mittelpunktes  =  m^  ==^  y$  —  ps . 

Die  Werthe,  welche  nach  den  obigen  Annahmen  hieraus  folgen, 
sind  in  der  nachstehenden  Tafel  enthalten : 


I. 

11. 

ni. 

IV. 

p,  — 

7.399 
7.667 

+  0.858 

8.106 

8.104 

—  0.008 

9.047 

8.784 

•^0.388 

9.09» 

&780 

—  0.368 

Da  die  Abscisse  m,  vom  Scheitel  der  Hinterflache  der  Crystall- 
Linse  an  gezahlt  ist,  so  sehen  wir  aus  dem  Werthe  dieser  Grösse, 
dass  der  zweite  wahre  Mittelpunkt  des  Auges  sehr  nahe  mit  jenem 
Scheitel  zusammenfällt. 

Die  auf  der  Axe  gemessene  Entfernung  ZAvischen  der  Vorder- 
flache  der  Hornhaut  und  der  Uinterfläche  der  Crystall-Linse  ist 
=  d^  -}-  d^.  Da  nun  ni,  in  den  Formeln  vor  der  letzteren  Fläche 
angenommen  wurde,  so  ist  die'  Abscisse  des  zweiten  Avahren  Mittel- 
punktes, vom  Scheitel  der  Yordcrfläche  der  Hornhaut  an  gezählt, 


=^  m, 


dj^  —  d^  und  nach  den  oben  angenommenen  Werthen : 


I. 

11. 

111. 

IV. 

»1,  —  rf,  —  rf J  — 

a440 

a79i 

3.983 

3.968 

SO  dass  der  zweite  wahre  Mittelpunkt  des  Auges  etwas  weniger  als 
4  Linien  hinter  der  Yordcrfläche  der  Hornhaut  liegt. 

Bestimmen  wir  die  Lage  jenes  Mittelpunktes  gegen  die  Mittel- 
punkte der  Krümmung,  welche  der  Vorderfläche  der  Hornhaut  und  der 
Netzhaut  in  ihren  Scheiteln  zugehören,  und  nennen  zu  diesem  Ende: 

»  den  Krümmungshalbmesser  der  Netzbaut  im  Scheitel,  vor  diesem 
angenommen , 

H  und  N  die  Abscissen,  welche  den  Scheiteln  der  Vorderfläche  der 
Hornhaut  und  der  Netzhaut  zugehören,  beide  vom  Scheitel  der 
Hinterfläche  der  Crystall-Linse  an  gezählt  und  vor  demselben 
anganonunen, 
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so  ist,  da  fl,  den  Krümmungshalbmesser  der  Vorderlliiche  der  Horn- 
haut, 2,  die  Entfernung  der  Xetzhuut  von  der  Uioterfläche  der 
Cryslall-Liuse,  nach  derselben  Hichtimg  gezählt,  bezeiiihnet, 

H  =  a,+d,+d,l 

iV  =  .  +  .,  i fs' 

Gebraucht  man  nun  in  I.  statt  k  den  Werlh,  welcher  den  in  II. 
56U  Grund  gelegten  mittleren  Werthen  von  Krause  entspricht,  so 
erhalt  man  nach  den  obigen  Angaben 


I. 

U. 

II!. 

IV. 

, 

+  5.891 

+  5.891 

+  6.890 

+  5.890 

H 

+  0.U79 

—  0.821 

—  0.783 

—  0.783 

K 

—  0.490 

—  0.490 

—  0.760 

—  0.760 

m. 

+  0.858 

—  Ü.002 

—  0.383 

—  0.368 

H-m, 

—  0.179 

-  0.819 

—  0.460 

—  0.415 

JV-m, 

—  0.748 

—  0.488 

—  0.437 

-  0.398 

Der  zweite  wahre  Mittelpunkt  des  Auges  fallt  daher  beinahe 
mit  den  Mittelpunkten  der  Krümmung  zusammen ,  welche  der  Vorder^ 
fläche  der  Uoruhaut  und  der  Netzhaut  in  ihren  Scheiteln  zugehärenf 
und  liegt  nur  um  weniges  vor  den  beiden  letzteren. 

Acndert  sich  die  Entfernung  des  Gegenstandes,  so  \t'ird  die 
Abscisse  des  ihr  entsprechenden  Mittelpunktes  =  JM,;  sie  ist  von 
m,  verschieden  und  durch  die  erste  Formel  CO  von  \ra.  50  gegeben. 
Da  aber  die  innere  Einriclilung  des  Auges  sich  zugleich  mit  der 
Entrernnng  des  Gegenstandes  verändert,  so  können  die  dadurch  ent- 
stehenden Veränderungen  in  der  Lage  des  Mittelpunktes  sowohl  at^ 
in  den  übrigen  oben  gefundenen  Resultaten  nur  alsdann  genau  be-  . 
rechnet  werden,  wenn  die  Veränderungen  in  der  inneren  Einrichtang 
des  Auges  hinlänglich  bekannt  sind,  was  bis  jetzt  nicht  der  Fall  ist. 
Die  folgende  Betrachtung  kann  jedoch  dazu  dienen,  im  Allgemejnea 
die  Lage  jenes  Mittelpunktes  approximativ  zu  bestimmen. 

M'äre  nämlich  der  ganze,  hinter  der  Vordcrllache  der  Hornhaat 
beGndliche   innere   Raum   des  Auges   mit   einem  homogenen   durch- 
siehtigen  Körper  ausgefüllt,  so  fände  die  einzige  Brechung  an  der 
Hornhaut  statt,  s«  dass 
i  =  1 
K.  =  I 


=  0 

«ürdc.     Vermittelst  dieser  Werllic  gcbeji  die  beiden  Kormchi  i 


.«,  =- 


I 


I 
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Aus  (.A)  von  Xro.  40  fol^  aber 
Hiertlurch  wird 


I 

munden      H 
Ulkt  dea       fl 


Bei  dieser  Voraussetzung  würde  mithin  bei  allen  Entrerii 
des  Gegenstandes  der  ihnen  entsprechende,  wahre  Mittclfiunkt  dea 
Auges  eint;  unveränderliche  Lage  haben  und  genau  mit  dem  Mittel- 
punkte der  Krümmung  zusaminenrallen,  welche  der  VorderHäehe  der 
Hornhaut  zugehört.  Da  nun  die  BrechiingsverhültniKse  der  im  Auge 
befindlichen  durchsichtigen  Körper  nur  wenig  von  einander  verschie- 
den sind,  so  kann  dus  vorhergehende  Resultat  nur  unbedeutend  von 
der  Wahrheit  abweichen. 

In  der  That  haben  wir  bereits  aus  der  vorhergehenden  Tafel 
ersehen,  dass  bei  einer  unendlichen  Entfernung  des  Gegenstandes 
beide  Mittelpunkte  beinahe  zusammenfallen. 

Um  sodann  zu  constatiren,  dass  bei  einem  und  demselben  Auge 
der  den  verschiedenen  Entfernungen  entsprechende  Mittelpunkt  eine 
fast  unveränderliche  Lage  behält,  habe  ich  für  das  in  den  vorher- 
gehenden Rechnungen  mit  I.  bezeichnete  mittlere  Auge  und  für  eine 
Entfernung  des  Gegenstandes  von  72  Linien  Jtfj  nach  der  zweiten 
Formel  (0  von  Xro.  50  berechnet,  und 

Mi  =  -\-  0,854     • 
gefunden,  welches  von  dem  bei  einer  unendlichen  Entfernung  sialt- 
findendea  Wertbe 

WS  =  +  0.858 
nur  unmerklich  abweicht. 

Durch  die  inneren  Veränderungen  des  Auges  wird  zwar  dieses 
Resultat  etwas  abgeändert^  da  aber  aus  den  Beobachtungen,  welche 
später  angeführt  werden  sollen,  hervorgeht,  dass  die  Krümmung  der 
Hornhaut  bei  allen  Entfernungen  des  Gegenstandes  ungeiindert  bleibt 
oder  wenigstens  nur  unmerkliche  Acnderungen  erleidet,  da  ferner 
die  Cfystall-Linse  nur  einen  sehr  geringen  Eintluss  auf  das  Resultat 
hat,  so  kann  dasselbe  durch  die  inneren  Veränderungen  des  Auges 
nur  unbedeutend  abgeändert  werden. 

Wir  können  daher  aus  allem  diesem  den  Schluss  machen,  dass 
bei  allen  Entfernungen  des  Gegenstandes  der  ihnen  entsprechende 
wahre  Mittelpunkt  des  Auges  sehr  nahe  eine  unveränderliche  Lage 
behält  und  sich  nur  um  weniges  vor  dem  Mittelpunkte  der  Krümmung 
befnidel,  welche  der  V'orderfläcbe  der  Hornhaut  zugehört. 

Der  erstcre  Mittelpunkt,  der,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
die  Eigenschnft  hat,  dass  i^ich  alle  Linien  in  ihm  durchschneiden, 
wclclic   die  currespondirenden  Punkte  des  Gegenstandes  und    des 
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Bildes  suf  der  Xetzhant  mit  einander  verbinden,  wird,  zur  Unter- 
scheidnn^  von  dem  geometrischen  Mittelpunkte,  der  oplitche  Mitlel- 
puttkl  des  Auge*  genannt. 

Die  vorliergehenden  Resultate  setzen  voraus,  dass  bei  der  Be- 
trachtung eines  Ge;a;en8landes  keine  Bewehrung  des  Auges  stattfindet. 
Die  Erfahrung  lehrt  uns  jedoch,  dass  das  Auge  bei  unveränderter 
Lage  Neiner  Axe  nur  ein  sehr  kleines  Gesichtsfeld  deutlich  sieht, 
nnd  sich  daher  successiv  nach  den  verschiedenen  Punkten  des  Gegen- 
standes richtet,  welchen  es  betrachten  will.  Nehmen  wir  an,  dass 
dieses  bei  sämmtlichea  Funkten  desselben  geschiebt,  so  liegt  Jedesmal 
der  betrarbtete  Punkt  und  das  ihm  zugehörige  Bild  auf  der  Netzhaut 
in  der  Axe  des  Auges,  und  die  Richtungen,  welche  diese  nach  und 
nach  annimmt,  sind  die  Linien,  welche  die  betrachteten  Punkte  des 
Gegenstandes  mit  den  ihnen  entsprechenden  Bildern  auf  der  Netzhaut 
verbinden.  8ie  durchschneiden  sich  sammtlicb  in  demjenigen  Punkte, 
Dm  den  sich  das  Auge  dreht,  wenn  es  die  Richtung  seiner  Axe 
verändert. 

Da  das  Auge  mit  Ausnahme  der  kleinen  durch  die  Hornhaut 
hervorgebrachten  )<>habenheit  beinahe  eine  kugelförmige  Gestalt  hat 
und  in  der  zum  Tbeil  mit  Fett  ausgefüllten  Augenbölde  einge- 
schlossen ist,  so  kann  der  Umdrehungspunkt  desselben  nicht  viel 
von  seinem  geometrischen  Mittelpunkte  verschieden  seyu,  und  muss 
daher  um  etwas  mehr  als  die  halbe  äussere  Axe  des  Auges  vom 
Scheitel  der  Hornhaut  abstehen,  so  dass  diese  Entfernung  nach  dem 
Mittel  aus  den  angeführten  Messungen  von  Krause  etwas  grösser 
als  5;"38  anzunehmen  ist. 

Hiermit  stimmen  die  Beobachtungen  von  Volkmann  sehr  gut 
überein,  welche  sich  auf  den  erwähnten  l'mdrehungspunkl  -io  beziehen 
scheinen,  da  bei  denselben  von  dem  Bcobachler  zwei  verschiedene 
Punkte  pointirt  und  daher  wohl  ohne  Zweifel  die  Axe  des  Auges 
abwechselnd  nach  beiden  gerichtet  n'urde.  Sie  gaben  im  Mittel  ans 
den  Messungen  an  acht  Personen  die  Entfernung  Jenes  Punktes  vom 
Scheitel  der  Hornhaut  =  0','466  =  ö^"S9. 

Ausser  dem  Mittclimnkte  verändert  auch  der  Durchschnittspunkt 
der  einfallenden  Hauptstrahien  seine  Lage,  sobald  sich  das  Auge 
successiv  nach  den  lerscbiedenen  Punkten  des  Gegenstandes  richtet 
und  nur  diejenigen  Haujilstrahlen  berücksichtigt  werden,  welche  den 
auf  diese  Weise  helrachlelen  Punkten  zugehören.  Da  sich  nämlich 
die  letzteren  bei  der  Betrachtung  jedesmal  in  der  verlängerten  Axe 
des  Auges  befinden,  so  bildet  diese  in  ihren  verechie denen  Lagen 
die  Jenen  Punkten  entsprechenden  Hauptstrahlen ,  welche  «ich  daher 
ebenfalls  in  dem  Umdrehuogspunkte  des  Auges  durchschneiden,  so 
dass  in  diesem  Punkte  nicht  nur  der  Mittelpunkt,  nach  der  obigen 
Definilion,  sondern  aurh  der  Durchsebniltspiinkt  der  Haupistrahlcn 
zusammenfallen. 


^B     DefiniiioT 
^^1    Kusamme 
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Verbindung  des  Angea  mit  den  Insfnimenfen  der  zweiten  H 
Art,  wenn  sich  das  erstere  unveränderlich  in  der  Aaee  H 
derselben  befindet.  H 

6S3  In  ^TO.  60  wurden  die  optischen  Werkzengie  in  zwei  Classen  ^| 
getbeilt,  wovon  die  zweile  diejenigen  Instminenle  enlhält,  bei  denen 
die  Lichtstrahlen  nach  der  letzten  Brechung  iiniiiiltclhar  in  das  hinter 
dem  Instrumente  befindliche  Au^e  fallen.  Es  ist  daher  bei  den  Unter- 
suchMn;!;en  über  diese  Instrumente  nolhwendig;,  sie  in  Verbindung 
mit  dem  Aii^je  zu  betrachten. 

Um  mm  beide  von  einander  unterscheiden  zo  können,  werde 
ich  für  das  Instrument  die  bisherigen  Bczeichnimg'en  beibehalten, 
und  die  i"  brechende  Flache  als  die  letzte  des  Instrumentes  annehmen; 
bei  dem  Au^  dagegen  werde  ich  die  Grössen,  welche  sich  auf  das- 
selbe, als  ein  abgesondertes  System  von  brechenden  Flachen  be- 
trachtet, beziehen,  mit  denselben  Bnchstaben  wie  bei  dem  Instnimente 
bezeichnen,  und  sie  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  ich  bei  dem 
Index  die  römischen  Ziffern  statt  der  arabischen  und  den  Buchstaben  i 
statt  i  gebrauche,  wonach  die  Hornhaut  den  Index  I.  erhalt. 

Diess  vorausgesetzt  können  wir  untersuchen,  auf  welche  Weise 
die  Verbindimg  des  Auges  mit  dem  Instnimenle  statt  finden  kann. 
Wir  haben  in  der  vorhergehenden  Nummer  gesehen,  dass  sich 
die  einfallenden  Hauptstrahen  bei  blossem  unbewegtem  Auge  in  einem 
Punkte  der  Axe  schneiden,  welcher  ungefähr  1'"  hinter  der  Horn- 
haut liegt.  80II  nun  das  .Auge  durch  ein  Instrument  der  zweiten  Art 
so  gut  als  möglich  sehen,  so  müssen  die  Strahlen  nach  der  letzten 
Brechung  durch  das  Instrument  so  in  das  Auge  fallen,  als  wenn  sie 
von  einem  mit  blossem  Auge  betrachteten  Gegenstände  kamen. 
Nehmen  wir  daher  zuerst  an,  da.ss  das  Auge  seine  Stellung  unge- 
findert  beibehält  und  dass  die  Axen  des  Instrumentes  und  des  Auges 
in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  wird  die  angegebene  Bedingung 
erfüllt,  wenn  die  Hauptsirahlen  nach  der  letzten  Brecimng  durch 
das  Instrument  sich  in  demjenigen  Punkte  des  Auges  durchschneiden, 
in  welchem  sich  bei  blossem  unbewegtem  Auge  die  von  einem  Gegen- 
stande unmittelbar  in  dasselbe  fallenden  Haufilstrahlen  schneiden  würden. 
Nach  der  angenommenen  Bezeichnung  ist 
ji  die  Vereinigungsweite  der  Hauplstrahlen  nach  der  letzten  Brechung 

durch  das  Instrument, 
Ci  die  Vereinigungsweite  der  in  das  Auge  fallenden  Haupts! rnblen. 
beide  vor  den  correspondirenden   brechenden  Flachen   angenomiiicci. 
Nennen  wir  dalier 
d  dJc  Entfernung  der  Hornhaut  von  der  letzten  brechenden  Fläche 
des  Instrumentes, 

so  muss  „        „ 

d  =  ci  —  <f, (»5 

BCyn,  wenn  die  erwähnte  Bedingnng  erfüllt  werden  soll. 
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Nachdem  auf  diese  Weise  der  Ort  des  Au^s  bestimmt  ist, 

kännen  wir  die  EntferDung   desselben  von   dem   letzten   Uildc   des 

Instramcntes  berechnen.    Jenes  Bild  vertritt  bei  dem  Aii^e  die  Stelle 

lies  Gegenstandes ;  nach  der  angenommenen  Bezeichnung  sind  daher 

ffi  die  Entfernung  des  letzten  Bildes  im  Instrumente  von  der  f" 

brechenden  Flache, 
Cr  die  Entfernung  desselben  von  der  Hornhant, 
folglich 

c/  =  ffi  +  rf (bl 

Wegen  der  folgenden  Untersuchungen  ist  es  uöthig ,  diese  Ent~ 
fernung  von  dem  Diirchscbnitt.s|iunk(e  der  in  das   Auge  fallenden 
Haujitstrahlen  an  zu  zahlen,  dessen  Entfernung  von  der  Hornhaut 
mit  ci  bezeichnet  wurde. 
Nennen  wir  daher 
Cc)j  die  Entfernung   des   letzten  Bildes   im  Instrumente   Aon   dem 
Durchschnittspunktc  der  in  das  Auge  fallenden  llauplslrahlen. 
ror  dem.selben  angenommen, 
80  ist,  weil  ci  und  ci  nach  einerlei  Bichtung  liegen, 
(c)j  =  et  —  Ci 
Die  Formeln  (a)  tmd  Chi)  geben  aber 

Ci  —  Ci  =  ffi  —  (?, 

folglich 

(c)i  =  ci  —  ct  =  g.  —  g, (rt 

wonach  (r)i  vermittelst  der  Formeln  von  Xro.  56  berechnet  werden  kann. 

Den  Halbmesser  rj  des  aus  dem  Instrumente  gehenden  Strahlen- 
bündels, an  der  Stelle,  wo  die  Uauptstrahlen  die  Aite  durchschneiden, 
erhält  man  aus  der  ersten  Formel  Cp)  von  Nro.  89,  wenn  man  dario 

Bi  =9, 
setzt.    Diess  giebt 


<S^) 


I 


WJ" "" 

Dagegen  würde  der  Halbmesser  ?  des  in  das  blosse  Ange 
fallenden  Strahlenbündels  an  derselben  Stelle  nach  (d)  der  vorher- 
gehenden Nummer  den  folgenden  Werth  erhalten : 

e  =  -^  ff (e» 

wonach  eine  Relation  zwischen  Ä,  und  e  oder  Ci  statt  findet. 

Bei  dem  Gebrauche  dieser  Formel  müssen  wir  jedoch  zwei  Eälle 
Duterscheiden ,  je  nachdem  nämlich  im  Instrumente  eine  Hauptblcndung 
angebracht  ist  oder  nicht. 


r 
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Im  ersten  Falle  bestimmt  die  Hauptblemlunff  die  La^e  »1er 
Haiiptslratilen  im  Instrumente  und  g,  kann  vermittelst  der  in  Xro.  51 
gegebenen  Formeln  berechnet  werden.  Da  ausserdem  c,  nach  der 
vorhergehenden  Nrimmer  eine  gegebene  Grösse  ist,  so  dient  die 
Formel  (.&)  dazu,  d  oder  die  Entfernung  des  Auges  vom  Instrumente 
zu  berechnen. 

Ist  ferner  ?  gleich  oder  grösser  als  Ti,  so  können  alle  aus  dem 
Instrumente  gehende  Strahlen  ihren  Weg  ungehindert  durch  die  Pnpille 
des  Auges  fortsetzen,  und  JB,  behalt  den  Werth,  welchen  es  nach 
der  Oeffnung  der  Ilauptbleudung  hat.  Ist  dagegen  e  kleiner  als  f,, 
so  wird  ein  Theil  jener  Strahlen  durch  die  Blendung  im  Auge  auf- 
gefangen und  daher  unwirksam.  Um  alsdann  denjenigen  Theil  der 
Strahlen  zu  bestimmen,  welcher  in  das  Auge  gelangt,  muss  man 
!•,  =^  ^  geizen  und  daraus  A,  berechnen.  Diessgiehl  den  Halbmesser 
des  wirksamen,  in  das  Instrument  fallenden  Strahlenkegels 

...    10 

Alle  Strahlen,  welche  in  grösseren  Entfernungen  vom  Haupt- 
strahle in  das  Instrument  fallen,  werden  von  der  Blendimg  an 
Auge  aufgefangen  und  brauchen  daher  nicht  berücksichtigt  zu  werden. 

Im  zweiten  Falle,  wo  keine  Haiiptblendung  im  Instrumente 
angebracht  ist,  hat  dieses  eine  grössere  Oeffnung,  als  dass  alle  iq 
dasselbe  fallende  Strahlen  durch  die  Pupille  gehen  können;  die  Lage 
der  Hauptstrnhlen  hangt  daher  von  der  Stellung  des  Auges  ab  und 
die  vorhergehenden  Gleichungen  dienen  dazu,  diejenigen  Constanlen 
zu  bestimmen,  welche  sich  auf  Jene  Lage  beziehen,  wenn  dieses 
nicht  auf  andere  Weise  geschieht.  In  dcrThat  ist  alsdann  die  Ent- 
fernung des  Auges  vom  Instrumente  entweder  der  Willkühr  über- 
lassen und  muss  durch  andere  Rücksichten  bestimmt  werden,  oder 
sie  ist  als  eine  gegebene  Grösse  zu  betrachten. 

Findet  das  Ersterc  statt,  so  wird  durch  jene  Rücksichten,  wie 
'  in  der  Folge  sehen   werden,   gewöhnlieh  A,  bestimmt,   worauf 

A"t  und  dann  -7-  vcräiidelst  (<])  von  Nro.  4  und  (m)  von  Nro.  51  be- 

Si 
rechnet  werden  können,   daher  die  vorhergehenden  Formeln  auch  in 
diesem  Falle  Anwendung  linden. 

Ist  dagegen  die  Entfernung  d  des  Auges  vom  Instrumente  un- 
mittelbar gegeben,  so  erhalt  mnn.  da  Ci  ebenfalls  bekannt  ist.  ^er- 
uitielst  der  Gleichung  (a)  die  Vereinigungsweile  der  Hnuplstrahlen 
nach  der  letzten  Brechung  durch  das  Instrument,  nämlich 

g,  =  ci~d (g)  ^ 

Ans  der  Vereinigungsweite  gi  können  sowohl  die  Constnnte  Ä",, 
von  welcher  die  Lage  der  Hauptstrahlen  abhängt,  «Is  die  daraus  ab- 
geleiteten Conslanten  /i„  auf  verschiedene  Weise  gefunden  werden. 


I 
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Bererlinet  man  iiämlicli  zuerst  die  sammtliehen  Vereinigunffs- 
weiten  der  allgemeinen  Strahlen  und  der  Ilauptslralilen  iiat'Ii  einer 
der  Methoden,  welche  in  \ro.  40,  46  und  51  angeiffeben  sind,  indem 
man  von  den  bekannten  Werlhen  von  c,  und  g,  ausgeht,  so  findet 
man  vermöge  tq)  von  Nro.  51  die  sammtllchen  K  durch  den  Ausdruck 

worin  man  dem  Index  m  nach  und  nach  alle  Werthe  von  1  bis  i 
geben  muss. 

Man  kann  aber  auch  vermittelst  (h)  nur  die  Grijsse  K.  berechnen, 
indem  man  darin  i  statt  »i  setzt,  wodurch 

"'  =  —r-, TN— lO 


erhalten  wird.  Die  vorlierg^ehendcn  K  giebt  iiiemur  die  zweite  Formel 
<h)  von  Nro.  54,  nämlich 


A—  = 


-  K. 


(k) 


I 


g^-x  c„ 

wenn  man  dem  Index  »i  nach  und  nach  alle  Werthe  von  t  bis  2  beilegt. 
Eine  dritte  Methode  besteht  darin,  dass  man  zuerst  nur  die 
Yereinigungswerten  der  allgemeinen  Strahlen,  und  dann  aus  diesen 
und  dem  bekannten  Werthe  von  g^  die  Grösse  K,  vermittel.'it  der 
Formel  (i)  berechnet.  Alsdann  folgt  aus  f q)  von  Nro.  4,  durch  Ver- 
Trectuelung  des  dortigen  i  und  m  mit  m.  und  n: 


,  K  ri^. 


Endlich  muss  der  Halbmesser  des  wirksamen ,  in  das  Instrument 
fallenden  Strahlenkegels  hier  ebenfalls  nach  der  F'ormel  (fl  berechnet 
werden. 

Da  übrigens  nach  der  Annahme  die  Axen  des  Instrumentes 
und  des  Auges  in  eine  und  dieselbe  gerade  Linie  fallen,  so  können 
beide  zusainuiengenommen  als  ein  System  von  sphärischen  brechenden 
Flachen  betrachtet  werden,  worauf  die  für  ein  solches  System  ge- 
fundenen Formeln  anwendbar  sind,  wenn  man  sie  auf  sammtliche 
Flachen  im  Instrumente  und  Auge  ausdehnt. 

Zwischen  den  Grössen,  weiche  sich  auf  dieses  aus  dem  Inslru- 
nenle  und  Auge  zusammengesetzte  System  und  auf  jedes  von  beiden 
besonders  beziehen,   finden  einige  Relationen  stall,  deren  Kennlnist 


uns  for  die  Folge  nfitslich  seyn  wird.  Um  sie  au  finden^  behalte  ich 
für,  das  Instrument  und  das  Auge,  abgesondert  berechnet,  die  bis^ 
herigen  Bezeichnungen  bei ,  gebe  dagegen  den  Grössen ,  die  sidi 
auf  beide,  als  ein  zusammengehöriges  System  betrachtet,  beziehen, 
einen  durch  das  ganze  8ystem  fertlaofenden  Index,  wonach  die  Be-^ 
Zeichnung  bei  den  zum  Instrumente  gehörigen  Flächen  ungeandert 
bleibt,  die  i^  Fläche  des  Auges  dagegen  den  Index  (t-f  0  erhält. 
Drücken  wir  daher  die  Grössen,  welche  sich  auf  das  zusammen- 
gesetzte System  beziehen^  durch  solche  Grössen  aus,  welche  dem 
^  Instrumente  oder  dem  Auge  abgesondert  zugehoren,  so  ist 

^iü^Ci    \         ^ 

^ift  =  ffi    \ 

Ebenso  verhält  es  sich  bei  allen  ähnlichen  Grössen;  in  Ansehung 
der  Entfernungen  der  brechenden  f'lächen  M)n  einander  ist  jedoch 
eine  Bemerkung  nothwendig.  Oben  wurde  nünüich  die  Entfernung 
der  HOmhant  von  der  letzten  brechenden  Fläche  des  Instrumentes 
mit  d  bezeichnet.  Diese  Entfernung  kommt  weder  bei  dem  Instrn-^ 
mente,  noch  bei  dem  Auge  vor,  wenn  dieselben  abgesondert  berechnet 
werden.  Sieht  man  dagegen  beide  als  ein  zusammengehöriges  System 
an,  so  folgt  d  auf  die  t^  brechende  Fläche  nnd  muss  daher  den 
Index  i  eriiäheii.  Die  darauf  folgenden  d  bleiben  bei  der  Ullgemehieti 
Regel.    Hiertiach  ist 

di  si^  d       l 


Zur  Bestimmung  von  im  und  Fi^i  müsaen  wir  4ie  in  <I)  v^i 
Nro.  4  gegebenen  Ausdrücke  dieser  Grössen  zu  Hülfe  nehmen. 
Wenden  wir  den  ersten  derselben  auf  das  zusammengesetzte  System, 
sodann  auf  das  Instrument  und  das  Ai^e  abgesondert  an,  so  er- 
lialten  wir 

rifi  =  Hx    ,  •  .  m  Hl  •  Hl  •  •  •  •  Ui 
V't  "^^  W|   •  •  •  •  fl| 
p{  c=   Hj  •  •  .  •  7t{ 

folglich 

nfi  =^  Vi  Pi (o) 

Auf  ähnliche  Weise  giebt  der  zweite  der  allegirten  Ausdrücke 


.  • 


c. 


•  • 


%  • 


^. 


Vi  ^Si  "  • 


'  9i-\  9\  9i  '  •  •  '  9i-i 


fdglidi 


€7//  •    •    .    •    C7| 
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Wenn  in  dem  Instnimente  entweder  keine  Haiiptblendims:  vor- 
handen oder  ihr  Durchmesser  grösser  ist,  al«  dass  sämmtliche 
dureh  sie  gehende  Strahlen  anch  durch  die  PupiJle  des  Au^es  ge- 
lassen werdeii7  »0  vertritt  die  letztere  die  tStelle  der  Hauplblendiing. 
Die  Rechnung  kann  als^Iann  auf  zweierlei  Wei-se  geführt  werden. 

Wenden  wir  uamlich  die  allgomeinen  F'ormeln  auf  diesen  Fall 
an,  so  müssen  wir 

ft  =  eit/  =  ti  \  ^' 

sefzen,  weil  die  als  Hauptblendnng  betrachtete  Papille  hinter  der 
Hornhaut  steht,  welche  die  /'•  FISche  des  Auges  und  die  (i  +  'J" 
Fläehe  des  ztiMUiinengeuetxten  Systems  ist. 

Hierdurch  werden  jedoch  die  Grössen ,  welche  sich  anf  das  In- 
strument beziehen,  von  denen  des  Auges  abhängig.  Um  dieses  zu 
Bmgehea,  dürfen  wir  nur  au  derjenigen  Htelle,  wo  die  aus  dem  In- 
atrumente in  das  Auge  fallenden  Haup(.<>tralileu  sich  schneiden,  eine 
Blendung  »ngcbracht  denken,  welche  den  Halbmesser  i  hat,  und 
dieselbe  als  Hauplblendung  ansehen.  Dass  der  Uurchnchnittspunkt 
jener  Hauptsiralilen  ein  eingebildeter  ist,  Ihut  zur  Sache  nichts,  da 
der  Zweck  dieser  Annahme  nur  ist,  die  Lage  der  Strahlen  zu  be- 
atimmen,  welches  ebensogut  durch  ihre  Vcriüngerungen ,  als  durch 
die  wirklich  zu  Stande  kommenden  Strahlen  geschehen  kann.  Da 
hiernach  die  eingebildete  Hauptbleudung  hinter  der  t^*  Fläche  des 
Instrumentes  liegt,  so  ist 

<>=i^--9^\ (,j 

Vermittelst  dieser  Werthe  verwandeln  sich  die  allgemeinen 
Formeln  zur  Berechnung  von«,  und  ff„  in  diejenigen,  welche  oben 
gefunden  und  mit  (f),  (.ij,  OO  und  CU  bezeichnet  wurden. 

Verbindung  des  Auges  mit  den  Instrumenten,  wenn  die  Axe 
des  ersteren  jedesmal  nach  dem  Haupfstrakle  gerichtet  ist. 

63^  Die  in  der  vorhergehenden  Nummer  gemachte  Voraus- 
aetzung,  dass  sich  das  Auge  bei  dem  Gebrauche  optischer  Instru- 
mente nnveranderlich  in  der  Axe  derselben  befindet,  ist,  strenge 
genommen,  nicht  diejenige,  welche  der  Xatur  entspricht.  Die  Er- 
fahrung zeigt  nämlich,  wie  wir  bereits  in  Nro.  61  bemerkt  haben, 
dass  das  Auge  bei  unveränderter  Lage  seiner  Axe  nnr  ein  sehr  kleines 
Gesichtsfeld  deutlich  sieht  und  sich  daher  snrcessiv  nach  den  ver- 
schiedenen Punkten  eines  Gegenstandes  richtet,  welchen  es  betrarhteo 
will.  Man  wird  daher  richtigere  Resultate  erhalten,  wenn  man  an- 
nimmt,  dffss  das  Auge  bei  üi-ni  Oebrauche  optischer  Werkzeuge 
Bwar  in  einerlei  Eolfernuag  von  der  letzten  brechenden  Flaehe  bleibt, 
dagegen  bei  lletrachtung  eines  jeden  Punktes  des  Gesichtsfeldes  seine 


MS 
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'chenden     ^| 
Aende-      ■ 


A\e  so  richtet;  •!»!;<<  sie  mil  dem,  jenem  Pnnkte  entsprechenden 
Haupt.slralile  /.usanimenfalll.  Untersuchen  wir  ilnher,  welche 
rungen  diese  Hypothese  in  den  vorhergehenden  ResuKateu  Li'rvorbringl. 
Wir  haben  nm  angeführten  Orte  gesehen,  dass  sich  das  Auge 
tiRi  eilten  etwas  mehr  als  5  Linien  hinter  der  Hornhaut  liegendes 
Punkt  dreht,  wenn  seine  Axe  eine  veränderte  Richtung  anniramt. 
Für  diejenige  Lage  des  Auges,  in  welcher  seine  Axe  mit  der  Axe 
des  Instrumentes  zusammenfallt,  bezeichne  ich  nun  mit 

o  die  auf  der  Axe  gemessene  Entfernung  des  Umdrehungspunktes 
von  der  Hornhaut,  vor  derselben  angenommen. 
Soll  jetzt  das  Auge  in  eine  solche  Lage  gebracht  werden,  dnss 
seine  Axe  nach  dem  Hauptstrahle  gerichtet  ist,  welcher  mit  der  Axe 
des  Instrnmentes  den  Winkel  a-,  macht,  so  mus«  es  sieh  um  den  an- 
gegebenen Punkt  so  weit  drehen,  dass  die  neue  Lage  seiner  Axe 
mit  der  ursprünglichen  denselben  Winkel  a,  einschliesst.  Hierdurch 
beschreibt  der  Scheitel  der  Hornhaut  einen  Kreisbogen,  dem  jener 
Winkel  am  Mittelpunkte  zugehört  und  dessen  Halbmesser  o  ist  Die 
parallel  mit  der  Axe  des  Instrumentes  gemessene  Entfernung  jenes 
Scheitels  von  der  letzten  brechenden  Fläche  des  Instrumentes,  welclie 
anfänglich  d  war,  erleidet  daher  eine  Veränderung,    \ennen  wir 

(rf)  den  durch  die  Umdrehung  des  Auges  veränderten  Werth  von  rf, 
so  ist 

(d)  =  d  —  0  (l  —  CO«  aj 

Druckt  man  (I  —  cosä,')  durch  tffn;  aus    und    vemachlässigt 
die  Potenzen,  welche  die  zweite  übersteigen,  so  ist 


folglich 


Crf)  = 


o  t9*«> 


W 


Da  Ifftoi  der  Grösse  i^,  proportional  ist  und  die  Potenzen  der 
letzteren  in  den  Gliedern  der  ersten  Ordnung  vernachlässigt  werden, 
so  fallt  das  zweite  Glied  hier  weg  und  die  Folge  wird  zeigen,  dass 
es  unter  diejenigen  gehört,  welche  selbst  bei  den  höheren  Ordnungen 
nicht  beibehalten  werden.  Hiernach  ist  die  Entfernung  des  Scheitels 
der  Hornhaut  von  der  letzten  brechenden  Fläche  des  Instrumentes 
bei  allen  Lagen  des  Aages  =  d,  mithin  unveränderlich. 

Die  Umdrehung  des  Auges  ist  jedoch  nicht  immer  hinreichend, 
um  die  Richtung  desselben  nach  dem  Hauptslrshle  zu  bewirken,  und 
CS  müssen  hierbei  eben  so  wie  bei  der  vorhergehenden  Untersuchung 
die  beiden  Fälle  unterschieden  werden,  je  nachdem  im  Instrumente 
eine  Hauptblendung  angebracht  ist  oder  nicht.  Im  ersleren  Falle 
ist  die  Lage  des  Itauptstrahles  durch  die  Hnuptblendung  des  Instru- 
mentes vollkommen  bestimmt.     Die  Umdrehung  des  Auges  bewirkt 


I 


nstru-       ■ 
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aber  weiter  niclils,  als  dass  seine  Axe  eine  parallele  Lage  mit  dem 
Ilauptstrahle  erhall,  oiine  mit  ihm  zusammen  zu  fallen;  soll  daher 
dieses  geschehen,  so  muss  das  Auge  ausser  der  Umdrehung  noch 
eine  kleine  fortschreitente  Bewegung  in  einer  auf  der  Axe  des  In- 
strumentes senkrecht  stehenden  Ebene  und,  mit  Berücksichligung 
der  Glieder  von  höheren  Ordnungen,  auch  noch  eine  zweite  parallel 
mit  der  Axe  den  Instrumentes  marhen,  damit  der  Diirchschnittspunkt 
der  iu  das  Auge  fallenden  Hsuptstrahlen,  welcher  durch  die  Umdrehung 
verrückt  wurde,  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückkehrt. 
Alsdann  erhält  das  Auge  die  iSlrahlen  auf  dieselbe  Weise,  wie  es 
geschehen  würde,  wenn  es  ohne  Gebrauch  eines  Instrumentes  nach 
einem  Punkte  des  Gegenstandes  gerichtet  wäre.  Die  durch  die 
Formel  (a>  der  vorhergehenden  Xummer  bestimmte  Entfernung  des 
Auges  vom  Instrumente  ist  daher  auch  hier  die  vortheilhafteste,  und 
die  daraus  abgeleitete  Formel  (c>  bleibt  ungeändert. 

Was  den  Werth  von  Bi  betrifft,  welcher  gebraucht  werden  muss, 
wenn  die  Hauptblendung  des  Instrumentes  eine  grüsscre  Oeffnung 
hatj  als  dass  die  durch  dieselbe  gehenden  Strahlen  zugleich  durch 
die  Pupille  des  Auges  gelassen  werden,  so  könuen  wir  uns  leicht 
überzeugen,  dass  die  in  (0  der  vorhergehenden  Nummer  gefundene 
Formel  zur  Berechnung  dieses  \VerlIit%j  auch  im  vorliegenden  Falle 
anwendbar  ist.  Da  nämlich  die  Stelle,  an  welcher  die  aus  dem  In- 
strumente gehenden  Mauptstrahlea  sowohl,  al^  die  bei  unverändertem 
Auge  in  dasselbe  fallenden,  sich  durchschneiden,  nach  der  Bewegung 
des  Auges  ungeändert  bleibt,  so  sind  die  daselbst  in  (d)  und  (e) 
erhaltenen  Werthe  von  r.  und  «  hier  ebenfalls  richtig.  Lagen  nim 
diese  beiden  Halbmesser  in  einer  und  derselben  Ebene,  so  konnten 
ihre  Werthe  unmittelbar  einander  gleich  gesetzt  werden ;  die  Ebene, 
in  welcher  sich  r-,  befindet,  steht  aber  senkrecht  auf  der  Axe  des 
Instrumentes,  diejenige  dagegen,  in  welcher  f  hegt,  seidirecht  auf 
der  Axe  des  Auges.  Der  Winkel  zwischen  beiden  Ebenen  ist  daher 
=  Oi  und  es  würden,  wenn  man  einen  jener  Halbmesser  auf  die 
Ebene  des  andern  reducirte.  Glieder  von  der  Ordnung  tg''a:  ent- 
stehen. Da  aber  solche  Glieder  bei  der  gegenwärtigen  Lintersachang, 
wo  bloss  von  denen  der  ersten  Ordnung  die  Rede  ist,  veruüchiässigt 
werden,  so  ist  es  gestattet,  die  in  (d)  und  (e)  erhaltenen  Werthe 
amniltclbar  einander  j;leich  zu  setzen,  wodurch  die  Formel  (fj  ent- 
steht, welche  daher  hier  ebenfalls  gebraucht  werden  kann. 

Im  zweiten  Falle,  wo  keine  Hauptblcnditng  im  Instrumente 
vorhanden  ist,  wird  das  Auge  durch  nichts  veranlasst,  ausser 
der  Umdrehung  auch  noch  eine  fortschreitende  Bewegung  in  einer 
auf  der  Axe  des  Instrumentes  senkrecht  stehenden  Ebene  oder  parallel 
mit  der  Axe  vorzunehmen ;  eine  solche  Bewegung  ist  sogar  unmöglich, 
wenn  das  Instrument  fest  mit  dem  Kopfe  verbunden  ist.  wie  diess 
bei  den  Brillen  stattfindet.    .iJsdann  ist  in  jeder  Lage  des  Augei^ 
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derjenige  Strahl  der  Hauptstrahl,  welcher  mit  der  Ase  des  Ao^es    H 
zusammenrällt.    Da  sich  nnn  dasselbe  bloss  um  seinen  Umdrehanes-     ■ 


■ 
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zusammenrällt.  Da  sich  nnn  dasselbe  bloss  um  seinen  Umdrehangs- 
pnnkt  dreht,  wenn  es  nich  nach  den  verschiedenen  Hauptstrahlen 
richtet,  da  ferner  die  Lage  der  letzteren  allein  durch  das  Augre  be- 
stimmt wird,  80  folgt  hieraas,  dass  sich  in  diesem  Falle  alle  in  das 
Auge  fallende  Hauptstrahlen  in  seinem  Umdreliungspunkte  schneiden, 
insofern  bei  den  verschiedenen  Lagen  des  Auges  jedesmal  nar  der- 
jenige berücksichtigt  wird^  der  mit  seiner  Axe  zusammenfallt,  sowi« 
wir  es  bereits  am  Ende  von  Nro.  61  bemerkt  haben. 

In  Jen  Formeln  (c),  (g),  (h)  und  (i)  der  vorhergehenden  Xummer 
bezeichneten  g,  und  C;  die  Entfernungen  des  Durchschnitt8|iunktes 
der  in  das  Auge  fallenden  Hauptstrahlcn  vwn  der  letzten  brecbendea 
Fläche  des  Instrumentes  und  von  der  Hornhaut:  da  also  im  vor- 
liegenden Falle  dieser  Durchschnittspunkt  mit  dem  Umdrehungspunkte 
des  Auges  zusammenfallt,  so  sind  jene  Grössen  nunmehr  die  Ent- 
fernungen des  Umdrehnngspunktes  von  der  letzten  brechenden  Flache 
des  Instrumentes  und  von  der  Hornhaut.  Die  übrigen  g,„  und  e„ 
werden  alsdann  vermittelst  der  Formeln  von  \ro.  51  erhallen,  indem 
man  von  dem  als  bekannt  angenommenen  Werthe  \on  g.  ausgeht. 

Um  den  Halbmesser  fl,  des  in  das  Instrument  fallenden  StraWen- 
bündels  zu  finden,  miis»%n  wir  bemerken ,  dass  die  Formeln  (d)  ne«! 
(e)  der  vorhergehenden  Xummer  die  Halbmesser  r-,  und  e  an  der- 
jenigen Stelle  angeben,  wo  sich  die  in  das  Auge  fallenden  Haupt- 
strahlen durchschneiden  würden,  wenn  dasselbe  seine  Lage  ungehindert 
beibehielte.  Bei  der  Umdrehtmg  desAnges  beschreibt  dieser  Durch- 
schnittspunkt zwar  einen  Kreisbogen,  seine  Entfernung  von  der 
letzten  brechenden  Flache  des  Instrumentes  wird  aber  hierdurch 
nach  dtMnjenigen ,  was  oben  in  Bezug  auf  d  gezeigt  wurde ,  nur  um 
eine  zu  vernachlässigende  Grösse  der  zweiten  Ordnung  geindert, 
so  dass  sie  als  unverjinderlich  angenommen  werden  kann.  Da  nun 
die  allegirten  Formeln  bloss  von  der  Entfernung  der  Stelle,  an  welcher 
die  Halbmesser  bestimmt  werden  sollen,  und  keineswegs  von  der 
Lage  der  Hauptstrahlen  abhängen,  so  sind  sie  auch  hier  anwendbar^ 
Schliessen  wir  nun  auf  ahnliche  Weise,  wie  im  vorhergehenden 
Falle,  so  erhalten  wir  das  Resultat,  dass  wir  die  Werthe  von  n  ond  e 
ebenso  wie  dort  einiinder  gleich  setzen,  mithin  R^  nach  der  FnruieJ 
[0  der  vorhergehenden  Nummer  berechnen  können.  Nur  dürfen  in 
derselben  g,  und  c;  nicht  auf  den  Umdrehungspnnkt  des  Auges  be- 
zogen werden,  so  wie  c»  bei  den  Formeln  tOi  fg);  t'O  und  (i) 
geschehen  ist;  vielmehr  bezeichnen  jene  GrÜssen  die  von  der  letzten 
brechenden  Flache  des  Instrumentes  und  von  der  Hornhaut  an  ge- 
zählten Entfernung^'n  desjenigen  l'unktes,  in  wekhem  sich  die  is 
das  Ange  fallenden  Hauplstrahlen  durchschneiden  ^lürden,  wenn 
dasselbe  seine  Lage  ungetiiidert  beibehielte. 
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Id  manclien  Fällen  isl  es  der  Deiitiiclikeit  wegen  niclit  möfflicli, 
dem  lustrunieiite  au  der  IStelle,  wo  »ich  das  Auge  befindet,  eine  su 
grofiBO  Ueffnan^  zu  geben,  hIs  es  Dach  der  Oeffnun^  der  Pupille  und 
wegen  der  oben  erwähnlen  Hiudrehung  des  Auges  errurderUrh  wäre. 
Ks  ist  alsdann  noihwendig.  vor  das  Auge  eine  DIendiuig  vor  ge- 
ringerer OelTniing  ku  stellen,  welche  als  die  im  Instrumente  ange- 
brachte Haii|itblendiing  zu  betrachten  ist,  daher  die  Tür  diesen  Fall 
oben  eutwickelleu  Formelit  hier  Auueudung  linden. 

Ver^riisserunff. 

M}  Dio  meisten  optischen  Instnuneate  sind  dazu  bcfiliniut,  die 
Gegenstände  vergrössert  darzustellen;  es  ist  daher  von  Wiciitigkett, 
die  Vergrösserung  bererlnieu  zu  käuneu,  welche  durch  ein  Inslru- 
tneut  hervorgebracht  wird. 

Beschäftigen  wir  uns  zuerst  mit  den  Instrumenten  der  ersten 
Art,  bei  welchen  von  dem  Gegenstande  ein  wirkliches  Bild  auf  der 
Projectionsebene  entworfen  wird,  und  vergleichen  wir  die  Grösse 
dieses  Bildes  mit  der  Grösse  des  Gegenstandes.  Wir  haben  bereits 
in  Nro.  47  gesehen,  dass  das  Bild  ohne  Rücksicht  auf  die  Ab- 
weichungen dem  Gegenstande  ühniich  isl;  zu  jener  Vergleichung 
reidit  es  daher  hin,  zwei  corrcspondirende  Linien  in  beiden  zu  be- 
stimmen, wozu  wir  die  zusammengehörigen  Ordinalen  eines  beliebigen 
Punktes  des  Gegenstandes  und  des  Bildes  wählen  wollen.  \aeh  i  b) 
und  (c>  der  allegirten  Nummer  ist  die  Urdinale  eines  Punktes  des 
Gegenstandes 

y  =  c,  »p, (al 

'  dto  Ordinate  des  dazu  gehöriges  Bildes  dage^n 

w,  =  ^'  ^'  (bl 

'  9,    •  ■  'ilClMtfi  ■JJiKiii'i 

Nennt  man  nun  \ 

,'  diejenige  Zahl,  welche  ausdruckt,  wie  vielmal  grösser  das  Bild 

als  der  Gegenstand  ist,  und  welche  die  abtoluie  YeryiÖmeruny 

genannt  werden  kann, 
«0   wird   diese   Z.'ihl   durch   die   Division  von  y   in  y,   erliallen.     Die 
Torhergehenden  Ausdrücke  von  y  und  y,  geben  daher 

.,„       r..=lU.X^    ..    .: te, 

In  manchen  Fällen  ist  es  jedoch  zweckmassig,  die  Vergrösserung 
bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art  nicht  allein  nach  der  absoluten 
Vergrösserung  des  Bildes  oder  nach  der  Zahl  rf  zu  schätzen.  Wenn 
Dämlich  das  Auge  das  von  dem  Instrumente  entworfene  Bild  in  einer 
anderen  Knlfcinung  betrachtet,  als  es  den  Gegenstand  ohne  den 
Cebraucb  des  luslruueutes  betrtM:hten  würdej  so  hat  diese  vcrschie- 


r 


pCkftrs  kapitrl. 
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dene  Entfernung  EinHuss  auf  die  scheinbare  Grösse  von  beiden. 
entstellt  daher  die  Frage,   wie  die  Verg;rösserunja;  bestimmt  werden 
kann,   wenn  sie  nirht  nach  der  abitoluten  Grösse  des  Gegenstandes 
und  des  Bildes,  sondern  nach  der  scheinbaren  Grösse  derselben  ge- 
schätzt wird.    Zu  diesem  Ende  seyen 
(c),   die  Entfernung,   in   welcher  das  Ange  den  Gegenstand  ohne 

Instrument  betrachten  würde, 
(cjj  die  Entfernung,  in  welcher  das  Auge  das  von  dem  Instrumente 
entworfene  Bild  betrachtet,  beide  von  dem  Durclisehuitls|iunkte 
der  in  das  Auge  fallenden  Haupistrahlen  an  gezahlt, 
ri  die  Zahl,  welche  ausdruckt,  wievielmal  grösser  das  Bild  dein 
Auge  erscheint,   als  der  Gegenstand,  und  welche  die  tchein- 
bare  Vergrösserung  genannt  werden  kann. 
Denken  wir  uns  nun  an  der  Stelle  des  Gegenstandes  einen  ihm 
ähnlichen.  Timal  vergrösserten  Gegenstand,  welcher  mit  jenem  eine 
parallele  Lage  hat  und  mit  blossem  Auge  in  der  Entfernung  (c), 
betrachtet  wird;  nennen  wir  ferner 
(j<0  und  Ct/)  die  Polarcoordinaten  eines  beliebigen  Punktes  dieses 

hypothetischen  Gegenstandes, 
(ia3  den  fl'inkel,   welchen  der  von  dem  Endpunkte   der   Polarordi- 
nate (jr)  in  das  Auge  fallende  Hauptstrahl  mit  der  Axe  macht, 
if^,  i/i  und  ((a),  dieselben  Grössen  in  Bezug  auf  das  von  dem  Instru- 
mente entworfene  Bild, 
so  ist  für  den  hypothetischen  Gegenstand 
(jf)  =  u- j  =  p,  c,  f  1 

^    ty]    _  P,  c,  ^,     \ (.d) 


tgia-)  '- 


Für  das  von  dem  Instrumente  entworfene  Bild  dagegen  ist 


t3ia\  : 


v>  g^  <{>, 


(ej 


ich  Vi   (.C)i 

Soll  das  von  dem  Instrumente  entworfene  Bild  dem  Auge  ebenso 
erscheinen,  wie  der  hypothetische  Gegenstand,  so  müssen  die  von 
den  rorrespondifcnden  Punkten  derselben  ausgehenden  Hauptstrahlea 
nach  einerlei  Richtungen  in  das  Auge  fallen,  wodurch  die  Gleichungen 
entstehen 

C^)  =  Vi 
/?fc)  =  igi^). 

Die  erste  derselben  wird  wegen  der  Aehnlichkeit  des  hypo- 
thetischen Gegenstandes  mit  dem  wirklichen  und  mit  dem  Bilde  nnd 
wegen  ihrer  ahnlichen  Lage  von  selbst  erfüllt  Die  zweite  Gleichung 
dient  zur  Bestimmung  von  P;.    Substituirt  man  nämlich  darin  statt 
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fg(iDt   iiml  fff(a)i   die   in  (d)  und   le)  gefundenen  Wertlie,   sn  folgt 
daraus  die  si'lieinbare  V'ergrösserung 
^_    V,  ff.  (c\ 

V;  C,    iOl         '  

ferner  durch  die  Vt'rgleichun;2:  dieser  Formel  mit  tc) 


(t> 


(c), 


fg> 

Bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art,  bei  welchen  die  Strahlen 
narh  der  letzten  Breoiinng  unmittelbar  in  das  hinter  denselben  be- 
fuidliche  Auge  fallen,  müssen  wir  zur  Bestimmung  der  Vergrijsserung 
die  Lage  der  aus  dem  Instrumente  gehenden  Jlauptstrahlen  mit  der 
Lage  derjenigen  vergleichen,  welche  dem  h>jiothetiMehen  Gegen- 
stande zugehören,  indem  hier  bloss  von  der  »che inbaren  Tergrässe- 
rung  die  Rede  seyn  knnn. 

Nach  der  friiher  gebrauchten  Bezeichnung  ist 
a,  der  Winkel,  welchen  der  Hauptstrahl  nach  der  letzten  Brechung 

durch  das  Instrument  mit  der  Axe  macht, 
\ii  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Hauptslrahles  mit  der  durch 
die  A\e  des  laslrumentes  und  den  Ursprung  der  {if,)  gelegten 
Ebene  macht. 

Der  erstere  Winkel  ist  durch  die  Gleichung  Ck)  von  Nro.  53 
gegeben,  nämlich 


V'f 


(•^ 


Für  den  hypolhetischen  Gegenstand  haben  wir  dagegen  in  (dj 


Sollen  mm  die  Haupfstrahlen  nach  der  letzten  Brechung  ebenso 
in  das   Auge   fallen,   als   wenn  sie  von  dem  hypothetischen  Gegen- 
stände ausgiengen,  so  muss,  wie  in  dem  vorhergehenden  Falle, 
(^j  =  ^■, 
(9(0)  =  fga, 
-  seyn. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  wird  von  selbst  erfüllt;  die  zweite 
giebt,  wenn  man  statt  lg(a\  und  Igen  die  vorhergehenden  Wertlie 
substituirt,  die  scheiubare  Vergrösserung : 

_   IC),  tga,  _  r.  (c^^    r.         X:  K.~\  _  ] 


j  y.g.9. 
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»idbslituirt  werden  können. 

Hierbei  müssen  wir  bemerken,  dass  der  in  (0  für  die  Instni- 
mentc  der  ersten  Art  g^efundene  Aosdruck  der  scheinbaren  Ver- 
g:rö.S9erung  alle  Falle  in  »ich  bCiffreift.  Setzt  man  nämlieh  in  dem- 
selben zuerst  (cti  ^  (c^,,  so  entsteht  darans  dcrjenio^e,  welchen 
.vir  in  (c)  für  die  absolute  Vergrösserung  erhalten  haben.  Dieses  ist 
auch  daraus  ersichtlich,  dass  man  die  letztere  als  diejenige  schein- 
bare Vergrössening  ansehen  kann,  welche  stattfindet,  wenn  der 
Gegenstand  und  das  Bild  in  gleichen  Entfernungen  betrachtet  werden. 
Ferner  verwandelt  sich  die  Formel  iS)  in  die  den  Instrumenten  der 
zweiten  Art  entsjirechende  Formel  (i),  wenn  man  in  der  ersteren 
statt  (Ol  den  für  diese  Instrumente  gültigen  Werth  aus  (e)  von 
Biru.  62  substiluirt.  In  der  That  können  die  letzteren  Instru- 
mente  auch  als  Instrumente  der  ersten  Art  betrachtet  werden,  bei 
denen  das  Auge  das  let/.le  Bild  von  dem  Durchschnittsptuikte  der 
Hanptstralden  aus  betrachtet.  Mit  diesen  Modiflratiouen  ist  daher 
die  Formel  (fj  auf  ^H^  Instrumente  anwendbar. 

Da  gut  organisirte  Augen  bei  l'arallelstrnhlen  deulHch  sehen. 
SU  werden  die  Instrumente  der  zweiten  Art  meistens  unter  der  Vtn'- 
Husset/.ung  berechnet,  dass 

(C)l    =   5,    =     QO 

ist.    Unter  dieser  Voraussetzung  wird 

r,  =  -Il^ *, 

Bei   den  gebranchlichsteu   Instrumenten   ist   v,  "=  I,   weil   sich 
vor  und   hinler  denselben  Luft   befindet.     Ausserdem  setzt  man  bei 
Fernrohren  gewöhnlich 
Co,  =  c, 

V, il) 

wird.  In  BcKug  auf  die  Mirroseope  hingegen  kann  dns  letztere  nieht 
geschehen,  weil  bei  denselben  c,  meistens  so  klein  ist,  dass  man 
die  (Gegenstände  in  dieser  Entfernung  mit  blossem  .'Vugc  nicht  deutlich 
selten  kann.  In  diesem  Falle  muss  für  (c),  diejenige  Entfernung 
gesetzt  werden ,  in  welcher  das  Auge  kleine  Gegenstände  am  deut- 
lichsien  sieht  und  welche  die  IVeite  de»  deitf/ichen  Sehens  genannt 
wird.  Bei  gut  organisirten  .Vagen  nimmt  man  sie  gewöhnlieh  zu  S  Zoll  an. 


wodurch 
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Vermittelst  der  oben  ^efandenen  VVvrlhe  kann  r,  durch  die  mit 
Parenthesen  bezeichneten  Grössen  ausgedrückt  werden.    Mubstiluirt 

man  nämlich  in  (0  statt  — '-^  seinen  Werth  aus  (cj  von  N'ro.  46. 
«0  wird  "'   ' 

^        (c),  («i,  l'J  (c),  [(«/,  8)  ci  +  iii,  31]    ""^ 

Bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  ist 

(.€•>,  =  ff,  —  ff, OD 

und  kann  daher  nach  Nro.  46  und  51  ebenfalls  durch  die  erwähnten 
Grössen  ausgedruckt  werden. 

Kür  Au^en,  welche  bei  Par&lleUtrahlen  deutlich  sehen,  ist 

y,    ^     00 

mithin  vermöge  (a)  ^on  Nro.  46 

^  »i  fgi  — I,  »)  c,  +  C2i— I)  3)  j     ■    • 
C«i.  «)  c,  +  C«i,  8J  1 

folglich,  wenn  man  diesen  Werth  in  (m)  sabstiluirt, 

H,C«*"— I,  rj        n.[i«t-l,8jc,+(«(  — 1,3)1  ^'' 
Bei  Fernröhren  ist 
c,  =  (c)i  =  an 
der  vorhergebende  Ausdruck  n-ird  daher  , 

*•  ^  »i  i8*-l,  i) ^"^ 

Ist  die  Uanplblendung  an  der  ersten  brechenden  Fläche  ange- 
bracht, so  ist 

c,  =  ij  =  0 

Da  sich  nnn  gi  in  ff-,  verwanden,  wenn  man  darin  e,  mit  c, 
vpr^'cchselt.  so  folgt  aus  (o)  mit  Rücksicht  auf  den  vorhergehenden 
Werth  von  c, 

^^  =  -mrw- ^'^ 

ijubsljtuirl  man  daher  in  (n)  statt  g,  und  y,  ihre  Wcrihe  aus 
(0)  und  Cr),  bemerkt  man  ferner,  dass  vermöge  der  zweiten  Formel 
(_b)  von  Nro.  42 

C«i,  9)  t«i— I,  3)  —  c*»,  S)  t«i— I,  23  =  —  »^i 
•st,  80  wird 

(~^, "^  ^1 .  (-E-) 
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Hierdurch  entsteht  für  diesen  Fall  aus  (m)  der  Ausdruck 

r.  =  i£2iJ«iii)    .    . (O 

Vi    ^1 

welcher  für  alle  Werthq  von  c^  und  ffi  gültig  ist. 

Wir  können  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  die  durch 
dieselben  hervorgebrachte  scheinbare  Yergrösserung  mit  der  absoluten 
Vergrösserung  vergleichen,  welche  bei  dem  auf  der  Netzhaut  ent- 
stehenden Bilde  stattfindet.  Die  erstere  ist  vermöge  (i),  wenn  man 
darin  statt  iff — ff)i  seinen  Werth  (c  —  c^i  aus  (c)  von  Nro.  62 
sttbstituirt , 

t?i   =    77- 

Vi  Cj  (r — c)t 
die  letztere  dagegen  folgt  aus  (c)  durch  Verwechselung  von  i  mit 
(t  -f-  i);  sie  ist  mithin 

^m  — 1 — 

Durch  Substitution  der  in  Cm),  (o)  und  (p)  von  Nro.  62  ge- 
gebenen Werthe  verwandelt  sich  dieser  Ausdruck  in  den  folgenden : 

^     _   ViffiViffi 

Die  Vergleichung  der  vorhergehenden  Werthe  von  v-,  und  i?i|,  giebt 

^.    _   Vi  ffi  (c  —  c)j 

^^^'=      viCO.c,       - ("^ 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  absolute  Yergrösserung  des 
Bildes  auf  der  Netzhaut  der  durch  das  Instrument  hervorgebrachten 
scheinbaren  Yergrösserung  proportional  ist,  da,  wie  wir  in  Nro.  61 
gesehen  haben,  alle  Grössen,  welche  in  dem  Factor  vor  v^  vor- 
kommen, bei  einerlei  Auge  als  constant  zu  betrachten  sind. 

Der  vorhergehenden  Yergleichung  liegt  zwar  die  Voraussetzung 
zu  Grund,  dass  sich  das  Auge  unverändert  in  der  Axe  des  Instrumentes 
befindet,  wir  können  uns  jedoch  leicht  überzeugen,  dass  das  gefundene 
Resultat  auch  dann  noch  seine  Richtigkeit  behält,  wenn  angenommen 
wird ,  dass  sich  das  Auge  bei  der  Betrachtung  eines  jeden  Punktes 
stets  nach  dem  ihm  entsprechenden  Hauptstrahle  richtet.  Denken 
wir  uns  nämlich  das  auf  der  Netzhaut  entstehende  Bild  in  unzählig 
viele  Theile  getheilt,  so  wird  jeder  derselben^  wenn  er  betrachtet 
werden  soll,  mit  seinem  Mittelpunkte  in  die  Axe  deä  Auges  ge- 
bracht, wodurch  sich  seine  Grösse  nicht  abändert,  wenn  die  Ab- 
weichungen, wie  es  hier  geschieht,  nicht  berücksichtigt  werden. 
Sehen  wir  daher  die  Summe  jener  einzelnen  nach  und  nach  in  die 
Axe  des  Auges  gebrachten  Theile  als  das  auf  der  Netzhaut  ent- 
stehende Bild  an,  so  hat  die^ies  dieselbe  Grösse,  welche  es  erhalten 
würde,  wenn  das  Auge  seine  Stellung  unverändert  beibehielte. 
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lÄchMärke. 


65^  Die  Lirlitsjärke  eines  Instramenlcs  hangt  bei  übrigens 
glt'irhen  rmstauden  von  der  Menge  der  Lichtstrahlen  ah,  welche  von 
dem  (Gegenstände  in  das  Iiislruuicnt  fallen.  Um  diese  zu  besliinmen, 
müssen  wir  zuerst  unlersucben,  wie  gross  die  Menge  der  Licht- 
slrahlen  ist,  die  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Gegenstandes 
ausgehen  und  ein  Element  der  ersten  brechenden  Flüche  von  will- 
kührlirhei-  Lage  treffen. 

Zu  diesem  Ende  nehme  ich  die  in  (a)  von  ?Jro.  39  gefundene 
Gleichung  des  eiiirallenden  Strahles  wieder  vor,  und  da  das  Hesultat, 
welches  wir  suchen,  von  der  Lage  der  Coordinatenaxen  unabhängig 
ist,  so  verlege  ich  den  Ursiirmig  der  C'oordinaten  in  den  leuchtenden 
Punkt,  dessen  Coordinaten  bei  dem  bisherigen  Ursprungi) 

a-  =  0  i 

y  ^  Ä,  ^  r,  (p,  -A 


■waren,  Hierdurch  verwandeln  sich  die  dortigen  Grössen  x,  (y — c,  g),"), 
.  (* — *:,)  in  X.  y,  «.     \enneu  wir  ausserdem 

X,  y,  Z  die  Coordinaten  des  EinfallNininktes  Auf  der  ersten  brechen- 
den KIflche, 
I  10  ist  nach  der  früheren  Bezeichnung  ,,^' 

X  =  }i,                                  1 
y  =  V,  +  (Ä,— r,l  f,         l«J 

'  und  die  allegirte  Gleichung  nimmt  die  Gestalt  an 


(b) 


Der  beständige  Werth  von  Z  zeigt,  dass  die  brechende  Kläcbe 
mit  Vernachlässigung  der  Glieder  höherer  Ordnungen  als  eine  Ebene 
%a  betrachten  ist.  Femer  werden  bei  den  Grössen  der  ersten  Ord- 
nung die  Potenzen  und  i'roducte  von  .Vi,  l'i  und  ^i  vernachlässigt; 
dasselbe  gilt  daher  auch  von  \  nnd  Y. 

Denken  wir  uns  die  erste  brechende  Fläche  in  unendlich  kleine 
Elemente  gelheilt,  so  sind  diese  rechtwinkelige  Parallelogramme, 
deren  kSeiten  dX  und  d  Y  sind,  und  deren  Inhalt  durch  dXdY  aus- 
gedrückt wird.  Legen  wir  sodann  durch  die  Seilen  eines  solchen 
Elementes  und  den  leuchtenden  Punkt  vier  Ebenen,  so  wird  dadurch 
eine  Pvramide  gebildet,  ^YeIche  alle  Lichtstrahlen  enthalt,  die  von 
dem  leuchtenden  Punkte  auf  das  Element  fallen.  Um  ihre  Menge  zu 
bestimmen,  müssen  wir  mit  dem  Halbmesser  =  t  eine  Kugelfläche 
um  den  leuchtenden  Punkt  beschrieben  denken.  Die  Seitenflächen 
der  Pyramide  schneiden  von  dieser  Kugclfläche  ein  sphärisches 
[  Tiereck  ah,  dessen  Seiten  den  Winkeln  jener  Seitenflächen  an  der 


r 
I 
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ivinkeln     H 


Spitze  der  Pyramide,  und  dessen  Winkel  den  \ei^in;£:Rwinkeln 
zwischen  den  Seitennüclien  gleich  sind.  Nehmen  wir  zuerst  an 
sirh  dRs  Licht  von  dem  leuchtenden  Punltte  gleichlorraiff  nach  allen 
Hichtungen  verbreitet,  so  ist  die  Menge  desselben,  welche  auf  das 
Element  rfX  rfV  rsilt.  dem  Inhalte  des  s|)härisclien  Vierecks  pro- 
portional. Berechnen  wir  daher  diesen  Inhalt.  Zu  dem  Ende  seyen 
j,  ti  die  Seiten  des  sphärischen  Vierecks,  welclie  dX  und  rfV 

entsprechen, 
B  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel. 

üeinjenigen  Punkte  der  brechenden  F'läche,  in  welchem  die 
Seiten  des  Elementes  ä  X  und  d  Y  Kjsammenstosaen ,  gehören  die 
('oordinaten  X,  V,  Z  an;  dem  zweiten  Endpunkte  der  Seite  d\ 
dagegen  die  C'oordinaten  (X-)-rfXj,  V,  Z.  Werden  durch  diese 
beiden  Punkte  und  den  leuchtenden  Punkt  zwei  gerade  Linien  ge- 
legt, so  sind  dieselben  inil  den  an  Jenen  Stellen  einfallenden  Sirahlen 
einerlei.   Die  Gleichung  der  ersleren  Linie  ist  daher  die  Gleichung  (b). 

Die  Gleichung  der  zweiten  Linie  erhalt  man  hieraus,  wenn  man 
statt  X,  V,  Z  die  Coordinaten  des  anderen  Endpunktes  subsUtuirt. 
Bezeichnet  man  daher  diese  Gleichung  durch 


80  ist 


i: 


'^, 


Cc) 


X,  =  X  +  rfX   1 

1",  =  Y  fd) 

Der  Winkel  zwischen  den  Linien  Ch)  und  («3  ist  die  gesachte 
Seite  %  des  sphärischen  Vierecks^  diese  wird  mithin  durch  den  be- 
kannten Ausdruck  erhalten : 


im%  = 


V(X,  v-x  y,)>+(i-,z-vz,i'+(Z,x-zx,)' 


(e) 


,/  x'+  V'-f  z'  v  x;+  v;+z; 

Da  der  Winkel  \  unendlich  klein  ist,  so  kann  mnn  seinen  Sinus 
mit  dem  Bogen  verwechseln.  Subsliluirt  man  ferner  statt  X,,  1',,  7,, 
die  in  Cd)  angegebenen  AVerthe  und  vernachlässigt  die  Potensien  und 
Productc  von  X.  Y,  X,  und  V,,  so  wird 

fix 
%  =  — z~ ^^ 

Da  die  Gleichungen  (b)  und  (c)  in  Bezug  auf  X  und  V  symmetrisch 
sind,  so  erhält  man  die  zweite  Seite  v  aus  der  vorhergehenden  Formel 
durch  blosse  Verwechselung  von  X  mit  V,  folglich  ist 

'--'-ir '.' 

In  dem  Elemente  rfX  rfV  sind  die  gegenüberstehenden  Seilen 
gleich;  die  Formeln  (0  und  (g)  zeigen  daher,  dass  dieses  auch  bei 
dem  sphärischen  Vierecke  stattfindet.  Zur  Berechnung  seines  In- 
haltes ist  daher  nur  noch  der  Winkel  0  erforderlich. 
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Die  Ebene,  welclie  durch  den  leuchtenden  Punkt  und  durch  rfX 
^de^l  werdet!  kann,  ^ebt  dorcfa  die  beiden  Endpunkte  von  dX, 
idtTen  Coordiiiaten  \,  >',  Z  und  iX-^-dX),  V,  Z  sind.  Bezeichnen 
wir  daher  durch 

Xx  -\-^y  -\-  B«  =  0 Oll 

die  Cüeichmi;^  jener  Ebene  und  substitniren  wir  darin  Matt  ji-,  y,  % 
zuerst  X,  Y,  Z,  dann  (X  -{-  d\)  Y,  Z.  so  erhalten  wir  aur  Be- 
stiinniiing  von  X,  2)'  3  ^'^  beiden  Gleichungen 

£iX  +  dX)  +  7}Y  +  SZ  =  0 
Sie  geben 
i'  =  0 
9 Z 

3  ~     y 

^  Wir  können  daher,  dn  es  erlaubt  ist,  die  Coefficienlen  i",  ?),  3, 
durch  jede  beliebige  Zahl  zu  multJplicirea,  darür  die  fotgeuden 
Werthe  annehmen : 

X  =-  0  i 

7i  =  -  Z] (i) 

3=1'       1 
Die  Gleiclning  der  Ebene,  welche  durch  den  leuchtenden  Punkt 
und  dV  geht,   wird  aus   (h)   durch   blosse   Verwechselung  von  X. 
X  und  X,  mit  9),  V  und  V,  erhalten.     Nehmen  wir  daher  für  jene 
Gleichung  die  folgende  an, 

3E,x -H  g,y  +  3,»  =  0 tk) 

3E,  =  —  Z  J 

2),  =  0       ; CD 

3,  =  X      \ 
I         Den  Winkel  e  zwischen  den  Ebenen  (h)  und  (k)  giebt  der  Aus- 
druck (e),  wenn  man  darin  t  mit  6  und  die  lateinischen  Buchstaben 
mit  deutschen  verwechselt^  folglich  ist  vermöge  der  in(i)und<Jj  ge- 
fundenen VV>rtlie  und  mit  Vernachlässigung  der  Potenzen  von  X  und  Y 

31«  fl  =  I (m) 

Das  sphärische  Viereck  ist  daher  ein  rechtwinkeliges  Parallelo- 
gramm und  sein  Inhalt  ist  nach  den  in  (f)  und  (g)  erhaltenen  Werthen  ^ 
dX  d  Y 

£.  ^  — z^- 

Subslituirt  man  hierin  statt  X,  Y  und  Z  ihre  Werthe  aus  (a) 
und  heuierkl,  dass  K,,  c,  und  <^,  constant  sind,  weil  die  Lage  des 
■feuchtenden  Punktes  und  der  Hauptblendang  als  unveränderlich  an- 
genommen werden,  so  verwandelt  sich  der  vorhergehende  Ausdruck 
TMi  5  u  m  den  folgenden : 

£  ti  =   ^ *- <ill) 


^ 


80  ist 


« 
/ 


S04  W0NFTEH   KAPlTfOi. 

§ 

Nennen  wir  nun 

91  die  Menge  der  Lichtstrahlen,  welche  aaf  der  Oberfliche  der 
mit  dem  Halbmesser  =  1  beschriebenen  Kugel  darch  die  Ein- 
heit des  Flä^henmaasses  gehen, 

</2ß  die  Menge  derselben,  welche  durch  das  sphärisdu»  Viereck  ^v 
gehen  und  auf  das  Element  diüx  dY\  der  erstälbrechenden 
Fläche  fallen, 

so    ist  gr      .^         w^ 

dire  =  agt;  =  ^  tf-^^tf^i (o) 

Das  Integral  dieses  Ausdrucks  giebt  die  Menge  der  von  dem 
leuchtenden  Punkte  in  das  Instrument  fallenden  Strahlen,  nämlich 

Das  Integral  muss  auf  denjenigen  Theil  der  ersten  brechenden 
Fläche  ausgedehnt  werden,  welcher  von  dem  einfallenden  Strahlen- 
kegel getroffen  wird,  fdX^  dYi  bezeichnet  daher  die  Fläche 
desselben. 

Nehmen  wir  die  Gestalt  der  Hauptblendnng  als  kreisförmig  an, 
wie  es  bei  den  optischen  Instrumenten  gewöhnlich  der  Fall  ist,  so 
ist  nach  (cj  von  Nro.  57  der  erwähnte  Theil  der  ersten  brechenden 
Fläche  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  ==  Ri  ist    Hierdurch  wird 

fdXi  dYi  =K  m 

folglich 


3Ä  = 


c\ 


Alle  in  ÜÄ  enthaltene  Strahlen  vereinigen  sich  nach  der  t^ 
Brechung  in  demjenigen  Punkte,  der  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes 
ausmacht,  die  Erleuchtung  desselben  ist  folglich  der  Grösse  ^  unil 
der  Intensität  des  von  dem  leuchtenden  Punkte  ausgehenden  Lichtes 
proportional.  Um  daher  jene  Erleuchtung  zu  finden,  braucht  man 
nur  9R  mit  einem,  der  Intensität  proportionalen  Factor  3  zu  multi- 
pliciren.    Hierdurch  wird  dieselbe  = 

Berechnen  wir  jetzt  die  Erleuchtung  des  ganzen,  von  dem 
Gegenstande  entstehenden  Bildes,  und  denken  wir  uns  hierbei  den 
Gegenstand  als  eine  kreisförmige  Ebene,  welche  senkrecht  auf  der 
Axe  des  Instrumentes  steht  und  gleichförmig  mit  leuchtenden  Punkten 
tibersäet  ist.  Jedem  dieser  Punkte  gehört  ein  Bild  zu,  dessen  Er- 
leuchtung durch  2W  3  ausgedrückt  wird ;  wir  müssen  daher  die 
Summe  der  SR 3  für  alle  Punkte  des  Gegenstandes  suchen«  um  die 
Erleuchtung  des  ganzen  Bildes  zu  erhalten. 
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Bestimmen  wir  die  Lage  der  dem  Gegenstände  zug;ehörigeii 
Punkte  wie  in  Nro.  47  durcJi  die  Polarcoordinaten  i;-,  und  y^Cifi, 
80  ist  ein  Element  von  der  Flache  des  Gegenstandes  = 
jf  rfy  rfij-,  =!  c*  ifi  d(p,  di^, 
Nennen  wir  ferner 
93  die  Anzahl  der   leuchtenden    Punkte,  die  in  der  Einheit    des 

Fiäcbenmaasses  enthalten  sind, 
d?  die  durch  dasFlächeneleraent  des  Gegenstandes  im  Bilde  hervor- 
gebrachte Beleuchtung, 
so  ist  die  Anzahl  derjenigen  Funkte,    welche   in  jenem  Flachen- 
demenle  liegen  = 

=  fflcj  fi  rff,  rf^i 
ond  da  durch  jeden  dieser  Punkte  im  Bilde  die  Erleuchtung  9)13 
entsteht,  so  ist  d^  das  Producf  jener  beiden  Grössen.   AVir  erhalten 
daher,  wenn  wir  statt  2R3  den  obigen  Werth  substituiren , 
rf8  =  3lBiiRID  ftdf,  d<p, 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  von  (|,,  ^  0  bis  zu  t^,  =  Sn 
and  von  <p,  ^  0  bis  zu  demjenigen  Werthe  dieser  Grösse,  welcher 
der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  entspricht,  so  findet  man  die  Erleuch- 
tang,  welche  von  dem  ganzen  Gegenstande  im  Bilde  hervorgebracht 
wird,  nämlich 

i  =  %^1tR*S2fJd(p,d^i.^ 

Ist  der  Gegenstand  nicht  gleichlorraig  erleuchtet,  wie  es  in  der 
Natur  gewöhnh'ch  stattfindet,  so  ist  3  eine  Function  von  q),  and  t^,. 
Ba  jedoch  die  ungleichförmige  Erleuchtung  von  zufälligen  t'mstanden 
abhängt,  so  kann  man  bei  der  Construction  der  Instrumente  nichl 
auf  die  einzelnen  Falle,  sondern  nur  auf  das  Mittel  aus  denselben 
Rücksicht  nehmen,  welches  die  gleichlormige  Erleuchtung  ist.  Nehmen 
wir  daher  diese  an  und  ersetzen  den  Coefücienlen  9ISk3;  ^^^  sieh 
bei  jener  Voraussetzung  in  eine  Constante  verwandelt,  durch  den 
Buchstaben  r,  so  wird 

I?  =  mRIff 
wobei  f,  den  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  entsprechenden  Werth 
dieser  Grösse  bezeichnet. 
Die  durch  i  ausgedrückte  Beleuchtung  ist  auf  der  ganzen  Flache 
des  Bildes  gleichförmig  verbreilet.  Dividiren  wir  daher  ?  durch  die 
Fläche  des  Bildes,  so  erhallen  wir  diejenige  Erleuchtung,  welche  im 
Bilde  auf  die  Einheit  des  Klächcnmuasses  kommt  und  die  absolule 
l 


f,ichts/arke  genannt  werden  soll, 

Aach  CK)  von  Nro.  47  isl  der  Halbmesser  des  Bildes 
>-    "'      f.-LjjJb 

»ii,.,,. ).,!:...      „ 


I  die  abso/tttc  m 

les=  I 
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folglich  seine  Fläche  =: 

Bezeichnen  wir  daher  durch  aT  die  absolute  Lichtstärke ,  so  ist 

^  ~inf~  vtgi ^P^ 

Durch  das  auf  diese  Weise  erhaltene  Resultat  sind  wir  in  den 
8tand  gesetzt ,  die  Lichtstärke  bei  den  verschiedenen  Instrumenten 
zu  berechnen;  es  ist  jedoch  auch  hier  zweckmässig,  die  beiden 
Ciassen  derselben  abgesondert  zu  behandeln. 

Bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art  ist  die  Formel  (p)  un- 
mittelbar anwendbar,  kann  jedoch  noch  auf  verschiedene  Arten 
ausgedrückt  werden«  Mach  Cc)  von  Nro.  64  ist  nämlich  die  absolute 
Yergrösserung 

t^i  =*  ■  ■      ' 
folglich 

Vi  1 


Vigi       vict 
und  wenn  man  diesen  Werth  in  (p)  substituirt, 

Ferner  ist  vermöge  (c)  von  Nro.  57 


ü. 


=  Ä 


V, 
wodurch  sich  der  Ansdrudc  (p)  in  den  folgenden  verwandelt: 

M=^ß- (r> 

Aus  diesen  Formeln  ist  ersichtlich ,  dass  die  absolute  Lichtstärke 

bei  einerlei  Werth  von  -^  der  Grösse  ( — *-  )  ,  bei  einerlei  Werth 

^  x^'  ^  9i  ^  ^ 

von  v{  der  Grösse  {  — ^  )  und  bei  einerlei  Werth  von  vi  der  Grösse 


( — ^)  proportional  ist. 


Die  Instrumente  der  zweiten  Art  lassen  eine  andere  Bestimmung 
der  Lichtstärke  zu,  indem  man  nämlich  diese  mit  derjenigen  ver- 
gleicht, welche  bei  blossem  Auge  stattfindet  Da  uns  die  letztere 
durch  die  Erfahrung  bekannt  ist ,  so  giebt  sie  einen  genauen  Maass- 
stab für  die  durch  das  lastrument  erhaltene  Lichtstärke  ab,  wodurch 
diese  Methode  hier  den  Vorzug  verdient.  Berechnen  wir  daher  zuerst 
die  absolute  Lichtstärke  fflr  den  Fall,  dass  das  Auge  sieh  unverändert 
in  der  Axe  des  Instrumentes  befindet  und  dass  beide  als  ein  zu- 
sammengehöriges System  von  brechenden  Flächen  betrachtet  werden. 
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Die  Formel  fp)  ^iebt  fär  diesen  FaII. 
mit  (i  +  i)  verwechselt, 
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wenn   man    den   Initcx  i 


Vermöge  (m),  (o)  und  (p)  von  Xro.  62  ist  aber 


Vi 


folglich 

,    r  T?  T*  «1  ci 

'^*'-  K }!¥;,•,     

Der  hier  gefundene  Werth  von  A'ti  drückt  die  absolute  Licht- 
starke aus ,  welche  auf  der  Netzhaut  statitindet,  wenn  das  Auge  den 
Gegenstand  durch  das  Instrument  betrachtet.  Zu  der  beabsichtigten 
Vergleichung  müssen  wir  daher  noch  den  Werth  von  \'  suchen ,  der 
sich  auf  das  blosse  Auge  bezieht.  Wir  erhalten  denselben  aus  (p) 
durch  Verwechselung^  des  Index  1  und  i  mit  I  und  t,  nämlich 
r  vj  R* 

Sabstituiren    wir  hierin   statt   Ri  den   in   (e)  von   Xro.   61   ge- 
fundenen Werth 


r.;  /'_£_Y  ,, 


Vi 


-C-). 


I 


Wir  haben  in  Xro.  61  gesehen,  dass  die  Grösst 
bei  allen  Entfernungen  des  Gegenstandes  denselben  Werth  behalt. 
Da  nun  r  bei  einem  und  demselben  Gegenstände  ebenfalls  constant 
ist,  80  ist  die  absolute  Lichtstärke  bei  blossem  Auge  i*  proportional 
und  hang!  daher  nur  in  so  weit  von  der  Entfernung  des  Gegenstandes 
ab,  als  der  Halbmesser  der  Pupille,  womit  der  in  (d)  von  Nro.  61 
erhaltene  Ausdruck  von  ?  multiplicirt  ist,  sieh  zugleich  mit  jener 
Entfernung  abändert. 

Wir  können  nunmehr  die  Lichtstärke  bei  dem  Gebrauche  des 
Instrumentes  und  bei  blossem  Auge  mit  einander  vergleichen.  Drucken 
wir  nämlich  die  Lichtstärke,  welche  bei  dem  Gebrauche  des  Instru- 
mentes auf  der  Net/.haut  stattfindet,  in  alrifuotcn  Thcilcn  der  Licht- 
stärke bei  blossem  Auge  aus,  und  nennen  jene  die  rela/ivc  Lichte 
»lärke,  so  wird  dieselbe  durch  die  Division  von  a'  in  Affi  erhalten. 
Bezeichnet  daher 

die  relative  Lichtstärke. 
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SO  geben  die  Fonneln  (s)  und  (t) 

_  Af+t  _  i^f  A\  jc-cji 

Vermöge  (c)  von  Nro.  68  ist  aber 

(.c—ch  —  Cg—g:>i 

folglich 

A.-^(v): '"' 

Die  vorhergehende  Formel  kann  ebenso ,  wie  es  bei  Af  geschehen 
ist,  auf  verschiedene  Welse  ausgedrückt  werden.  Nach  (i)  von 
Nro.  64  ist  nämlich  die  scheinbare  Yergrösserung 

folglich 


(9—9\  ^     (g)i 


c 


Hierdurch  nimmt  der  Ausdruck  (n)  die  Gestalt  an : 

(c)iR?  .  , 

f>i  c\  e* 

Femer  haben  wir  in  (d)  von  Nro.  62  gefunden : 

■=•  -  (^).  "■ 

Substituiren  wir  daher  den  hieraus  resultirenden  Werth  von 
^-^Yg)^  in  (u),  so  wird 

A.  =  -^ (W) 

In  diesen  Formeln  bezeichnet 

Ti  den  Halbmesser  des  aas  dem  Instrumente  gehenden  Strahlen- 
bündels an  der  Stelle,  wo  sich  bei  blossem  unbewegtem  Auge 
die  einfallenden  Uanptstrahlen  durchschneiden  würden, 

«  den  Halbmesser  des  bei  blossem  Auge  einfallenden  Strahlen- 
bündels an  derselben  Stelle. 

In  Bezug  auf  die  gewöhnliehen  Instrumente ,  bei  welchen  t^  =  1 
ist,  geben  die  vorhergehenden  Formeln 


.      _   Ä?   (9-9\ 


»1  c?e*  ' 

iL 
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Ist  r,  grösser  als  e,  so  werden  die  durch  das  Instrument  gehen- 
den Strahlen  nicht  alle  durch  die  Pupille  des  Auges  gelassen  und 
man  muss  r-,  =^  i  setzen,  am  nur  die  wirksamen  Strahlen  zu  berück- 
sichtigen. In  diesem  Falle  ist  daher  bei  den  zuletzt  erwähnten  In- 
strumenten A,  ^  i-  oder  die  durch  sie  ber%'orgebrachte  Lichtstärke 
derjenigen  gleich,  welche  bei  blossem  Auge  stattfindet.  Aus  dem- 
selben Grund  muss  Ai  jederzeit  =  l  gesetzt  werden,  wenn  eine  der 
übrigen  Formeln  (x)  einen  grösseren  AVerlh  dafür  giebt. 

Ist  dagegen  r-,  kleiner  als  ?,  so  nimmt  die  relative  Lichtstärke 
iu  dem  quadratischen  Verhaltnisse  beider  Halbmesser  ah.  Hieraus 
ist  ersichtlich,  dass  hei  jenen  Instrumenten  durch  keine  Vorrichtung 
eine  grössere  Lichtstarke  erhalten  werden  kann,  als  bei  blossem 
Auge;  meistens  ist  sie  sogar  bedeutend  kleiner,  da  r,,  vorzüglich 
bei  starken  Vcrgrftsserungen ,  einen  sehr  kleinen  Wcrth  bekommt. 
Dieses  ist  auch  aus  der  zueilen  Formel  (x)  ersichtlich,  nach  welcher 
sich  Ai  bei  übrigens  gleichen  Umsländen  umgekehrt  wie  das  Quadrat 
der  scheinbaren  Vergrftssening  verhalt. 

Wird  das  Instniment  für  gut  organistrte  Augen  berechnet, 
welche  bei  Farallelstrablen  deutlich  sehen,  so  ist 

y;   ^    OD 

folglich  erhalten  wir  aus  der  ersten  Formel  (x) 

Ai=yfp.--. ty) 

Setzt  man  ausserdem,  wie  es  bei  den  Fernrölircn  gewöhnlich  ist, 

so  wird 

v.=  V. 
folglich 

A.  =  -^ (Z) 

Befindet  sich  vor  der  ersten  brechenden  Flache  ein  Körper, 
welcher  ein  grösseres  Brecimngsv ermögen  als  die  Luft  besitzt,  wie 
es  z.  B.  der  Fall  ist,  wenn  man  das  Objectiv  eines  Microscopes  in 
eine  Flüssigkeit  taucht,  um  darin  befindliche  Gegenstände  zu  be- 
trachten, so  wird  v.  ein  ächter  Bruch.  Da  nun  r,  nie  grösser  als  ^ 
werden  kann,  insofern  nur  die  wirksamen  Strahlen  berücksichtigt 
werden,  so  ist  aus  Cw)  ersichtlich,  dass  alsdann  die  relative  Licht- 
starke nie  einen  grösseren  Werth  als  i>i'  erhalt. 

L'ra  die  Lichtstärke  durch  die  mit  Parenthesen  bezeichneten 
Grössen  auszudrücken,  ist  weiter  nichts  erforderlich,  als  in  (q)  und 
(V)  statt  r!  und  »,  ihreWerthe  aus  im),  fp),  (q)  und  (t)  der  vorher- 
gehenden Nummer,  mit  Rücksicht  auf  die  daselbst  gemachten  Be- 
merkungen, zu  stibstituiren.     Hierdurch  wird: 


^ 

I 
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die  absolute  Licltlstiirke 

,_   rflU«*,IO»_  rflr[(«',«)c.  4-f«i,3l"|» 

die  relnttve  Lirhistärke 


,  (c-)] 


RUSi,  I')'  ^  (c)!  B?  [(«  f,  g)  c.  +  (g f,3)1' 


Bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art  ist  (c)f  eine  gegebene 
Grösse,  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  muss  in  der  vorher- 
gehenden Formel  dafür  (g — g'it  gesetzt  werden. 

Für  Augen,  welche  bei  Piirallelstrahlen  deutlich  sehen,  ist 

=    "ffiKg*— t,r)'  ^  nrfl?f(gi— l,g)c,+(gi— l,3)J'  f,, 

und  wenn  ausserdem  die  Entfernung   des  Gegenstandes    unendlich 
angenommen  wird, 

^  =  •<!m,ii-i.t,- ^„^ 

Ist  die  Hauptblendung  an  der  ersten  brecitendeu  Fläche  ange- 
bracht, ao  ist  für  alle  Werthe  von  Ci  und  gi 

"'  =  wmfsi^ ^^ 

Wenn  in  dem  Instrumente  kein  wirkliches  Bild  zu  Stande  kommt, 
oder  wenn  eine  darin  angebrachte  Bleudung  einen  zu  kleinen  Durch- 
messer hat,  um  densammtlichen  iStrahlenkegeln  ungehinderten  Durch- 
gang zu  gestalten,  so  erleiden  die  erhaltenen  Resultate  an  der  Grenze 
des  Gesichtsfeldes  eine  Modification,  welche  wir  näher  unter-sucheQ 
wallen. 

Berechnet  man  für  diejenige  Blendung,  welche  im  ersten  Falle 
die  Grenze  des  Gesichtsfeldes  bestimmt,  im  zweiten  dagegen  eine 
zu  geringe  OelFnung  hat,  die  Werthe  von  <pi  und  (f)!  nach  (f)  und 
Cg)  von  Nro.  59,  so  bleiben  die  vorhergehenden  Resultate  bei  allen 
Punkten  des  Gegenstandes  ungeändcrt,  deren  Abstand  von  der  Axe 
kleiner  als  c,  f,  ist,  weil  die  ihnen  zugehörigen  Strahlenkegel  ganz 
durch  die  Blendung  gelassen  werden.  Ist  Jener  Abstand  grösser  als 
tf,  ip,  und  kleiner  als  c,  (tp),,  so  wird  ein  TheJI  des  Strahlenkegels 
von  der  Blendung  aufgefangen,  nnd  dieser  Theil  ist  desto  grösser, 
je  mehr  sich  der  Absland  dem  letzteren  W^-rthe  nähert.  Die  Licht- 
atarke  nimmt  daher  von  c,  ^,  bis  zu  c,  (ip),  beständig  ab,  wo  sie 
endlich  ganz  verschwindet,  weil  bei  dieser  und  allen  grösseren  Ent- 
fernungen keine  Strahlen  mehr  durch  die  Blendung  und  die  Haupt- 
hlendiing  zugleich  gelassen  werden. 

Es  ist  leicht,  jene  veränderliche  Lichtstärke  für  jeden  Punkt  des 
Gegenstandes  nach  der  Grösse  des  durch  die  Blendung  gehenden 
Theiles  des  ihm  zugehörigen  Strahlen  kegeis  zu  berechnen;  es  wird 
jedutfli  vorerst  genügen,  im  Allgemeinen  mit  dieser  Sache  bekannt 


I 
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Ku  t^eyn,  da  wir  später  Gelegenheit  habeo  werden,  uns  uraständlielier 
daiait  zn  besrbSftJgen. 

Wir  haben  zwar  in  den  vorherg^ehenden  Un( ersuch mj|a;en  über 
die  Lichtstärke  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  vorsusn^esetzt, 
dass  sich  das  Auge  unverändert  in  der  Axe  dea  Instrumentes  be- 
findet, es  lässt  sieh  jedoch  leicht  einseben,  dass  die  sammtlichen 
Resultate  keine  Aenderung  erleiden,  wenn  man  annimmt,  dass  sich 
das  Ange  bei  der  Betrarlilung  eines  jeden  Punktes  stets  nach  dem 
ihm  entsprechenden  Ilaiiplstrahle  richtet.  Xach  Nro.  63  wird  nämlich 
hierdurch  weder  die  Enlferniino;  des  Aages  vom  Instrumente  ver- 
ändert, noch  die  Oeffnung,  M-elche  das  Awpe  den  ans  dem  Instrumente 
gehenden  Strahlen  darbietet,  wofeni  man  nur  die  Griwsen  der  ersten 
Ordnnng  berücksichtigt.  Unter  dieser  Vorantsetzung  behält  awch 
das  Bild  anr  der  Netzhaut  in  den  verschiedenen  LR^en  des  Auges 
dieselbe  Grösse.  Da  nun  bei  der  Bestimmung  der  Lichtstärke  ausser 
denjenigen  Grössen,  welche  in  beiden  Fallen  unveränderlich  sind, 
keine  weitere,  als  die  angegebenen,  in  Betracht  kommen,  so  folgt 
daraus,  dass  die  erhaltenen  Aesultate  auch  daun  anwendbar  sind, 
wenn  sich  das  Auge  stets  nach  den  llauptstrahleo  richtet. 

Uebrigena  müssen  wir  noch  bemerken,  dass  bei  sammtlichen 
vorhergehenden  Untersuchungen  über  die  Lichtstärke  der  Verlust 
nicht  berücksichtigt  worden  ist,  welchen  das  Licht  bei  dem  Ueber- 
gange  aus  einem  durchsichtigen  Körper  in  einen  anderen  von  ver- 
schiedenem Brechungsvermögeo  durch  Hefleyion  erleidet. 

Sodann  ist  die  oben  gemachte  Voraussetzung,  dass  sich  das 
Licht  nach  allen  Richtungen  gleichförmig  verbreitet,  strenge  ge- 
nommen, nur  bei  einem  isolirten  leuchtenden  Punkte  richtig.  Geht 
dagegen  das  Licht  von  einer  Fläche  aus,  so  lehrt  die  Erfahrnng, 
dass  die  Lichtstärke  jedesmal  dem  Sinus  des  Winkels  proportional 
ist,  welchen  der  Lichtstrahl  mit  der  leuchtenden  Fläche  macht.  Da 
wir  nnn  den  Gegenstand  als  eine  auf  der  Axe  des  Instrumentes 
senkrecht  stehende  Ebene  angenommen  haben,  so  ist  jener  Winkel 
das  Complement  des  Winkels,  welchen  der  Strahl  mit  der  Axe 
macht  und  dcs.sen  Projectionen  auf  den  Ebenen  der  t/s  und  der  ara 
die  in  Nro.  53  gefundenen  Winkel  »  und  x  sind.  Uexeichnet  man 
daher  durch 

17  den  Winkel  zwischen  dem   ellgemeinen  einfallenden  Strahle 
und  der  Axe  des  Instrumentes, 
so  muss  der  in  (o)  gefundene  Ausdruck  von  rf^Jl  mit  cos  1;  mulliplicirt 
werden,  um  auf  jenen  Umstand  Rücksicht  zu  nehmen.     Es   ist   aber 

folglich,  wenn  man  cos -^  in  eine  Reihe  entwickelt,  welche  nach 
Potenzen  von  tga  und  iffx  geordnet  ist,  und  mir  die  beiden  ersten 
Glieder  beibehält, 


I 
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tga  irad  tg%  sind  aber  mit    V, ,  X,  und  f,  multiplirirt.    Werden 
daher,   wie  es  hier  geschieht,    die  Potenzen  and  Producte  dieser 
GrÖBscn  gegen  1  vernachlässigt,  so  ist 
cos  17  =   1 

so  dass  die  erhaltenen  Formeln  hierdurch  keine  Aenderung  erleiden, 
in  so  fern  mnn  die  Abweichungen  vernachlässigt. 

Gesichtsfeld. 

6(t^  Wir  haben  in  Nro.  37  angenommen,  dass  der  Gegenstand, 
weicher  durch  das  Instrument  betrachtet  wird,  eine  auf  der  Axe 
desselben  senkrecht  stehende  Ebene  ist .  und  dass  derjenige  'J'beil  des 
Gegenstandes,  welcher  durch  das  Instrument  übersehen  werden  kann, 
von  einem  mit  dem  Halbmesser  6,  =  c,  <f,  beschriebenen  Kreise 
begren/.t  wird.  Nennt  man  daher  den  Durchmesser  dieses  Kreises 
das  Gesichtsfeld^  so  ist 

i,  =  r,  (^,  das  halbe  Gesichtsfeld,  in  dem  bei  dem  Instrumente 
gebranclilen  Längenmaasse  ausgedrückt. 

Diese  Bestimmung  des  Gesichtsfeldes  ist  jedoch  bei  Instrumenten, 
weiche  für  entfernte  Gegenstände  gebraucht  werden,  nicht  zweck- 
mässig, weil  sich  die  Entfernung  der  letzteren  bei  einem  und  dem- 
ftelben  Instrumente  bedeutend  abändern  kann,  mithin  das  Gesichtsfeld 
für  jede  Entfernung  besonders  angegeben  werden  müsste.  In  diesem 
Falle  srliützt  man  daher  das  Gesichtsfeld  nicht  nach  seiner  absoluten 
Grösse,  sondern  nach  dem  Winkel  zwischen  zwei  Linien,  welche 
von  den  beiden  Endpunkten  eines  Durchmessers  nach  dem  Scheitel 
der  ersten  brechenden  Fläche  gezogen  sind.    Hiernach  ist 

qi,  =  — '-  die  Tangente  des  halben  Gesichtsfeldes,  in  Winkel 
ausgedrückt. 

Ein  möglichst  grosses  Gesichtsfeld  ist  bei  allen  optischen  In- 
strumenten eine  sehr  wunschenswerthc  Sache;  in  der  Ausführung 
bieten  sich  jedoch  hierbei  bedeutende  Schwierigkeiten  dar,  welche 
darin  ihren  Grund  haben,  dass  die  Abweichungen  der  Strahlen  desto 
mehr  zunehmen,  je  weiter  sich  der  dazu  gehörige  Punkt  des  Gegen- 
standes von  der  Axe  entfernt.  Das  Gesichtsfeld  kann  daher  nur  durch 
die  Verminderung  dieser  Abweichungen  vergrössert  werden,  wovon 
spater  die  Rede  seyn  wird.  Ist  diese  Verminderung,  soweit  es  die 
Umstände  erlauben,  bewirkt,  so  bleibt  nichts  mehr  übrig,  als  das 
Gesichtsfeld  soweit  zu  beschränken,  dass  die  an  der  Grenze  des- 
selben stattfindende  Undeutlichkeit  noch  erträglich  ist. 

Xach  Nro.  59  wird  die  Beschränkung  des  Gesichtsfeldes  bei 
denjenigen  Instrumenten,  in  welchen  ein  oder  mehrere  wirkliche 
Bilder  zu  iSlande  kommen,  durch  eine  an  dem  letzten  derselben  an- 
gebrachte Blendung  bewirkt. 

Setzt  man  den  Halbmesser  der  Blendung  q,  als  bekannt  voraus 
und   nimmt  an,   dass  dieselbe  an  dem  i'"  Bilde  angebracht   scy,  so 
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kann  daraus  das  halbe  GesichUfeld  vermittelst  der  letzten  Formel  (e) 
der  allegirten  Nummer  berechnet  werden,  sie  giebt  nüinlich 

=  kI, « 

In  Xro.  48  haben  wir  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  im  t" 
Bilde  durch  die  Grössen  ff-,  imd  4>i  bestimmt,  ebenso  wie  diess  bei 
dem  corrcspondircnden  Punkte  dts  Gegenstandes  durch  die  Grössen 
c,  und  <^,  geschehen  ist. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  i"  brechende  Fläche  die  letzte 
des  Instrumentes  sey,  so  ist  d»s  entsprerhende  Bild  das  letzte  ver- 
grösserle  Bild  des  Instrumentes.  Beziehen  wir  daher  ^i  auf  die 
äussersten  Punkte  dieses  Bildes  ,  so  können  wir  den  Winkel ,  welchem 
jene  Grösse  als  Tangente  zugehört,  das  halbe  rergrösserte  Gesichls- 
feld  nennen.  Wird  dasselbe  als  bekannt  angenommen,  so  dient  die 
lelzte  Forme!  (b)  der  allegirten  Nummer,  um  daraus  das  wirkliche 
Gesichtsfeld  zu  berechnen,  nämlich 

f.  =  -i^ ch) 

Substitoirt  man  hierin  statt  V-,  seinen  Wcrth  ans  (C  von  Nro.  64, 
so  wird  (c)    n  *. 

/■  *'  =       (»],r.         fö 

Bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  ist  gewöhnlich  ^j  bei 
einerlei  Einrichtung  der  Oculare,  wegen  der  durch  dieselben  henor- 
gebrachten  Abweichungen,  eine  gegebene  Grösse;  werden  ausserdem 
diese  Instrumente  für  gut  organisirte  Augen  berechnet,  welche  bei 
Parallelslrahlen  deulh'ch  sehen,  so  sind  ^i  und  (c)i  unendlich  und  (c), 
ist  eine  gegebene  Grösse,  welche  bei  Fernrohren  =  c,  wird.  In 
diesem  Falle  ist  daher  c,  ip,  und  bei  Fernröhren  ef>y  der  scheinbaren 
Vergrösserung  umgekehrt  proportional. 
Ferner  ist  vermöge  (I)  von  Nro.  53 

*i  =  fffä: (d) 

Das  vergrösserte  Gesichtsfeld  ist  daher  bei  jener  Voraussetzung 

dem  Winkel  toi  gleich,  unter  welchem  die  den  äussersten  Punkten  des 

Gegenstandes  zugehörigen  Hauptstrahlen  in  das  Auge  fallen,  wenn  sich 

seine  Axe  mit  der  Axe  des  Instrumentes  in  einer  geraden  Linie  befindet. 

Koramt  in  dem  luätrumeutc  kein  wirkliches  Bild  zu  Stande,  so 

besteht  das  Gesichtsfeld  nach  \ro.  59  aus  zwei  Theilen.    Im  inneren 

findet  überall  eine  gleiche  Lichtstarke  statt,  im  äusseren  dagegen 

nimmt  sie  bis  an  die  Grenze  desselben  nach  und  nach  ab.    Die  Werihe 

von  qi,,  welche  den  Grenzen  dieser  beiden  Theile  entsprechen,  sind 

^^       durch  die  Formeln  (f)  und  (g)  der  allegirten  Nummer  gegeben. 

^^  Ist    die    Grösse    des   Gesichtsfeldes,    in   Winkel    ausgedrückt, 

^H     entweder  gegeben  oder  nach  dem  Vorhergehenden  berechnet  wor- 

^1     den,  so  findet  man  daraus  das  Gesichtsfeld,  in  Längenmaass  aasge- 

^H     dräckl,  durch  die  Formel 

I     *■ 


r 
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Oeffhuvgsmaasse. 

67)  Um  das  in  der  vorhergehenden  Viimmer  anofegeliene  Gc- 
sichlsfeld  zu  erhalten,  müssen  die  hrecliondcn  Flüchen  hinlängliche 
Oeffnangen  bekommen,  und  wir  haben  iu  Äro.  58  gesehen,  dass  der 
hierzu  erforderliche,  von  <^,  abhängende  Theii  des  OelFituiigshalb- 
inessers  derjenige  ist,  welchen  wir  in  Bezug  auf  die  i"  brechende 
Fläche  mit  V,  bezeichnet  und  den  Oeffnnngshalbinesser  wegen  des  Oc- 
sichtsreldes  genannt  haben.  Wird  dieser  Halbmesser  in  Vergleichuog 
mit  dem  Kiummiingshalbniesser  a-,  der  brechenden  Flache  sehr  gross, 
so  können  die  von  ^,  abhängenden  Abweichungen  so  bedeutend 
werden,  dass  es  wegen  der  dadurch  entstehenden  Umleutlichkeit 
unmöglich  ist,  der  brechenden  Flache  die  hiernach  bestimmte  OelTnung 
zu  geben.  Um  nun  in  dieser  Beziehung  Ueberlegungen  anstellen  zu 
können,  ehe  man  sich  über  die  Kinrichtung  eines  Instrumentes  ent- 
scheidet, kann  man  die  Ocffnungshalbmesser  Vi  in  aliquoten  Theilen 
der  correspondirenden  Halbmesser  a-,  der  brechenden  Flachen  aus- 
drücken, oder  statt  der  letzteren  die  Grössen  —^ — -  wählen,  da  diese 

«1 — I 
wegen  des  bekannten  Werthes  von  n,  leicht  aus  a,  abgeleitet  werden 
können  und  die  Formeln  dadurch  eine  einfachere  Gestalt  erbalten. 

Die  auf  diese  Weise  ausgedrückten  OelTnungshalbmcsscr  — ^ 

sollen  die  Oeffimngsmmtssc  genannt  werden.  '    ' 

■Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 
.  »i  g, 

/.  —  Jl  —  (n.  — I)Y', 
'  "    t.    ~      n.  a, 

u  =  Si. 

Ko  i!«t  /|  das  UetTniingsmaass  der  i'"  brechenden  l<'lacho. 
Die  letzte  dieser  Gleichungen  giebt 

i:  =  i '>" 

Substituiren  wir  ferner  in  der  zweiten  Gleichung  (a)  von  Nro.  40 
statt  —  und  (— — — J  —  die  vorhergehende  AV'crthe,  su  folgt  daraus 

T-vATi-üX t«^ 

Die  zweite  Gleichung  (b)  von  Nro.  51  verwandelt  sich  sodann 
durch  Mubstitution  des  ersten,  in  (a|  angenomiucucn  Werthes  in  die 
folgende : 


gOwrWM  KAPICTL.  815 

Maltipliciren  wir  diese  Glekhimjf  mit  <—  it%  and  bemerken,  dass 
vermöge  des  zweiten  in  (a)  angenommenen  Werthes  und  vermöge  (k) 
von  Nro.  53 

TT-   =  »^Ol 

^'    -ia- 

ist,  so  entsteht  daraas  die  Differenzengleichang ; 

tgm  =  —  iffoi~t  —  4 (d) 

Sie  hat  einerlei  Gestalt  mit  der  Gleichung  (K)  van  Nro.  8^ 
welche  sich  in  dieselbe  verwandelt)  wenn  man 

u  =  tgo 
1 

«^=  n 
/  =  —  / 

setzt    Ihr  Integral  wird  daher  vermöge  der  zweiten  Gleiehang  tH) 

jener  Nanuner: 

Es  ist  aber 

Femer  ist  ••  der  Winkel ,  welchen  der  Haaptstrahl  mit  der  Axe 
macht,  ehe  er  die  erste  brechende  FlAche  trifft,  d.  h.  der  ent- 
sprechende Winkel  des  einfallenden  Haaptstrahles ,  welcher  oben  mit 
m  bezeichnet  warde  nnd  darch  die  erste  Gleiehang  (1)  von  Nro.  53 
gegeben  ist,  nämUch 

tg  o.  =  Igo  —  fx — ^ 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhalten  wir  daher  aus  dem 
vorhergehenden  Integrale 

Setzt  man  v^  'i  =  n,  /^  aus  dem  Summationszeichen  heraus 
nnd  bemerkt,  dass  nach  dem  in  (a)  angenommenen  Werthe  ^^n  /i 
und  der  zweiten  Gleichung  (a)  von  Nro«  40 

ist,   so  kann  der  vorhergehende  Ausdruck  auch  unter  die  Gestalt 
gebracht  werden: 

(0 


(e) 


tg  O;  =  —  1^1 ^ — *■  —  J» "»  '- I 


816,  FüHnsa  kapitkl«: 

In  (1)  von  Nro.  53  haben  wir  femer  gefunden : 

tg  Ol  =  *i — 

mithin 

"          Y| 
4>i  =  f^^Oi  -f-  -— —    ••• Cg) 

g\ 

Sodann  ist  vermöge  (b)  von  Nro.  48 

Vi  Ttl    V\r~t     Cl 

Man  hat  aber  allgemein 

^'^'-  Cl    ci-i c,    ""^  (h) 

=  Ux  Ui-t  .  .  .  .  Wi  Cj  =  [ujf  c^  =  [tili'-*  g^\ 

folglich ,  wenn  man  den  durch  Verwechselung  von  i  mit  t  —  1  hieraus 
resultirenden  Werth  in  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  von  ^i  sub- 
stituirt,  r,.    i»-t  ^    flt 

Wi  Pi-i  Cl 

Die  beiden  Gleichungen  (b)  und  (c)  geben  mit  Rücksicht  auf 
den  in  (a)  angenommenen  Werth  von  lii 

t  f, ^ 

Aus  diesem  Werthe,  verbunden  mit  (d),  folgt 

Da  die  beiden  Ausdrucke  (i)  und  (k)  vermöge  (g)  einander 
gleich  sind,  so  erhalten  wir  daraus  zuerst 

und  dann  vermittelst  dieses  Werthes  aus  (b)  und  (c) 

T  ^  \ui^P\,  f,  fö  ~  4").  '^^'^*  +  'G 

Werden  daher  ausser  Cj ,  <^t  und  1t ^  =  l^i  ^i  auch  noch  die 
Oeffnungsmaasse  /{  und  die  Grössen  fi|,  welche  die  Yerh&ltnisse  der 
zusammengehörigen  Yereinigungsweiten  bestimmen ,  als  bekannt  an- 
genommen, so  geben  die  Formeln  (1)  und  (m),  oder  (1),  (b)  und  (c), 
w^m  man  darin  statt  ig  oi.i  seinen  Werth  aus  (e)  oder  (f)  substituirt, 
nicht  nur  die  Yereinigungsweiten  C|  und^j,  sondern  auch,  mit  Rücksicht 
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auf  die  erste  Gleichnn^  (a),  die  Halbmesser  n,  der  brechenden  Plärlien. 
Zur  Abkürzung  werde  ich  in  den  folgenden  Formeln  die  Bezeich- 
nUDgcn  tffm,  und  t^  und  cbenfio  diejenigen,  welche  hierans  dnrrh 
Veränderung  des  Index  entstehen,  beibehalten,  worunter  jedesmal 
die  durch  die  vorhergehenden  Ausdrucke  bestimmten  Werthc  zu 
verstehen  sind. 

In  Bezug  auf  den  Hacptstrahl  folgt  aus  (k)  von  Nro.  53 

±  =  ^  ilA 

9.  f^ 

mithin,  wenn  man  hierin  statt  Yi  und  V,^,  ihre  Werthc  aiLs  fa) 
Hnbstituirt, 

X ^gä 


1    ^  'S'. 


cm 


Die  Entfernung  des  Bildes  von  dem  Yercinigun^spHnkte  der 
Hauptsirahlen  wird  vermuge  (a)  und  (c)  von  Xro.  56  mit  Hücksiclit 
nur  die  obige  Gleichung  (h): 

Ci^-y).  =  cc-c),,.  =  iH!L^s£i- (0) 

Verwechselt  man  bierin  [uj'  mit  Ui  [Ui-i]^' ,  so  erhält  man  daraus 
_   ^fff-fr  fg°.       (5 

Femer  giebt  die  erste  Gleichung  (n)  durch  Elimination  von  tg  a^ 
vermittelst  (oj 

-^  =  -       [»,]'  c.  <p.       

ffi  Vi  t.  t,  ig—g\ 

Wir  haben  in  (c)  von  Nro.  62  gesehen,  dass  (g  —  ^)i  die  Ent- 
fernung des  letzten,  im  Instrumente  entstehenden  Bildes  vom  Durch- 
schnittspunkte der  einfallenden  Hauptslrahlen  im  Auge  ist,  welche 
daselbst  mit  (c)/  bezeichnet  wurde;  dass  ferner  g,  die  Entfernung 
jenes  Durclischniltspunkles  von  der  letzten  brechenden  Fläche  des 
Instrumentes  ausdrückt,  vorausgesetzt,  dass  i  auf  diese  F'läche  be- 
zogen wird.  Sind  daher  ig — gy,  und  die  sämmtlirhen  ri.  mit  Aus- 
nahme des  letzten,  gegeben,  so  bestimmen  die  Formeln  (p)  und  fq) 
diejenigen  Werthe  von  «i  und  g.^  welche  dem  gegebenen  Werlhe 
von  ig  —  g\  entsprechen. 

Nubstituirt  man  in  der  identischen  Gleichung 
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gtstt  rixt  und  (c^c)if  t  ihre  Werthe  aus  (o)  nnd  (o)^  M  folgt  darAns 

^^,.^     /.,,  /,,,  «=  MSiJbL  -  C.H  ^^i CO 


Fl 


1 

Da  /iti  (^.1  »=»  iti^i  der  wegen  des  Gesichtsfeldes  erforderliche 
Oeffnangshalbmesser  der  (t-f  1)^  brechenden  Fläche  ist,  so  wird 
derselbe  vermittelst  der  vorhergehenden  Formel  durch  Grössen  aus- 
gedrückt, welche  als  bekannt  angenommen  worden  sind. 

Für  die  scheinbare  Yergrösserung  bei  den  Instrumenten  der 
zweiten  Art  haben  wir  bereits  in  CD  von  Nro.  64  den  Ausdruck 
erhalten : 

„.  =  S£h^ CS) 

welcher  ebenfalls  nur  als  bekannt  vorausgesetzte  Grössen"  enthUt 
Suchen  wir  hieraus  den  Werth  von  tg  m  und  substituiren  denselben 
in  (0)  und  (p) ,  so  entstehen  dadurch  die  folgenden  Formeln ,  welche 
durch  die  scheinbare  Yergrösserung  ausgedrückt  sind : 

1  ^1  ^1   ^i 

g^  Cc\t,li  I  '     ' (*5 

VI  V\  ig — S\ 

^'  ^  (c)i  [u^r' 

In  den  vorhergehenden  Formeln  ist  <^,  als  bekannt  angenommen 
worden;  es  kann  jedoch  auch  derjenige  Werth  von  <f>^  gesucht  wer- 
den, welcher  einer  gegebenen  Yergrösserung  entspricht.  Zu  diesem 
Ende  giebt  der  Ausdruck  (s),  wenn  man  darin  statt  tgm  einen  der 
beiden  in  (e)  und  (0  gefundenen  Werthe  substituirt, 

,      cf + -'  '■  ^) 

^  ) c«o 

C¥- + « '• '-)' 

Wird  nicht  iti  sondern  Ki  als  bekannt  vorausgesetzt,  so  folgt 
aus  dem  letzten  Ausdrucke  von  <^| ,  nach  vorheriger  Yerwechselung 
von  l^  mit  Ki  <^,, 

9i  =  -r z ;; — i^  (V) 
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Die  vorhergehenden  Formeln  sind  denen  analog:.  welHie  Rtiler 
ftir  ein  Syslem  von  Liiisenffläsern  g;egeben  hat,')  und  welche  nachher 
in  die  meisten  Lehrbücher  der  Optik  iiberge|ffang;en  sind.  Er  nennt 
die  in  aliquoten  Theilen  der  Brennweiten  ausgedrückten  Oeffnungs- 
halbmcsser  der  Linsen,  rationet  aperturanan,  wofiir  im  Deutschen 
die  Benennung  Oeffiiuugsmaasse  durch  Rlrigel*)  eingeführt  wurde- 
Bei  ehiem  System  von  brechenden  Flachen  treten  an  die  Stelle  der 
Brennweilen  die  oben  mit  l  bezeichneten  Grössien,  da  sich  bei  einer 
Linse,  deren  Dicke  vernachlässigt  wird  und  deren  Hinterflache  die 
f*  des  Systems  ist,  -j^  +  7"  '"  das  Reciproke  der  Brennweite  ver- 
wandelt. '"' 

Im  ^Vllgemeinen  können  wir  aber  über  diese  Formeln  die  fol- 
genden Bemerkungen  machen.  Sobald  man  die  Abweichtuigeo  wegCT 
derCestalt  ausserhalb  der  Axe  vernachlüssigt ,  wie  es  in  den  bisher 
gebräuchlichen  Näherungsformelu  geschah,  so  entsteht  die  Besorgniss, 
dass  jene  unbekannten  Abweichungen  allzu  bedeutend  werden  möchten, 
wenn  die  brechenden  Flächen  die  wegen  des  Gesichtsfeldes  erforder- 
lichen Oeffniingen  erhalten.  Der  Zweck  jener  Formeln  ist  daher 
hauptsächlich  der,  dass  man  durch  die  mit  (u)  und  (v)  bezeichneten 
Ausdrücke  in  den  Stand  gesetzt  wird,  die  Einrichtung  des  Instru- 
mentes GO  zu  treffen,  dass  bei  keiner  brechenden  Fläche  die  OelTnung 
einen,  als  zulässige  Grenze  angenommenen  Theil  ihres  Krümmungs- 
halbmessers übersteigt  und  demungeachtet  ein  möglichst  grosses 
Gesichtsfeld  erhalten  wird.  Berücksichtigt  man  dagegen,  wie  es 
bei  den  folgenden  Untersuchungen  geschehen  wird,  die  erwähnten 
Abweichungen  und  berechnet  ihre  Grösse  in  den  einzelnen  Fällen, 
KO  fällt  Jene  Besorgniss  weg,  und  es  zeigt  sich  bei  der  Ausübung, 
dass  oft  gerade  solche  Einrichtungen  den  Vorzug  verdienen,  bei 
welchen  die  in  aliquoten  Theilen  der  Krümmungshalbmesser  ausge- 
druckten Oeffnungen  grössere  Werthe  erhalten.  Die  erwähnten 
Formeln  können  daher  nur  zu  vorläufigen  ITeberlegungen  in  Bezug 
auf  die  Einrichtung  der  Instrumente  gebraucht  werden,  das  Nähere 
dagegen  muss  den  Untersuchungen  über  die  dabei  in  Betracht  kom- 
menden Abweichungen  vorbehalten  bleiben. 

■)  Dioplricu.    Pars  1.  pig.  208. 
■)  Analyliiche  Dioprrik.    Pig.  1». 


y 
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IVftltere  BetracHtmis  der  AbweleltiiiiffMi« 


Die  Probleme  der  höheren  Ordnungen  beziehen  sich  aaf  die 
Aendemngen,  welche  die  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  gefnndenen 
Resultate  darch  die  Abweichnngen  der  Strahlen  erleiden ;  es  ist  daher 
nothwendig ,  dass  wir  uns  mit  den  letzteren  näher  beschäftigen.  Zn 
diesem  Zwecke  müssen  wir  die  oben  erhaltenen  Gleichungen  der  ge- 
brochenen Strahlen  wieder  vornehmen  und  ihnen  eine  zur  Rechnung 
bequemere  Gestalt  geben,  sodann  die  Modificationen  suchen,  welche 
die  Verbindung  des  Instrumentes  mit  dem  Auge  und  die  genaue 
Einstellung  von  beiden  in  jenen  Gleichungen  hervorbringen,  worauf 
sie  mit  Leichtigkeit  auf  die  Instrumente  der  ersten  und  zweiten  Art 
angewandt  und  die  in  den  verschiedenen  Fällen  entstehenden  Ab- 
•veichungen  bestimmt  werden  können. 

Gleichungen   der  gebrochenen  Strahlen  mit  Rücksicht  auf 

die  Abweichungen. 

683  Nach  (b)  von  Nro.  34  sind  die  Gleichungen  des  Haupt- 
strahles, wenn  man  seine  Lage  nur  in  der  Nähe  des  letzten  Bildes 
betrachtet, 


0t 


K,.,,/_^(^),  r 


+  Q.K\f\ 
ari  =  0 

Femer  haben  wir  in  (c)  von  Nro.  35  die  Gleichungen  des  all- 
gemeinen farbigen  Strahles  gefunden,  wenn  seine  Lage  ebenfalls 
nur  in  der  Nähe  des  letzten  Bildes  betrachtet  und  der  Ursprung 
der  Coordinaten  y-,  und  xi  in  dem  dazu  gehörigen  Hauptstrahle  an- 
genommen wird.  Da  wir  von  diesen  Gleichungen  häufig  Gebrauch 
machen  werden,  so  schreibe  ich  statt  der  zusammengesetzten  Coef- 
ficienten,  welche  darin  enthalten  sind,  zur  Abkürzung  einfache  Buch- 
staben, ich  setze  nämlich 
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L  =  Jt,  +  (L).  a4 
M=>  iü,  -f  (Jtf).  A-1 
JV=  JV,  +  (AO.  A-i 

«'1 

«=:«,  +  2{8),  A—  =  S;  -  «T.  A-/  ....    et» 

■  * 

r=  17. 

T=  T.  —  {ul  aI 

i 5_ 

Bemerkt  man  ausserdem^  dass  Xi ,  ^i ,  K*,  and  <6|  den  Index  1, 
Fi ,  ^, ,  VI ,  Xi ,  2(i  und  «i  dagegen  den  Index  t  haben ,  so  kann  man  den 
Index  weglassen,  da  hierdurch  keine  Zweideutigkeit  zu  befürchten  ist 

Auf  diese  Art  bekommen  die  allegirten  Gleichungen  die  Gestalt : 

'+  T<f,  i,  +  /^  »,»  +  Wf*  J» 

L  (k*  + 1»)  :*  +  jif  i:  t<j>  +  NXf* 

Wegen  der  folgenden  Rechnung  ist  es  bequem,  die  recht- 
winkeligen Coordinaten  lIL  und  Y  in  Polarcoordinaten  zu  verwandeln. 
Nennen  wir  ohne  Rücksicht  auf  die  Abweichungen 

R  die  auf  die  Ebene  der  xy  projicirte  Entfernung  zwischen  den 
Durchschnittspunkten  des  Hauptstrahles  und  des  allgemeinen 
farbigen  Strahles  mit  der  ersten  brechenden  Flache, 

9  den  Winkel,  welchen  R  mit  der  Axe  der  y  macht, 
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folglich 


80  ist        it  =  Rco»^ 
Jt  =  Rfin^ 

{]t*  +  f*)  f  ^  R*  cos  9 
(3f»-|-^)i  =  R**m9 

^1^  =  R*tm9cot9 

X»  +  (^ + Ä^)»  =  Ä»  +  Ä»  <j>»  +  «Ä  A>  CO*  * 

L+  4Ä»  Ä»  «f »  CO»*  *  J 

-I- A<PL+ 4/1»  üC»^«  CO*»  v  J 

"""'^L+4Ä«Ä*<j>»co*«»  J 

^Reo*v[R*-hK*<p*+2RK^co»v] 
+  KflR*-i~»RK(peotv} 

=  R  »inv  lR*  +  K*<f>*+SRK(f>  eo»  v\ 

Durch  Substitation  dieser  Werthe  verwandeln  sich  die  Glei- 
chungen (c)  in  die  folgenden : 

'  LR*  cot  V  +  Jf  Ä« <J>  fy  +  ""'^  v)  +  OR<(>*eo»v 

I A  CO*  ?PL_|_  4/|,  Ä,  ^,  CO*»  V  J 

F  ^    ,  1^  .  rÄ*+«il»Ä*<j>'+4(Ä»+Ä*.f')/lÄ<j>  co*»rii 

V»l         f"*"^^L+4il»Ä»<j>»co*»v  J 

i-f  'S  A  CO*  v^v  +  '  -A  t^o«  v  Jv* 

I,   ,,,    ( A CO« V [Ä* 4- X» 9>»  +  2R K<p cot v] 

F  *^  *"  I  +  Ä  .^  [Ä»  +  «Ä  A>  CO*  v] 


I  ^  ^"  '*"  * L+  4««  Ä» .))»  CO*»  tf. 

4- /Sr  A  *i»  tfra» + •  A  *m  va»> 

1+  UR*invd*[R*+K* <f>*  4-SAiCf  co* v] 


C09 
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^H  Druckt  man  die  Potenzen  und  Prodiicte  der  fri^onometrischen 

^H  Fonctionen  von  ¥  durch  tri^nomelrische  Functionen  der  Vielfache 

^H  von  <F  aus,  so  ist 

^1  9  cox*  ¥  =  1  +  cos  S  7 

^M  4  cos^  f  =  3  CO«  ¥  4-  CO«  3  ¥ 

^M  9  sin  <¥  cos  ¥  ^  sin  i  f 

^M  4  »in  W  cos'  W  =  sin  f  +  «tn  3  * 

^H  Hierdurch   nelimen  die  Gleichungen  (d)  die  Gestalt  an: 

^H  iLR*cosW-\-  MR*<p(l-\~~  co«2¥^+  ORqs'co»* 

^^  Ij 


r« 


'^^|-(-«R'Kqt(R'+«K>')co«2'F  +  B  "" 


SRSvcosf-\-sR3v' 
Uav\iR'K^-i-R{R*  +  ^K'f, 

'+  Ti|i  Jv  +  /qi  3»-*  +  W^^dv 


R''K*qi*C0«3f   j 

R'K-pco*«*]! 


(Ti-O- 


I 


LB.*  tinv  +  -s-R''P »ini'V  +  NR  f* sinV 

-.  (R(R» +  3R' K»  f»  +  K>*)  »Hl  * 
^^f  +  ÄR^Kif  (R'  +  K"<p*)MJi8¥+R»K>*«m3'J' 
+  8  R  J  V  »m  ¥  +  «  R  J  V»  «in  ¥ 
4- 1/ av  ( R  (R* -l-K.»  ^»jÄÜil' 4- R»K^  »in gW] 

Die  vorhergehenden  Formeln  sind  sümmllich  unter  der  Voraus- 
setzung entwickelt,  dass  ( ^J  eine  Grösse  von  derselben  Ord- 
nung wie  A —  ist,  deren  Potenzen  und  Producte  in  andere  Ah- 
weichnngen  vernachlässigt  werden  können,  Wenn  jedoch  g,  nicht 
bedeutend  gross  ist,  so  wird  (4 — g)  ehenralLs  eine  kleine  Grösse 
jener  Ordnung.  Nach  der  Bemerkung,  welche  am  Ende  von  Nro.  5 
gemacht  wurde,  ist  es  leicht,  die  Formeln,  welche  sich  auf  iHe 
letztere  Annahme  beziehen,  ans  den  vorhergehenden  abzuleiten,  in- 
dem hierzu  weiter  nichts  erforderlich  ist,  als  den  gemeinschaftlichen 
Factor  s.  ia  g,^  sodann  in  den  von  (s  —  g),  abhängenden  Ghedern 
( ^1   mit  f — ,}.  *"  verwechseln   und  dem  Ausdrucke  von  y. 

das  Glied  g^  {~~r^j  f-  zuzusetzen. 
Vermöge  (m)  von  Nro.  4  ist  aber 

Da  diese  Grösse  von  f^  abhängt,  so  gehört  sie  dem  Hauptstrahk- 
an;  setzt  man  sie  daher  dem  in  (a)  gegebenen  Ausdrucke  von  y.  zu 
nnd  nimmt  die  angegebenen  Verwechselungen  vor,  so  erhält  man 


yi 


.  (f» 
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die  folgenden  Gleichungen  des  Haoptstrahles  unter  der  Voranssetzung, 
dass  (% — ^)i  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der  nicht  aufgehobenen 
Abweichungen  ist: 

1+  Q.  K!  <pj 

or»  =  0 

In  den  Ausdrucken  der  Seitenabweichungen  muss  in  diesem 
Falle  der  gemeinschaftliche  Factor 

s  mit  g 

verwechselt  werden,  daher  es  unnöthig  ist,  jene  Ausdrucke  von 
Neuem  zu  schreiben. 

Sollen  diejenigen    Glieder    beibehalten    werden,    welche  aus 

Prodacten  von  ( ^j  in  Abweichungen  bestehen,  so  kann  diess 

vermittelst  der  in  (a)  von  Nro.  34  und  (b)  von  Nro.  35  gegebenen 
Formeln  geschehen,  wenn  man  sich  auf  die  Glieder  der  zweiten  Ord- 
nung beschränkt  und  den  £influss,  welchen  eine  Veränderung  in 
der  Entfernung  des  Gegenstandes  hat,  nicht  berücksichtigt. 

Wir  können  diesen  Formeln  eine  ähnliche  Gestalt  geben,  wie 
es  bei  den  Formeln  (a)  und  (c)  geschehen  ist,  wenn  wir  die  Glieder 
vereinigen,  welche  in  Bezog  auf  X^,  1^  und  tp^  einerlei  Argumente 
l^aben  and  statt  der  zusammengesetzten  Coefficienten  einfache  Buch- 
staben gebrauchen.    Zu  diesem  Ende  setze  ich 


«  =  JV.-  ^  (^!^)  |;j>^  +  (KiV-JV")J 


^  =  p,  -  ^  (5^)  i;pr+ (KP-  P'oj 

®  =  S.  -  ^  (5^)[(S),  +  CK«-(S)>.1 


•       • 
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Ferner  ist  nach  der  in  (b)  eingeführten  Bezeichnung 

Hierdurch  erhält  man  unter  jenen  Voraussetzungen  aus  (a)  von 
IVro.  34  die  Gleichungen  des  Hauptstrahles : 

^■=¥!['-^(^).]  *•+'*'!..»> 

sodann  aus  (b)  von  Nro.  35,  mit  Weglassang  des  Index,  die  Glei- 
chungen des  allgemeinen  farbigen  Strahles ,  wenn  der  Ursprung  der 

Coordinaten  y  und  x  in  dem  dazu  gehörigen  Hauptstrahle  ange- 
nommen wird: 

—  J15./+  *•  ^^*  +  f *:><{> +D  t<f>> 

^    \  g»  y  )    .    it) 

Durch  die  Verwandlung  der  rechtwinkeligen  Coordinaten  i 
und  y  in  die  Polarcoordinaten  R  und  tp  werden  diese  Gleichungen: 


(?  R»  €09  !P+  WlR^((>Cj  +  €09^  «f/J 
/  4-  Q  R*  0  +  O  R  0*  €09  «P 


€09  V\ 

(k) 


y  = /  -f  q  R*  qi  +  O  R  <p  ^^^^ 

!8R'«in«p+ÜWR'<p  9mvco9tp 
+  WR<p'«n  IF+  ©R«n  «p  j. 

Die  Formeln  (h)  und  (k)  entstehen  aus  (a)  und  (d) ,  wenn  man 
die  lateinisclien  Buchstaben  L,  M,  N^  O,  P,  8^  T  mit  den  corre- 
spondirenden  deutschen  Buchstaben  verwechselt  und  in  dem  inola- 
virten  Factor  von  y  das  Glied  qW(p  zusetzt,  dagegen  alle  Glieder 

weglässt,  welche  entweder  A—  enthalten  oder  zur  dritten  Ordnung 
gehören.  * 

Seitenabweichungen. 

eo)  Wir  können  aus  den  Formeln  der  vorhergehenden  Nummer 
.sogleich  mehrere  bemerkenswerthe  Folgerungen  ziehen. 
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In  Nro.  47  wurde  g^fanden,  dass  alle  Strahlen,  welche  von  H 
demselben  leuchtenden  Punkte  ausgehen,  nach  der  {'"Brechung  sich  1 
selbst  und  roIjs:Iich  auch  den  Hauptslrahl  in  demjenigen  Punkte  durch- 
schneiden, dessen  Abscisse  gleich  g^  ist,  wodurch  in  jeiieui .Punkte 
ein  Bild  des  leuchtenden  Punktes  entsteht.  Dieses  Resultat  ist  jedoch 
nur  in  so  fern  richtig,  als  die  Ahweichungen  vernachlässigt  werden, 
nnd  die  Gleichungen  Cc)  zeigen ,  dass  mit  Berücksichtigung  dieser 
die  Strahlen  sich  nicht  mehr' in  einem  Punkte  schneiden.  Betrachten 
wir  nun  den  Uau|)tstrahl  als  eine  A\e,  auf  welche  die  Lage  der 
übrigen  dazu  gehörigen  Strahlen  bezogen  wird,  so  drücken  die 
Grössen  y  und  x,  welche  durch  die  Gleichungen  (c)  von  Nro.  35 
und  die  daraus  abgeleiteten  Gleichungen  (c),  fdj  und  (e)  der  vorher- 
gehenden Xummer  gegeben  sind,  die  der  Abscisse  a  entsprechende 
Entfernung  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  von  jener  Axe,  parallel 
mit  den  Axen  der  y  und  x  gemessen,  aus,  und  können  die  Seilen— 
abiceichungen  desselben  genannt  werden.  Je  kleiner  diese  bei  dem 
^^  dazu  gehörigen  Bilde  sind,  desto  mehr  nähert  sich  die  Lage  der 
^ft  Strahlen  derjenigen,  welche  sie  haben  wurden,  wenn  die  Ab-  J 
^1        weichungen  nicht  vorhanden  wären.  H 

^H  Die  Seitenabweichuugen  bestehen  aus  mehreren  Theilen,  welche     ^| 

^H'       einen  verschiedenen  Kinfiuss  auf  die  Deutlichkeit  des  Bildes  äussern     H 
^H        und  daher  eine  nähere  Betrachtung  verdienen.  H 

^«  Zuerst  haben  wir  bei  der  Entwickelunff  der  Gleichungen  der      ■ 


I 


Zuerst  haben  wir  bei  der  Entwickelung  der  Gleichungen  der 
gebrochenen  Strahlen  gesehen,  dass  diejenigen  Glieder,  welche  bloss 
X,  y  und  1^,  oder  R,  ¥  und  <p  enthalten,  von  der  Gestalt  der  brechen- 
den Flachen  abhängen.  Diese  Glieder  drücken  daher  die  Seitenalh- 
iceichwiffe»  wegen  der  Getfalt  aus.  Die  übrigen  Glieder  sind  mit 
Sv  multiplicirt  und  haben  ihren  Ursprung  in  der  Farbenzerstreuun^ 
oder  verschiedenen  Brechb&rkeit  der  farbigen  Strahlen;  man  kann 
sie  daher  die  Seilenabweichungen  wegen  der  Farben%erglreiamg 
nennen.  Sie  enthalten  theils  nur  die  ersten  Polen/,en  von  ^,  Tt 
und  tp  oder  R  und  tp,  theils  Potenzen  and  Producte  dieser  Grössen. 
Die  ersteren  Glieder  sind  von  den  Abweichungen  wegen  der  Gestalt 
unabhängig,  die  letzleren  dagegen  drücken  den  Einfluss  aus,  welchen 
die  Abweichung  wegen  der  Gestalt  auf  die  Abweichung  wegen  der 
Farbenzerstreuung  äussert. 

In  anderer  Beziehung  können  die  Seitenabweichungen  in  zwei 
Abiheilungen  gebracht  werden,  je  nachdem  sie  von  ^  unabhängig 
sind  oder  diese  Grösse  enthalten. 

Beiludet  sich  der  leuchtende  Punkt,  von  welchem  die  Strahlen 
ausgehen,  in  der  Axe  des  Instrumentes,  so  ist  i^  =  0.  In  diesem 
Falle  verschwinden  daher  alle  mit  $  multiplictrte  Glieder  und  es 
bleiben  nur  diejenigen  übrig,  welche  von  $  unabhängig  sind.  Hier- 
nach drücken  die  letzteren  Glieder  die  Seitenabweichungen  für  einen 
in  der  Axe  befindlichen  leuchtenden  Punkt  aus  und  können 
Folge  die  Beilenabteeichnngen  in  der  Axe  genannt  werden. 


I 
I 


dem  z»      M 
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Da^^cn  sind  die  von  ip  abhän^i^en  Glieder  nur  vorhanden, 
«vmin  sich  der  leuclitviide  Punkt  ausserhalb  der  Axe  befindet,  und 
iK'hmen  desto  mehr  zo,  je  ^Ö^ser  tp  ist,  d.  b.  je  mehr  sich  der 
leuchtende  Punkt  von  der  Ave  entfernt.  Jene  Glieder  bestimmen 
daher  die  Seileiiabweichungen  ausser  der  Axe.  Da  öbri^ens  die 
Ausdrücke  der  Seitenabweichungen  aus  der  Summe  der  verschiedenen 
Abweichungen  besteben,  so  gelten  diejenigen  Glieder,  welche  die 
Seitenabweichungen  in  der  Axe  ausdrücken,  auch  für  die  ausserhalb 
der  Axe  liegenden  Punkte,  und  es  kommen  bei  diesen  nur  noch  die- 
jenigen Glieder  hinzu,  welche  wir  mit  dem  Namen  der  Seitenab- 
weichungen aus.ser  der  Axe  belegt  haben. 

Nach  diesen  Distinctioncn  können  wir  nun  leicht  angeben,  zu 
welcher  Gattung  von  Abweichungen  die  verschiedenen  Gh'eder  in  den 
Ausdrücken  von  y  und  x  gehören,  wobei  wir  zur  Abkürzung  die  in 
der  vorhergehenden  Niimiuer  eingeführten  Bezeichnungen  gebrauchen 
wollen. 

Hiernach  sind  die  ernten  mit  L  multiplicirten  Glieder  jener  Aus- 
drücke die  bedeutendsten  Theile  yon  den  Seitcnabweicbiuigßn  wegen 
der  Gestalt  in  der  Axe. 

Die  beiden  folgenden  von  jf/,  O  und  N  abhangigen  Glieder 
sind  die  bedeutendsten  Theile  der  Soiteuabweichungun  wegen  der 
Gestalt  ausser  der  Axe. 

Die  vierten  mit  Q  multi|ilicirten  Gh'eder  enthalten  kleine  Cor- 
rectioncn,  welche  an  den  Seitenabweichungen  wegen  der  Gestall  in 
und  ausser  der  Axe  angebracht  werden  müssen,  um  ilire  Wcrthe 
genauer  berechnen  zu  können. 

Die  fünften  mit  dem  Coeflirienlen  S  versehenen  Glieder  sind 
die  bedeutendsten  Theile  der  Seitenabweichungen  wegen  der  Farben- 
zerstreuung  in  der  Axe. 

Die  beiden  folgenden  mit  »  und  U  multijdicirten  Glieder  enthalten 
kleine  Correctionen ,  welche  an  den  Sei  lenub weich  ungen  wegen  der 
Farbenzerstreuung  in  der  Axe  angebracht  werden  müssen,  um  das 
Quadrat  von  Sv  und  den  £inlluss,  welchen  die  Abweichung  wegen 
der  Gestalt  darauf  äussert,  zu  berücksichtigen. 

Das  achte  von  T  abhängige  Glied  in  dem  Ausdrucke  von  y  ist 
der  bedeulenste  Thcil  der  Seitenabweichung  wegen  der  Farbenzer- 
streuung ausser  der  Axe,  wodurch  der  farbige  Kand  an  den  (Jurissen 
der  Gegenstände  hervorgebracht  wird. 

Die  beiden  folgenden  mit  l  und  W  multiplicirten  Glieder  ent- 
halten kleine  Correctionen,  um  bei  der  Berechnung  des  farbigen 
Uandes  das  Quadrat  von  Sv  und  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt 
zu  berücksichtigen. 

Die  beiden  letzten  Glieder  in  don  Ausdrücken  von  y  und  x  end- 
lieb, in  denen  der  Factor  { ^J    vurkommt,    geben    die   Aende- 

runge»  an,  welche  1/ und  x  ohne  Rücksicht  auf  die   Abwcichongen 


r 
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dadurch  erleideo,  dass  die  Strahlen  nicht  gerade  in  der  Entremnng  yi 
von  der  i^°  brechenden  Fläche  betrachtet  werden,  in  welcher  das 
Bild  stattfinden  würde,  wenn  keine  Abweidiun|i;en  vorhanden  wären, 
sondern  in  einer  Entfernung  k,,  die  jedoch  so  beschaffen  seyn 
dass  (  ■  ^  1  eine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  A  —  ist.  Diese 
Glieder  sind  diejenijs^en  der  ersten  Ordnung!:,  welche  in  den  Gleichungen 
der  gebrochenen  Strahlen  vorkommen  und  gehören  daher  eigentlich 
nicht  zu  den  Abweichungen^  wir  müssen  sie  jedoch  um  deswillen 
unter  denselben  begreifen,  weil  es  erforderlich  ist,  die  iCntfernung 
der  Strahlen  von  dem  Hauptstrahle  in  der  Nahe  des  letzten  Bildes 
zu  berechnen,  diese  aber  ebenso  von  Jenen  Gliedern  wie  von  dea 
eigentlichen  Abweichungen  abhiingl,  mit  denen  sie  nach  der  gemachtea 
Voraussetzung  von  einerlei  Ordnung  sind. 

Die  Formeln  (e)  geben  uns  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Seiten- 
abweichungen durch  eine  geometrische  C'oiisfruction  zu  versinnlichen. 
Der  Ausdruck  von  y  besteht  nämlich  theils  aus  Gliedern,  die 
von  ¥  unabhängig  sind,  theils  aus  solchen,  welche  die  Cosinus 
dieser  Grösse  und  ihrer  Vielfachen  enthalten.  Dagegen  kommen  in 
dem  Ausdrucke  von  x  nur  Glieder  vor,  welche  den  letzteren  cor- 
respondircn  und  aus  den  Sinus  derselben  Winkel  mit  anderen  Coef- 
ficienten  bestehen.  Hiernach  haben  zwei  dieser  correspondirenden 
Glieder  die  Fono: 

y  ^  B  cosmlf  i 

X  =  Ä  sin  m  T  J 

Denken  wir  uns  nun  mit  den  Halbmessern  B  und  A  zwei  con- 
centrische  Kreise  construirt  und  durch  den  Mittelpunkt  derselben  zwei 
Axeo  parallel  mit  den  Axen  der  y  und  der  2-,  nehmen  wir  ferner  an, 
dass  durch  den  Mittelpunkt  eine  Linie  gezogen  wird,  welche  mit 
der  Axe  der  y  den  Winkel  m  W  einschliesst,  und  daas  von  den 
Durchschnittspunkten  derselben  mit  den  beiden  Kreisen  zwei  Per- 
pendikel respective  auf  die  Axen  der  y  und  der  x  gefällt  werden, 
so  sind  diese  Perpendikel  die  von  den  betreffenden  Gliedern  her- 
rührenden Theile  von  y  und  x.  Je  zwei  correspondirende  Glieder 
in  den  Ausdrücken  von  y  und  x  können  auf  diese  Weise  construirt 
gedacht  werden. 

Der  ganze  Werth  von  y  besteht  sodann  aus  der  Summe  der 
von  "P  unabhängigen  Glieder  und  der  durch  die  vorhergehende  Con- 
struction  erhaltenen  einzelnen  Theile,  der  ganze  Werth  von  x  da- 
gegen bloss  aus  der  Summe  der  einzeluen  Theile,  welche  die  vor- 
hergehende Construction  giebt. 

Bestände  jeder  der  Ausdrücke  von  y  und  x  bloss  aus  einem 
Glicde  von  der  in  (ai  angenommenen  Form,  dachten  wir  uns  ferner 
die   gebrochenen   Strahlen   in    der    Entfernung   »j   von   der    letzten 


I 
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brechenden  Fläche  durch  eine  auf  der  Axc  des  Instromentes  senkrecht 
stehende  Ebene  geschnitten,  so  würden  die  Durchschniltspunkte  alier 
Strahlen,  welche  auf  die  erste  brechende  Fläche  in  der  Entfernung  R 
vom  Hauptstralile  fallen,  im  Umfange  einer  Ellipse  liegen,  dereu 
halbe  Axcn  B  und  A  sind.    Die  Gleichungen  (_&)  geben  nämlich 

-S-  =  cogm  T 

-^  =  tinmW 
A 

folglich,  wenn  man  die  (Inadrate  beider  Gleichungen  addirt, 

iL 

welches  die  Gleichung  der  erwähnten  Ellipse  ist. 

Jedes  Paar  von  Gliedern  in  den  Ausdrücken  von  y  und  2:  wurde 
eine  solche  Ellipse  geben.  Wir  können  uns  daher  die  Werthe  ven 
jf  und  X  auch  aus  den  von  '¥  unabhängigen  Gliedern  und  aus  den 
Coofdinaten  der  den  einzelnen  Gliedern  zugehörigen  Ellipsen  zu- 
sammengesetzt denken. 

Bei  einigen  Gliedern  werden  A  und  B  einander  gleich,  wodurch 
sich  die  Ellipsen  in  Kreise  verwandeln. 

Abweichungen  des  Hauptstrahles. 

70J  Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  auf  ähnliche  Weise  die  Ab- 
weichungen des  Hauptstrahles  zu  bestimmen,  da  wir  denselben  als 
eine  A\e  angenommen  haben,  worauf  wir  die  Lage  der  übrigen 
Strahlen  beziehen. 

Hit  Vernachlässigung  der  zu  den  höheren  Ordnungen  gehörigen 
Gh'eder  rcduciren  sich  die  in  (a)  von  Nro.68  gegebenen  Gleichungen 
des  Hauptstrahles  auf  folgende,  welche  ohne  Rücksicht  auf  die  Ab- 
weichungen staliGnden: 

^:~^       ü       ^iT\J^Jj        ta) 

x,=  0  1 

Die  übrigen  Glieder  in  der  ersten  der  allegirten  Formeln  geben 
dje  Aenderungen  an,  welche  die  Ordinate  des  Hauptstrahles  in  der 
Nähe  des  Bildes  durch  die  Grössen  der  höheren  Ordnungen  erleidet, 
und  drücken  daher  die  Abiceicliungen  des  Haiiplatrahles  aus.  Sie 
bestehen,  ebenso  wie  die  Seitenabweichungen,  aus  verschiedenen 
Theilen. 

Diejenigen  Glieder  nämlich,  welche  Potenzen  von  *)  enthalten, 
bestimmen  die  Abweichung  des  Hauptstrahles  wegen  der  Gestalt. 

Die  von  A —  abhängigen  Glieder  geben  die  Aenderung  an ,  welche 
in  der  Lage  des  Hauptstrahles  durch  eine  Verandcning  in  der  Ent- 
fernung des  Gegenstandes  hervorgebracht  wird. 


I 

I  neuen. 

Die 

^^U   '   bestimm« 

^H      in  der  L 
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Ans  flem    bei  den    Seitenabweichangen    angegebenen    Cmtidu 

könnte  das  mit  f -j  multiplicirte  Glied,  welches  in  (a)  vorkoinmtj 

ebenfalls  den  Abweichungen  beigezählt  werden  5  da  jedoch  hier  die 
Glieder  aller  Ordnungen  in  einer  Formel  enthalten  sind^  so  ist  diese 
Dislinction  zwecklos. 

Uebrigens  müssen  wir  in  Bezug  auf  die  Farbenzerstreuung  noch 
eine  Bemerkung  machen.  In  \ro.34  wurde  nämlich  der  Haiiptstrahl  von 
mittlerer  Brechbarkeit  angenommen,  daher  unter  den  Abweichungen 
desselben  keine  vorkommen,  die  sich  auf  die  verschiedene  Brechbar- 
keit der  farbigen  Strahlen  beziehen.  Hieraus  folgt  jedoch  nicht ,  dass 
jene  Abweichungen  nicht  existiren;  sie  sind  vielmeiir  wirklich  vorhan- 
den, da  der  Hauptstrahl,  ebenso  wie  alle  übrige  Strahlen,  in  der  Natur 
aus  unzählig  vielen  farbigen  Strahlen  von  verschiedener  Brechbarkeit 
ztisammcngesetzt  ist.  Die  Folge  wird  jedoch  zeigen ,  dass  es  bequemer 
ist,  die  hierdurch  entstehenden  Abweichungen  mit  denen  der  übrigen 
Strahlen  in  einer  Formel  zu  begreifen  und  daher  unter  jenen  ver- 
schiedenen farbigen  Strahlen  den  von  mittlerer  Brechbarkeit  als 
Hauptstrahl  auszuwählen.  Die  Abweichung  des  Hauptstrahles  wegen 
der  Farbcnzcrslrcuung  ist  demnach  unter  den  Seitenabweichungen 
enthalten  und  bildet  darin  die  von  T,  t  und  W  abhangigen  Glieder, 
welche  sich  auf  den  farbigen  Rand  beziehen. 

Wollte  man  den  Hauptstraht  nicht  von  mittlerer  Brechbarkeit 
annehmen,  so  müsste  man  jene  Glieder  dem  Ausdrucke  von  jf^  zu- 
setzen, dieselben  dagegen  bei  y,  weglassen. 

hängenabweichungen. 

7J)  Wir  haben  in  Nro.  Ä  durch  f  und  g  diejenigen  Werlhe  von  ' 
y  und  s  bezeichnet,  welche  dem  Durchschnittspuukte  des  gebrocht;- 
neu  Strahles  mit  der  Ebene  der  y»  entsprechen,  für  welciie  mithin 
X  =  i)  ist. 

Zahlen  wir  nun,  wie  in  Nro.  68,  die  Coordinaten  des  allge- 
meinen farbigen  Strahles  von  dem  dazu  gehörigen  Uauptstrahle  an, 
und  bezeichnen  der  Analogie  nach  durch 

P  den  jenem  Durchschnittspunkte  zugehörigen  Wcrtli  von  jr, 
so  erhalten  wir  —  und  f  sehr  leicht  aus  den  dortigen  Gleiehungim  t  d  1, 
wenn  wir  bemerken,  dass 

g— y    _  J__  J. 
?»  9        » 

ist,  wenn  wir  sodann  in  jenen  Gleichungen 
*  =  U 
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setzen ,  aas  der  zweiten  derselben  den  Werth  von    [  —  —  —  ) 

^  S  ff  -^ 

suchen  und  diesen  in  der  ersten  Gleichung  sobstituiren. 

Hierdurch  wird 

(  L  R»  4- JM  B  qi  CO«  W  +  A^<Ji' 
J__J^_J_r  „HB'-f  KV)'  +  4(R'  +  K>»)BK^cesW-] 
fl       9      J  j'^^L+ 4  R'K'(p  Vos'*  J 

j^B'f +  (0  — iV)Rqi'co«T 
*>_  Vfl)  ,  nK^P*+*"**^>'+^tR'+K'^*)RKf«M'r|l 

r—    ,  ( -i- y »■  TL_[_ 4 R-K',ji' «(>»■¥  }\ 

j+rK<p*v[R"-|-«RKf  co*¥j 

Wären  keine  Abweichungen  vorbanden,  na  würden  alle  Strahlen 

die  Ebene  der  jf «  in  der  EntferDung  g  dorchschneiden ;  die  erste  der 

\ orhergehenden  Formeln  giebt  daher  die  Aenderung  an,  welclie  — 

durch  die  Abweichungen  erleidet,  oder  diejenige  Grösse,  welche  wir 

bei  der  früheren  Entwickelung  mit  A—  +  A'—  +  3—  +  J"!  +  5  A-^ 
^  3^      9^     9^     9^       9 

bezeichnet  haben. 

Ist  9  nicht  sehr  gross,  so  ist  nicht  allein  f 1, sondern 

auch  Cfl  —  ff)  eine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  A  — ,  deren 
Potenzen  und  Producte  in  andere  Abweichungen  nach  den  ange- 
nommenen Grundsätzen  vernachlässigt  werden.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung ist  es  daher  erlaubt,  in  der  ersten  Formel  C»)  ( ) 

/■a  —  a\  >9        ff' 

mit  —  V^~i     J  ^^^  '"  ^^^  zweiten  g   mit  g  zu   verwechseln,  wo- 
durch sich  dieselben  in  die  folgenden  verwandeln : 
{ JE,R"  +  MVif  cos  *  +  N(p' 
—      ff ' '  j.  ft  r^I*'  +  ^*  f'i'  +  4  (R*  +  K'  f')  B  K  9!.  cos  ¥1 

,   9-ff T i "^  ^^ U 4 R'K>' CO*' W  J 

^^  !  +  S  Sv  +  g  3v^  +  U  SvlR"  +  K*  f^  +  iRKf  coaW  \l 

^^  i^R'$  +  (0-iV)R*'co«'P  )<'» 

»        ^fflj-«u    rR*  +  8Il*K'*"+4(B'  +  K'?,')RK$co«'ri 

r  =  -;-','^^'^*L+-iB»KVVos'*  J 

»i+  rK^.tvlR'  +  2RK5,  cosf] 
Diese  Formeln  sind  einfacher,  als  die  Formeln  (a),  weil  sie  an- 
miUelbar  die  Aenderung  angeben,  welche  g  durrh  die  Abweichungen 
erleidet,  und  weil  der  Ausdruck  von  f  nur  Grössen  enthalt,  welche 
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als  gegeben  betrachtet  werden ,  statt  dass  in  der  zweiten  Formel  (a) 
statt  g  zuerst  derjenige  Werth  snbstituirt  werden  mass,  welcher  aus 
der  ersten  folgt.  Dagegen  ist  der  Gebrauch  der  Formeln  (b)  auf 
diejenigen  Fälle  beschränkt,  in  welchen^  nicht  sehr  gross  wird,  statt 
dass  die  in  CA)  erhaltenen  selbst  f ür  ^  =  od  noch  brauchbar  bleiben. 

Die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  f^  zeigen ,  dass  die  Strahlen, 
welche  von  demselben  leuchtenden  Punkte  ausgehen,  im  Allgemeinen 
den  dazu  gehörigen  Hauptstrahl  nicht  durchschneiden,  wie  es  der 
Fall  seyn  würde,  wenn  keine  Abweichungen  existirten.  Da  sich 
nämlich  der  Hauptstrahl  ganz  in  der  Ebene  der  y%  befindet,  so 
müsste  f^.  =  0  seyn,  wenn  jener  von  dem  allgemeinen  farbigen 
Strahle  durchschnitten  werden  sollte ,  welches  im  Allgemeinen  keines- 
wegs stattfindet.  Hiervon  sind  nur  die  speciellen  Fälle  ausgenommen, 
in  welchen  einmal  ^  =  0  und  dann  ¥  =  0  oder  ¥  =  ]r  ist,  d.  h. 
in  welchen  entweder  der  leuchtende  Punkt  in  der  Axe  des  Instru- 
mentes oder  der  einfallende  Strahl  in  der  Ebene  der  jf»  liegt 

Befindet  sich  der  leuchtende  Punkt  in  der  Axe  des  Instrumentes, 
80  reduciren  sich  die  Formeln  (a)  auf  die  folgenden : 

8        g  ~  J\+88p  +  s8v^  +  UR^8p     !    .    .    (c) 
f  =  0  i 

Dagegen  werden  die  Formeln  (b)  in  diesem  Falle 

a     9=       ^\+8  8v^s8v^+UR^  8v  )    •    •    Cd) 
f  =  0  I 

wegen  deren  Anwendbarkeit  die  oben  gemachten  Bemerkungen 
ebenfalls  gelten.  . 

Es  ist  hieraus  ersichtlich,  dass  alle  Strahlen  von  einerlei  Farbe, 
welche  von  einem  in  der  Axe  des  Instrumentes  liegenden  Punkte 
ausgehen  und  in  derselben  Entfernung  von  jener  Axe  auf  die  erste 
brechende  Fläche  fallen,  für  welche  mithin  Jfl  und  8v  gleiche  Werthe 
haben,  die  Axe  des  Instrumentes  in  einem  und  demselben  Punkte 
durchschneiden.  Die  Grösse  (g  —  ^)  drückt  die  Aenderung  aus, 
welche  die  Entfernung  dieses  Durchschnittspunktes  durch  die  Ab- 
weichungen erleidet  und  wird  die  Längenabweichung  genannt.  Da 
sie  sich  jedoch  bloss  auf  einen  in  der  Axe  befindlichen  Punkt  bezieht, 
80  werde  ich  sie  die  Längenabtoeichung  in  der  Axe  nennen.  Sie 
besteht  nach  den  vorhergehenden  Ausdrücken  aus  mehreren  Gliedern, 
welche  sich  theils  auf  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt,  theils  auf 
die  Farbenzerstreuung  beziehen. 

Das  von  L  abhängige  Glied  ist  nämlich  der  bedeutendste  Theil 
der  Längenabweichung  wegen  der  Gestalt. 

Das  mit  Q  multiplicirte  Glied  enthält  eine  kleine  Correction, 
welche  an  der  Längenabweichung  wegen  der  Gestalt  angebracht 
werden  muss,  um  sie  genauer  berechnen  zu  können. 


I 
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Das  mil  dem  Coefficientcn  5'  versehene  Glied  fst  der  bedeutendste 
Theil  der  Längenabweichun^  wegen  der  Farbenzerstreuung. 

Die  von  «  und  U  abhängigen  Glieder  endlich  enthalten  kleine 
Correctiunen ,  welche  an  der  Längenabweichung  wegen  der  Farbeii- 
zerslreuung  angebracht  werden  müssen,  um  das  Quadrat  von  Sv  und 
den  Einfluss,  welchen  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt  darauf 
äussert,  zu  berücksichtigen. 

Es  ist  daraus  ersirhthch,  dass  sehr  nahe  die  Langenabweichiing 
wegen  der  Gestalt  dem  Quadrate  von  R  proportional,  die  Längenabwei- 
rhung  wegen  der  Farbenzerstreuung  dagegen  von  R  unabhängig  ist. 

Nach  demjenigen,  was  wir  oben  entwickelt  haben,  können  wir 
die  Benennung  Längenabiceichung  in  dem  Sinne,  dass  darunter  der 
irnterschied  zwischen  den  Vereinigungsweilen  der  Strahlen  mit  und 
ohne  Rücksicht  auf  die  Abweichungen  verstauden  wird,  nicht  auf  den 
allgemeinen  Fall  ausdehnen,  in  welchem  sich  der  leuchtende  Punkt 
ausserhalb  der  Axe  des  Instrumentes  befindet,  weil  alsdann  der 
Hauptstrahl  an  die  Stelle  der  Axe  gesetzt  werden  raüsste,  dieser 
aber  nicht  von  allen  dazu  gehörigen  Strahlen  durchschnitten  wird. 
Will  man  daher  die  Benennung  LangetiaÖireichung  allgemein  ge- 
brauchen, so  kann  man  darunter  den  durch  die  Formeln  (a)  und  (b) 
gegebenen  VVerlh  von  C3 — ff)  verstehen.  Um  jedoch  die  Lage  des 
Strahles  vollständig  zu  bestimmen,  ist  ausser  jener  Grösse  die  Kennt- 
niss  von  f  erforderlich,  dessen  Werth  durch  die  allegirten  Formein 
ebenfalls  gegeben  ist. 

So  wenig  die  von  demselben  leuchtenden  Punkte  ausgehenden 
Strahlen  im  Allgemeinen  den  dazu  gehörigen  Hauptstrahl  durch- 
schneiden, wenn  jener  Punkt  ausserhalb  der  Axe  liegt,  eben  so  wenig 
findet  dieses  bei  den  übrigen  Strahlen  unter  sich  statt.  Wir  werden 
uns  in  der  Folge  mit  ihren  Duschschnitten  noch  naher  beschädigen, 
gegenwärtig  wollen  wir  dieselben  nur  bei  denjenigen  Strahlen  suchen, 
bei  welchen  R  unveränderlich  ist  and  ¥  der  Reihe  nach  die  Werthe  0^ 
-|-,  IT  und  -g-  «  erhält.  Zu  diesem  Ende  bringe  ich  die  Gleichungen 
(<h  von  Xro.  68  unter  die  Form : 

y^   lA-\-Rcoa'¥+Ccot''W-^Dcot*'V    \ 

1  £ -H  F  CO«  *  4- G  CO«' «t 


iE-\'FcosW-{-Gci 


fel 


Setzt  man  hierio  zuerst  ¥  =  0,  dann  ip  =  k,  so  wird  für  den 
ersten  Werth 

,=Zi[.,+B+c+«+<i-i)i,];  .  .  <n 

x=0  '  ' 
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und  fnr  den  zweiten  Werth 

Vi 


x  =  0 


,    [A-B+C-D-j(j^r)Ry,  ^^^ 


Die  beiden  Strahlen,  welchen  die  Gleichan^^en  (f)  nnd  Cg)  zu- 
gehören ,  liegen  in  der  Ebene  der  y  z  und  durchschneiden  sich  daher 
nothwendig.    Um  ihren  Durchschnitt  zu  nnden ,  müssen  wir  die  beiden 
Ausdrucke  von  y  einander  gleich  setzen.    Diess  giebt,  wenn 
z,  die  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  bezeichnet  ^ 

Setzen  wir  femer  in  (e)  zuerst  w  «a  ^  und  dann  w  =«  ~  j 
80  giebt  der  erste  Werth 

der  zweite  Werth  dagegen  g^ebt 

'  Die'  beiden  Strahlen ,  welchen  die  Gleichungen  (i)  und  (k)  zu- 
gehören,  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  der  in  der  Ebene  der  yz 
liegt.    Setzt  man  nämlich  x  s=z  o  und  bezeichnet  durch  ' 

Zff  die  Abßcisse,  welche  diesem  Werthe  von  x  entspricht, 

so  erhält  man  aus  jed^m  Paare  jener  Gleichungen  dieselben  Werthe 
von  y  und  z,,^  nämlich 

i__±_£.     '•   •  • '" 

z„       g        JR 

woraus  folgt,  dass  z^p  die  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  beider 
Strahlen  ist. 

Die  durch  die  Gleichungen  Ch)  und  (I)  erhaltenen  Werthe  von 
z,  und  z„  sind  die  Yereinigungsweiten  beider  Paare  von  Strahlen 
mit  Rücksicht  auf  die  Abweichungen.  Um  sie  durch  bekannte  Grössen 
auszudrücken,  ist  weiter  nichts  mehr  erforderlich,  als  die  Werthe  von 
A,  D  und  E  zu  substituiren.  Wir  müssen  hierbei  bemerken,  dass 
nach  der  in  (e)  angenommenen  Form  B  und  D  die  Coefficienten  von 
cos  If  und  cos^  ¥  in  dem  inclavirten  Factor  des  Ausdruckes  von  y . 
E  dagegen  den  Coefficienten  von  sin  W  in  dem  inclavirten  Factor 
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des  ßorres|iondirenden  An()dnickea  von  x  bezeichnet,   wobei  jedocli 
die  von  ( ^J  abbän^igcn  Glieder  noberücksichligt  bleiben. 

Hierdurch  geben  die  Gleichungen  (h>  und  (0   in  Verbindung 
mit  (d)  von  Kro.  68: 

I  +1/3.  (ff  +3Ä>*>) 
[  LÄ'  +  JV»' 

|  +  0(fl'  +  aff  J£'»'  +  K'»'i 

1+83).  +  I»v' 

1  +1/3  »(ff +  «•«■) 

Nehmen  wir  das  arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Wertbe  von 
ind  bezeichnen  dasselbe  dnrcb  — ■,  so  ist 

cff  +  (Oi^^"  ) 


K»*»  +  3K»**) 


I 


für  die 


Diese  Formel  drückt  daher  den  mittleren  Werth  von  - 
Vereiöigungspunkte  der  beiden  Paare  von  Strahlen  aus,  für  welche 
bei  unverändertem  Wcrtlie  von  R  einmal   W  =<  0  and  T  =  » ,   und 


-  nnd  9  = 


-ist. 


Abweichungen  hei  den  Instrumenten  der  ersten  Art. 

7i)  Wir  haben  in  Nro.  60  die  optischen  Werkzeuge  in  zwei 
Classen  getbeilt  und  zu  der  ersten  derselben  diejenigen  gerechnet, 
bei  welchen  ein  Biid  des  Gegenstandes  auf  einer  Projectiousebene 
entworfen  wird ,  die  senkrecht  auf  der  Axc  des  Instrumentes  steht. 
Bei  diesen  Instrumenten  finden  die  Formeln  von  Nro.  68  an- 
mittelbar  ihre  Anwendung.    Nennen  wir  nämlich 

s, ,  oder  s  nach  der  in  jener  Nummer  gebraachten  Bezeichnung, 

die  Entfernung  der  Projectionsebene  von  der  letzten  brechenden 

Fläche,  vor  derselben  angenommen, 

so  ist  Xi  die  gemeinschaftliche  Abscisse  der  DurchRchnittspnnkte  aller 

Strahlen  mit  der  Projectionsebene,  welche  von  g^  nur  um  eine  solche 

Grösse  verschieden  seyn  kann,  dass  entweder  t ^  J  oder  C« — ff]. 

von  derselben   Ordnung  wie  A —  ist,  da  das  Bild  des  Gegenstandes 
auf  die  Projectionsebene  fallen  soll.    Die  allegirten  Formeln  geben 
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daher  die  Coordinaten  des  Durchschnittes  des  Hanptstrahles  mit  der 
Projectionsebene  und  die  Seitenabweichun^'n  der  übri|2:en  dazu  ge- 
hörig:en  Strahlen,  weiche  auf  der  Projectionsebene  parallel  mit  den 
Axen  der  y  und  x  stattfinden. 

Ahweichutigen  bei  den  Ii/s/rutnenten  der  zweiten  Art,  wenn  sich 
das  Auge  unveränderlich  in  der  Axe  derselben  befindet. 

73^  Zu  den  lastruinenten  der  zweiten  Art  haben  wir  in  Nro.  60 
diejenigen  gerechnet,  bei  denen  die  Lichtstrahlen  nach  der  letzten 
Brechung  unmittelbar  in  das  hinler  denselben  befindliche  Auge  fallen. 
Soll  das  Auge  durch  ein  solches  Instrument  deutlich  sehen,  so 
müssen  beide  so  eingerichtet  seyn,  dass  das  letzte  Bild,  welches 
nach  den  verschiedenen  Brechungen  im  Auge  entsteht,  auf  die  Netz- 
haut fällt.  Es  ist  daher  nothwcndig,  die  Durchschnittspunkte  der 
Strahlen  mit  der  Netzhaut  zu  suchen,  um  die  Abweichungen,  welche 
auf  derselben  stattfinden,  auf  eine  ahnliche  Weise  zu  bestimmen,  wie 
CS  bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art  in  Bezug  auf  die  Projections- 
ebene geschehen  ist. 

Obgleich  die  brechenden  Flächen  im  Auge  und  die  Xetzhaat, 
strenge  genommen,  nicht  alle  sphärisch  sind,  so  können  sie  doch  bei 
dieser  Untersuchung  um  deswillen  als  Kugelflächen  vorausgesetzt 
werden,  weil  die  im  Auge  entstehenden  Abweichungen  nur  klein  und 
mit  denjenigen  von  einerlei  Ordnung  sind,  welche  durch  die  Oculare 
hervorgebracht  werden.  Aus  demselben  Grunde  ist  es  auch  erlaubt, 
hierbei  den  Umstand  unberücksichtigt  zu  lassen,  dass  die  Crystall- 
Linse  aus  unzahlig  vielen  Schichten  von  veränderlicher  Gestalt  und 
Dichtigkeit  betiteht,  welcher  Umstand  nur  dann  der  Rechnung  unter- 
worfen werden  könnte,  wenn  das  Gesetz  bekannt  wäre,  wonach 
beide  sich  abändern,  wenn  man  von  einer  Schichte  zur  folgenden 
übergeht.  Ich  betrachte  daher  die  Crystall-Linsc  als  eine  homogene, 
von  sphärischen  Flächen  begrenzte  Masse. 

Nimmt  man  nun  zuerst  wie  in  Nro.  62  an ,  dass  sich  das  Auge, 
ohne  seinen  Ort  zu  %-erändern,  in  der  Axe  des  Instrumentes  befindet, 
so  können  beide  zusammengenommen  als  ein  System  von  sphärisrhcn 
brechenden  Flächen  angesehen  werden,  auf  welches  daher  die  For- 
meln von  Nro.  68  anwendbar  sind,  wenn  mau  sie  auf  sanimtliclie 
Flächen  im  Instrumente  und  Auge  ausdehnt. 

Bezeichnen  wir  durch 

Si  die  auf  der  Axe  gemessene  Knffernung  der  Netzhaut  von  der 

letzten  brechenden  Fläche  im  Auge,  vor  derselben  angenommen  j 

verlegen  wir  ferner  den  Ursprung  der  Coordinaten   in  den  Scheitel 

der  Netzhaut,  d.  h.  in  denjenigen  Punkt,  in  welchem  die  Axe  die 

Netzhaut  durchschneidet ,  und  nennen 

«'  die  von  diesem  Ursprünge  an  gezählte  Abscisse, 


I 
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80  muss  in  den  Gleichim^en  der  gebrochenen  Stralden  »i  mit  C'  +  sOi 
vcrwediselt  werden,  um  sie  auf  den  nvucn  Ursprung  zu  reduciren. 
Ausserdem  können  wir  bemerken,  dass  jene  Gleichungen  nur  ge- 
braucht werden,  um  die  Durchsdinittc  der  Strahlen  mit  der  \etzhaut 
zu  bestimmen.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  wegen  der  Kleinheit 
des  Gesichtsfeldes,  welches  das  Instrnment  gestattet,  sf  eine  kleine 
Grösse,  die  von  der  Krümmung  der  Netzhaut  innerhalb  des  »uf  der- 
selben entstehenden  Bildes  abhängt  und  mit  den  Abweichungen  im 
Auge  und  den  nicht  aid'^eliobenvn  Abweichungen  des  Instrumentes 
von  einerlei  Ordnung  ist.  Vernachlässigt  man  daher,  so  wie  es  bisher 
geschehen  ist,  die  Potenzen  und  Froducte  jener  Abweichungen,  so 
kann  ein  Gleiches  auch  in  Bezug  auf  «'  stattlinden.  Dieses  voraus- 
gesetzt, bringe  ich  die  in  tb)  von  Nro,  34  und  CO  von  Xro.  35  ge- 
gebenen Gleichungen  des  Hauptstrahles  und  des  ailgemeiuen  farbigen 
Strahles  unter  die  Gestalt : 


=  0 


(«) 


— J  muUipIicirten  Glieder  von 


wobei  (y),  (i/),  (x)  und  die  mit  (  — 

der  Ordnung  der  nicht  aufgehobenen  Abweichungen  sind,  so  dass 
die  Producte  derselben  in  «'  vernncidässigt  werden.  Hiernach  ver- 
wandeln sich  die  Gleichungen  (a]  durch  die  Verwechselung  von  s^ 
mit  C>  -|-  sOi  >t)  die  folgenden : 

(b) 


-a-ü] 


Der  Ursprung  der  Coordinatcn  y.  nnd  ^r^  ist  in  dem  Hauptstrahle 
angenommen;  legen  wir  ihn  in  die  A\e  des  Instrumentes  und  be- 
zeichnen, so  wie  es  früher  geschehen  ist,  die  Coordinaten  in  Bezug 
auf  den  letzteren  Ursprung  mit  y.  und  ar^ ,  so  ist 

y>  =  j'i  +  y.  ( 

' Cc) 
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Die  Gleichungen  (e)  bestimmen  die  La|i^e  des  allgemeinen  farbigen 
Strahles  in  der  Nähe  des  auf  der  Netzhaut  entstehenden  Bildes, 
wenn  man  darin  die  in  (b)  gefundenen  Werthe  substituirt. 

Wir  müssen  jetzt  die  Gleichung  der  Netzhaut  suchen.  Da  die- 
selbe als  eine  sphärische  Fläche  betrachtet  wird,  deren  Mittelpunkt 
in  der  Axe  des  Instrumentes  liegt  und  deren  Scheitel  mit  dem  Ur- 
sprünge der  sf  zusammenfällt,  so  ist,  wenn 

X  den  als  constant  vorausgesetzten  Krümmungshalbmesser  der 
Netzhaut  bezeichnet,  und  ihre  Concavität,  ebenso  wie  bei  den 
brechenden  Flächen ,  nach  der  Richtung  der  positiven  Abscissen 
angenommen  wird, 

die  Gleichung  der  Netzhaut 

Nach  dem  oben  Gesagten  werden  aber  die  Potenzen  von  sf  ver- 
nachlässigt, die  vorhergehende  Gleichung  giebt  daher 

z!  =  ^pL (d) 

«sc 

Der  Durhschnittspunkt  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  mit 
der  Netzhaut  liegt  in  beiden  zugleich;  die  Gleichungen  (c)  und  Cd) 
finden  daher  in  Bezug  auf  denselben  zu  gleicher  Zeit  statt,  und  es 
ist  nur  erforderlich,  aus  ihnen  dieAbscisse  %i  zu  eliminiren,  um  die 
Coordinaten  y,  und  Xi  jenes  Durchschnittspunktes  zu  erhalten. 

Zuerst  giebt  die  Gleichung  (d),  wenn  man  darin  statt  der  Coor- 
dinaten die  in  (c)  gegebenen  Werthe  substituirt, 


tf   f 


*'      r» 

Die  Gleichungen  (b)  zeigen  aber,  dass  nur  in  yi  ein  Glied  der 
ersten  Ordnung  vorkommt,  nämlich 

Vi 

Vi 

Die  übrigen  Glieder  von  y-,  sind  ebenso  wie  y-,  und  Xi  von  der 
Ordnung  der  nicht  aufgehobenen  Abweichungen.  Da  nun  nach  den 
angenommenen  Grundsätzen  die  Potenzen  der  letzteren  und  ihre 
Producte  in  f^  vernachlässigt  werden,  so  reducirt  sich  der  vorher- 
gehende Ausdruck  von  %(  auf  den  folgenden : 

,.  _  iL  _    ^'  ^'  f'  fe^ 

4x  «  Vi  X 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Abscisse  des  Durchschnittsponktes 
zwischen  dem  allgemeinen  farbigen  Strahle  und  der  Netzhaut«  Eis 
ist  daraus  ersichtlich,  dass  jene  Abscisse  von  Y^  und  ^^  unabhängig 
und  daher  für  sämmtliche,  von  demselben  leuchtenden  Punkte  aus- 
gehende Strahlen  einerlei  ist,  wenn  nur  diejenigen  Glieder  berück- 
sichtigt werden,  welche  wir  nach  den  angenommenen  Grundsitzen 
beibehalten. 
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Dnrch  Substitution  iIpb  in  fe)  erlialtcnen  Wt'rlhes  von  5' 
«tehen  ruh  den  G)eiolnin|!;en  (b)  die  folgenden: 

.r.  =  t»  \ 

Vermöge  der  Gleichungen  (c3  geben  die  in  (O  ^ffefundcnen 
Werllie  die  CoordinHlen  (y,~{-p\)  tiiid  (jfi-{-j"0,  welche  dem  üiirch- 
schnitlspunktc  des  allgemeinen  farbigen  Slraiiles  mit  der  Netzhaut 
zugehören.  Dagegen  entsprechen  die  in  if)  erhallenen  Werlhe  von 
y,  nnd  x-,  dem  Durcb-schuitts|mnklc  des  Il«uptstrahles.  weil  die 
Abscis,se  z'  für  sümmllicbe  von  dem^nelbeu  leuchtenden  Punkte  aus- 
gehende Strahlen  einerlei  ist.  Üb  hieniueli  die  Uurchschnillspimktc 
des  allgemeinen  farbigen  Strahles  und  des  Hauplslrahtes  mit  der 
Netzhaut  nunmehr  bestimmt  sind,  so  können  daraus  die  Seiten- 
abweichungen des  erstereii  leicht  gefunden  werden.  Schätzen  wir 
ihre  Grösse  nach  dem  Unterschiede  der  Coordhiaten  jener  Durch- 
schnittspuukle ,  so  sind  ihre  Werlhe 

iy.-^y>^~y.  =  y-. 

iX.-{-X^  —  Xi  =  Xt 

woraus  folgt,  da.<is  die  beiden  letzten  Formein  (fl  unmittelbar  die 
Seitenabweichungen  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  auf  der  Netz- 
haut ausdrücken. 

Wir  können  jedoch  die  Seitenabweichungen  noch  anf  eine  andere 
Weise  bestimmen.  Denken  wir  nns  nämlich  in  der  Ebene  der  ya. 
in  welcher  der  Mauptstrahl  liegt,  einen  grössten  Kreis  auf  der 
Netzhaut  gezogen  und  auf  denselben  ein  l'erpendikel  aus  dem  Diirch- 
srhnittspunkte  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  gefüllt,  welches 
ebenfalls  der  Bogen  eines  grössten  Kreises  ist,  so  können  wir  dieses 
Perpendikel  nnd  den  zwischen  seinem  Fusspunkte  und  dem  Durch- 
schnitte des  Ifauptstrahles  liegenden  Bogen  des  in  der  Ebene  der  jf« 
gezogenen  grössten  Kreises  als  rechtwinkelige  s|ihärisrhe  Coorifi- 
naten  r,  nnd  ij,  betrachten,  dnrch  welche  die  Lagt  der  beiden  Durch- 
schnittspunkte gegen  einander  bestimmt  wird  und  Hplrlie  daher  die 
auf  der  Oberflaehe  der  Netzhaut  gemessenen  Seitenabweichungen 
des  allgemeinen  farbigen  Strahles  angehen. 

Da  die  Ebene  der  y%  die  Oberfläche  der  Netzhaut  senkrerhi 
durchschneidet   und  die  Coordinaten  r,  ttnd  w,  sehr  klein  sind,   ko  ist 

VI* 
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leicht  eineuseben,  dass  das  sphärische  Perpendikel  Vi  von  dem  durch 
die  letzte  Formel  (f)  gegebenen  geradlinigen  Perpendikel  Xi  nur  um 
eine  Grösse  verschieden  ist,  iv eiche  nach  den  angenommenen  Grund- 
sätzen vernachlässigt  wird,  und  dass  die  Fusspunkte  von  beiden 
nur  um  eine  solche  Grösse  von  einander  entfernt  sind;  9i  kann 
daher  mit  der  geraden  Linie  verwechselt  werden ,  welche  zwischen 
dem  Durchschnitte  des  Hauptstrahles  und  dem  Fusspunkte  des  Per- 
pendikels Xi  liegt. 

Die  rechtwinkeh'gen  Coordinaten  dieses  Fusspunktes  in  der  Ebene 
der  y  %  sind  nach  dem  Vorhergehenden  1 

die  des  Durchschnittes  des  Hauptstrahls  dagegen 

Vi  und  %[ 

Hierdurch  wird  die  zwischen  beiden  Punkten  gezogene  gerade 
Linie :  

Folglich  sind  die  sphärischen  Coordinaten: 
9i  =  ». 

Xi  —  Xi 

so  dass  die  Seitenabweichungen,  wenn  sie  auf  die  letztere  Weise 
geschätzt  werden,  mit  den  durch  die  erste  Methode  bestimmten 
zusammenfallen. 

Vergleichen  wir  nun  die  Formeln  (f)  mit  denen,  welche  wir 
in  (a)  angenommen  haben,  um  die  Formeln  (b)  von  Nro.  34  und  (c) 
von  Nro.  35  abgekürzt  schreiben  zu  können,  so  sehen  wir,  dass  zu 
diesen  noch  die  folgenden  Glieder  hinzukommen: 


Vi  =  i •  —5-5 —     1  —  TTT" 

Vi  Sri  X      L  r i  Si  J 


yi  =  — 


Xi=  — 


Pi  tv\* 


Diese  Glieder  vereinigen  sich  mit  demjenigen,  welche  in  (y), 
(y)  und  (a?)  enthalten  sind  und  dieselben  Argumente  haben.  In 
den  allegirten  Formeln  kommen  nämlich  folgende  Glieder  vor : 


y* :7—  •  "\  9% 


Vi 
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Wir  können  also  hieraus  den  Srhiiiss  machen,  dass  die  Coor- 
diiialen,  welche  dem  ÜurL-hschnittspnnkle  des  Haupistrahles  mit  der 
I  Netzhaut  Zubehören  und  die  auf  der  letzteren  entstehenden  Seiten- 
abweichungen des  allgemeinen  farbigen  >SlraliIes  im  vorliegenden 
,  Falle  ebenso  wie  bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art  durch  die  er- 
I  wähnten  F'ormeln  und  diejenigeo,  welche  wir  in  Nro.  68  daraus  ab- 
geleitet haben,  berechnet  werden  können,  wenn  man  das  Instrument 
und  das  Auge  als  ein  zusammengehöriges  System  von  brechenden 
Flachen  betrachtet,  unter  «,  den  Abstand  des  Scheitels  der  Netzhaut 
von  der  letzten  brechenden  Flaefae  des  Auges  versteht,  und 


Pi  mit  P,  + 


JV.nütiVi- 
v«rweclwelt 


I 


Abweichungen  hei  den  Inslrumetifen  der  ziveiten  Art,  wemi  die 
Axe  des  Auges  jedesmal  nach  dem  Hauptstrahle  gerichtet  ist, 

743  Nach  der  bereits  in  Nro.  63  gemachten  Bemerkung  ist  die 
in  der  vorhergehenden  Nummer  zu  Gnind  gelegte  Voraossetrong, 
dass  sich  das  Auge  bei  dem  Gebrauche  optischer  Instrumente  unver- 
änderlich in  der  Axe  derselben  befindet,  strenge  genommen,  nicht 
diejenige,  welche  der  Natur  entspricht,  und  man  wird  richtigere 
Resultate  erhalten,  wenn  man  annimmt,  dass  das  Auge  bei  dem 
(üebrauehe  optischer  Werkzeuge  zwar  in  einerlei  Entfernung  von  der 
letzten  brechenden  Fläche  bleibt,  dagegen  bei  Betrachlnng  eines 
jeden  Puitkle»  des  Gesichtsfeldes  seine  Axe  so  richtet,  dass  sie  mit 
dem,  jenem  Punkte  entsprechenden,  Hanptstrahle  zusammenfAllt. 

Um  diese  Hypothese  mit  Rücksicht  auf  die  Abweichungen  der 
Rechnung  zu  unterwerfen,  müsseu  wir  zuerst  die  Coordinaten  des 
allgemeinen  farbigen  Strahles  nach  der  letzten  Brechung  durch  das 
Instrument  in  andere  Coordinaten  verwandeln,  deren  Ursprung  und 
Axen  in  Bezug  auf  die  erste  brechende  Flüche  des  Auges  dieselbe 
Lage  haben,  die  bei  den  allgemeinen  Formeln  angenommen  wurde. 
Die  so  verwandelten  Coordinaten  dienen  sodann,  um  für  das  Auge, 
wenn  man  es  als  ein  abgesondertes  System  von  brechenden  Flachen 
betrachtet,  die  mit  dem  Index  1  versehenen  Coustanten  zu  bestimmen, 
deren  Keuntniss  zur  Berechnung  der  Lage  der  gebrochenen  Strahlen 
im  Auge  noihwendig  ist.  Hierdurch  sind  alle  Grössen  gegeben, 
welche  bei  der  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden,  und  es  ist  nunmehr  leicht,  die  Abweichungen 
der  Strahlen  auf  der  Netzhaut  durch  eine  ähnliche  Methode  wie  in 
den  beiden  vorhergehenden  Fallen  zu  bestimmen.  Fangen  wir  daiwr 
'  mit  der  erwähnten  Verwandlung  der  Coordinaten  an.    Es  seyen 
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'or,  2^,  «  die  Coordinaten  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  nach 
der  letzten  Brechung  durch  das  Instrument,  wobei  der  Ur- 
sprung und  die  Axen  wie  bisher  angenommen  sind, 

y  die  der  Abseisse  %  entsprechende  Ordinate  des  dazu  gehörigen 
Hauptstrahles , 

o  der  Winkel,  welchen  der  Hauptstrahl  mit  der  Axe  des  Instru- 
mentes macht,  ebenso  gezählt  wie  der  Winkel^  dessen  Tan- 
gente durch  (ff^  bezeichnet  wurde, 

—  e  und  —  («D  die  Coordinaten  des  Scheitels  der  Hornhaut  oder 
desjenigen  Punktes,  in  welchem  sie  von  der  Axe  des  Auges 
und  mithin  auch  von  dem  Hauptstrahle  durchschnitten  wird, 
parallel  mit  den  Axen  der  y  und  z  genommen, 

^n^Vn  ^1  ^'^  verwandelten  Coordinaten  des  allgemeinen  farbigen 
Strahles,  bei  welchen  der  Ursprung  im  Scheitel  der  Hornhaut 
liegt,  die  Axe  der  %,  mit  dem  Hauptstrahle,  und  die  Ebene 
der  y,  %,  mit  der  Ebene  der  y  %  zusammenfällt. 

Werden  nun  die  Coordinaten  xy%  ohne  die  Lage  der  Axen  zu 
ändern,  zuerst  auf  den  neuen  Ursprung  reducirt,  dessen  Coordinaten 
0,  —  e  und  —  {d)  sind,  da  er  sich  in  dem  Hauptstrahle  und  folglich 
in  der  Ebene  der  y%  befindet,  so  sind  die  auf  diese  Art  redncirten 
Coordinaten  ar ,  (y  +  e)  und  («  +  (rf)).  Um  hierauf  diese  letzteren  in 
die  n^uen  Coordinaten  or,,  y,  und  %f  zu  verwandeln,  müssen  wir  be- 
merken ,  dass  die  Ebene  der  y, »,  mit  der  Ebene  der  y  z  zusammen- 
fällt, daher  die  Ordinate  x  ungeändert  bleibt,  dass  femer  die  Axe 
der  z,  (der  Hauptstrahl)  mit  der  Axe  der  z  (der  Axe  des  Instru- 
mentes) den  Winkel  o  bildet,  welcher  von  der  letzteren  nach  der 
ersteren  zu  gezählt  wird.  Nach  den  bekannten  Formeln  zur  Ver- 
wandlung der  rechtwinkeligen  Coordinaten  erhalten  wir  daher 

Vf  =  (y  +  ^)  C09  o  —  («  f  (rf))  *m  o    > (a> 

z,  =  (y  +  e)  «in  o  +  («  +  (rf))  cos  o    \ 

Diese  Ausdrucke  enthalten  die  Coordinaten  des  neuen  Ursprungs, 
von  welchen  nur  (i/),  oder  die  parallel  mit  der  Axe  des  Instrumentes 
gemessene  Entfernung  der  Hornhaut  von  der  letzten  brechenden 
Fläche  des  Instrumentes ,  als  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Es  ist 
daher,  noch  eine  Gleichung  erforderlich,  um  e  elimlniren  zu  können. 
Diese  Gleichung  liefert  der  Hauptstrahl,  wenn  man  bemerkt,  dass 
er  mit  der  Axe  der  z,  zusammenfällt,  daher  y,  für  ihn  =  0  ist. 
Hierdurch  giebt  der  zweite  der  vorhergehenden  Ausdrücke,  wenn 
wir  darin  y  mit  y  verwechseln , 

0  =  (y  +  e)  CO*  a  —  (« "f  (d))  sino •    •    (b) 

Zieht  man  jetzt  zuerst  von  der  zweiten  Gleichung  (a)  die 
Gleichung  (b)  ab,  sodann  von  der  dritten  Gleiebuiig  (a)  die  Glei- 
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chunffCbl,  narlidein  man  eie  vorher  mit  inulliplicJrt  hat,  so  er- 

hält  man  folgende  Ausdrücke  für  die  neuen  Coordinaten,  aus  welchen  e 
eliininirt  ist: 


V,  =  (t/  —  y}co»a 

■\    ■       ,    « +  (rfl 
«-  =  iy~y)ttna+  —^ — 

X  und  (.y  —  y}  sind  die  ursprünglichen,  voiu  Ilau|»tstruhle  an 
^exSlilten  Coordinalen  des  all<!;emt'inen  farijijjen  .^itradlew,  welche 
bisher  mit  a:  nnd  y  bezeichnet  wurden.  Substituiren  wir  diiher  die 
letzteren  statt  der  crsteren.  so  nehmen  die  vorhergehenden  Aus- 
drücke der  neuen  Coordinatcn  die  Gestalt  an : 


«,  =  w  gm  a  + \ 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Formeln  Cc)  gefanden  worden 
sind,  welche  dazu  dienen,  die  ursprünglichen  Coordinaten  in  andere 
^u  A'erwandeln,  die  in  Bezu^  auf  das  Auge  dieselbe  Lage  haben, 
wie  die  ursprünglichen  in  Bezug  auf  das  Instrument,  so  künnen  wir 
jene  Formeln  auf  die  Gleichungen  des  allgemeinen  farbigen  Hlrahles 
nach  seiner  letzten  Brcrhung  durch  das  Instrument  anwenden.  Da 
dieser  Htrahl  für  das  Auge  der  einfallende  ist,  so  bestimmen  sieh 
hierdurch  für  letzteres  die  mit  dem  Index  1  versehenen  Constanlen, 
welche  bei  der  ferneren  Rechnung  als  bekannt  angenommen  werden. 
Hierbei  bezeichne  ich  die  Grössen,  welche  sich  auf  das  Auge,  als 
ein  abgesonderlesSystem  von  brechenden  Flachen  betrachtet,  beziehen, 
mit  denselben  Buchstaben ,  wie  bei  dem  Instrumente,  und  unterscheide 
Mc  wie  in  Nro.  62  nur  dadurch,  dass  ich  für  die  erste  und  letzte 
Fläche  des  Auges  den  Index  /  und  t  gebrauche,  bei  dem  Instrumente 
I  dagegen  den  bislierigen  Index  1  und  i  beibehalte.  Ferner  bediene 
'  ich  mich  der  Characterisdk  D,  um  die  Summe  der  sämmllichen 
Veränderungen  zu  bezeichnen,  welche  die  Abweichungen  wegen  der 
Gestalt  imd  Farbenzerstreuung  bei  einer  Grijsse  hervorbringen,  so 
dass  z.  B. 

D<t>  =  Aip  +  Ä-J  +  A'^  +  Ä'^  +  JA« 
ist.   Endlich  setze  ich,  wie  bei  den  früheren  Untersuchungen,  voraus, 
dass   bei   dem  Instrumente,   so   oft  die  Glieder   der  dritten  Ordnung 
gebraucht  werden,   die  sonst  zu   der  zweiten   Ordnung   gehürigen 
CrÖBSenA— ,  (yA- i^V   S~  und  fy.V— —  Ji-J    durch  die 

g.    y      9         gy-      g,         ^     g        g-^- 

Wirkung  des  Instrumentes  so  klein  geworden  sind,  dass  sie  als 
Glieder  der  dritten  Ordnung  ange-iehen,  mithin  ihre  Potenzen  und 
Pruductc  in  andere  Abweichuitgen    vernachlässigt  werden   können. 
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Nor  diejenigen  mit  9 —  moltiplicirten  Glieder,  weli^he  sich  auf  den 

ffi 
farbigen  Rand  beziehen,   werden  aasnahmsweise  beibehalten,   um 

denselben  auch  bei  Instrumenten  ohne  achromatische  Objective  auf- 
heben zu  können. 

Dieses  vorausgesetzt,  nehme  ich  die  Gleichungen  des  allge- 
meinen farbigen  Strahles  nach  seiner  letzten  Brechung  durch  das 
Instrument,  so  wie  sie  in  (a)  und  (b)  von  Nro.  5  und  15  gegeben 
sind,  und  behalte  darin  die  mit  (g  —  %)  multiplicirten  Grössen  der 
zweiten  Ordnung  bei.  Dividiren  wir  diese  Gleichungen  durch  «,  so 
erhalten  sie,  auf  die  i^  Fläche  bezogen,  die  folgende  Gestalt: 

«,        Kgyi  \g        %Ji       V       g         gJ\      \ 

\       g         ffy*      ^     9       9^* 
V      g        gJ^        ^       g        gJ^ 

\g        »   '      gj\  )  Cd) 

£l  =  -  X.  fl - 1)  - X.  aI- X.  A*l 

V         '      9   y'^9        ^^9         9^^ 

v^r        %    ^      gA 

Bezeichnen  wir,  wie  bisher,  diejenigen  Theile  der  auf  den  all-     ^ 
gemeinen  farbigen  Strahl  sich  beziehenden  Grössen,  welche  (f>^  allein 
enthalten,  mit  zwei  Accenten,  die  übrigen  Theile,  welche  von  Xj 
und  if^  abhängen,  mit  einem  Accente,  so  ist  für  den  Hauptstrahl, 
da  derselbe  von  mittlerer  Brechbarkeit  ist, 

iL=(r)_t.(i-i)_ryAi-.Ar)" 

«I  V^ryi  \g  %J\         \         g  gji^ 


rt 


f=0 


Durch  Subtraction  der  Gleichungen  (d)  und  (e)  erh&lt  man  die 
Gleichungen  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  onter  der  Voraus- 
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selzun^,  dass  die  Coordinaten  y^  nnd  x,  vom  Hanptstrahle  an  gezalilt 
werden,  nämlich 

i  =  _  •i^(-l_l-)_('rAi-Ar)'_('ri.l_i.i:Y  ; 

a.  \g        %J-       K        g  gj\        \  g  gj\ 

V      g         gJ'       K        g  gj\        \.        9         gj.i 

A x,(-!--i-~)-X,Al-XA'J- 

«I  Vy  «yi  '     yi  s, 

_  X,  »-!-  —  X,  ä«-  -  3  fxA— ^ 

L       ^    g  l\s       ^^    a^    gJ' 

In  Nro.  Ä  ^^■^Irde  die  Lag^e  des  einfallenden  Strahles  durcii  die 
Coordinaten  seines  Durchschnittes  mit  der  Ebene  der  y%  imd  seines 
Einfallspunktes  auf  der  ersten  brechenden  Flache  bestimmt.  Da  nun 
der  Strahl,  welchem  die  Gleichungen  (0  Zubehören,  in  Bezug;  auf 
das  Auge  der  einfallende  ist,  so  müssen  wir  die  Coordiuaten  seines 
Durchschnittes  mit  jener  Ebene  suchen,  welche  für  das  Instrument 
und  Au^e  einerlei  ist.  \ach  der  allegirten  Nummer  sind  aber  die 
Coordinaten  des  Durchschnittes  des  gebrochenen  {Strahles  mit  der 
Ebene  der  y  o  nach  der  t"  Brechung 

x.  =  M\ 

V'=^'    \ Cg) 

folglich      *'  =  8'    ' 

«i        fli        9\  9^ 

Dieser  letzte  Werth  thut,  .vie  gehörig,  der  zweiten  Gleichung 
(f)  Genüge,  wenn  durin  x,  ^  x,  ^=  ü  gesetzt  wird.  Durch  Sub- 
stitution desselben  in  der  ersten  Gleichung  (f)  erhalten  wir  für  den 
Durchschnitt  des  Strahles  mit  der  Ebene  der  y%: 

i=y,  Di-fvAl-AO'-fvA'-'— A-Q'  1 

ft  9:     ^     9       gJ'     ^       9        gJ-         I 
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in  welchem  Ausdrucke  das  Glied  Ta  Y  -4    ( — ~^J  ^J,  ^ —  ^'^^^ 
den  angenommenen  Grundsätzen  vernachlässigt  werden  kann. 

Verwandeln  wir  nun  die  Coordinaten  y-,  und  ar,.,  welche  durch 
die  Ausdrücke  (g)  und  (h)  gegeben  sind,  vermittelst  der  Formeln  (c), 
so  erhalten  wir  die  Grössen  y,  und  9i^^  welche  in  Bezug  auf  das  Auge 
die  Coordinaten  des  Durchschnittes  des  einfallenden  Strahles  mit  der 
Ebene  der  y,  %,  sind ,  und  in  Nro.  8  mit  6  und  c  bezeichnet  wurden. 
Es  ist  folglich 

iz\:\ ••<" 

Durch  Substitution  der  in  (g)  und  (i)  gefundenen  Werthe  geben 

die  beiden  letzten  Formeln  (c),   wenn  man  den  Buchstaben  y,  zur 

Abkürzung  statt  seines  durch  den  Ausdruck  (h)  gegebenen  Werthes 

beibehält: 

6/  =  y-iCoso 

Der  Winkel  o,  welchen  der  Hauptstrahl  mit  der  Axe  des  In- 
strumentes macht,  ist  derselbe,  welcher  im  vorhergehenden  Kapitel 
mit  oi  bezeichnet  wurde.  Wir  erhalten  daher,  wenn  wir  nur  die 
erste  Potenz  von  <p^  berücksichtigen,  aus  (k)  von  Nro.  53 

'*»=-fO-t^3* .■  •  ^"j 

Da  nun  jfi,  wie  der  Ausdruck  (h)  zeigt,  bloss  aus  Gliedern 
besteht,  welche  nach  den  angenommenen  Grundsätzen  als  zur  dritten 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden ,  so  fallen  die  Producte  von  yi  in 
alle  Grössen  von  der  Ordnung  Y^ ,  X^  und  <p^  als  zu  einer  höheren 
Ordnung  gehörig  weg,  und  hierdurch  reduciren  sich  die  vorher- 
gehenden Ausdrücke  auf  die  folgenden : 

=  fl.  +  (rf)     [ (I) 

Der  letzte  derselben  giebt,  wenn  man  cos  a  in  eine  nach  Po- 
tenzen von  tgm  geordnete  Reihe  entwickelt  und  nur  ig^a  beibehält, 
1  cos  o   1  tg^o 

"cT  ~  fli+crf)  ~  fl«  +  (rfj  ~  «  Co'  +  (rf)3 

Nach  der  oben  angenommenen  Bezeichnung  ist  (i/)  die  Ent- 
fernung des  Scheitels  der  Hornhaut  von  der  letzten  breclienden 
Fläche,  nachdem  sich  das  Auge  nach  dem  Hauptstrahle  gerichtet 
hat,  parallel  mit  der  Axe  des  Instrumentes  gemessen.    Nennen  wir 

d  dieselbe  Entfernung,  wenn  die  Axe  des  Auges  mit  der  Axe 
des  Instrumentes  zusammenfällt. 


\ 
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0  die  Entfernung  des  Umdrehongspnnktes  des  Auges  von  der 
Hornhaut,  vor  derselben  angenommen, 

80  ist  vermöge  (a)  von  Nro.  63  in  dem  Falle,  wo  das  Auge  nicht 
eine  kleine  Bewegung  parallel  mit  der  Axe  des  Instrumentes  macht, 
um  bei  der  Umdrehung  d  unverändert  zu  erhalten, 

(rf)  =  rf--^^ (m) 

Ich  nehme  diesen  Fall  als  den  allgemeinen  an ,  indem  der  ent- 
gegengesetzte darin  enthalten  ist,  wenn  man  das  letzte  Glied  weg- 
lässt.    Hiernach  ist 

Substituirt  man  hierin  statt  —  seinen  Werth 
1         1  1  * 

fli        9i^     9i  .  -^ 

und  bemerkt«  dass  die  Potenzen  und  Producte  von  D —  und  — J  " 

vernachlässigt  werden,  da  die  letztere  Grösse  zu  derselben  Ord- 
nung wie  die  nicht  aufgehobenen  Abweichungen  gehört,  so  erhält  man 

9i  +  (<0        V^Ti  ^     g,J  L         9i    ^  9i  *9i    J 

_        t  I     r    9.     Vn*      I        Oi9'^ 

~g,  +  d  ■*"  Kg.-hdJ  " g,  "^«(^i  +  rf)» 

Befände  sich  das  Auge  in  der  Axe  des  Instrumentes  und  wären 
keine  Abweichungen  vorhanden,  so  wniirde  sich  C/  in  (^i  +  rf)  ver- 
wandeln.   Setzen  wir  daher 

gx  +  d^  ci (n) 


so  wird 


und 


(rf)        Ci'^KciJ      g,  "^     %c} 


fli+(rf) 


C/         Ci'^KciJ       g,  2ci 

Nach  der  angenommenen  Bezeichnungsart  ist  aber 

1=1  +  d1 

C/  Ci     '  Cj 

Die  Vergleichung  der  beiden  letzten  Ausdrücke  giebt  daher 

DL  =  (2LyD±-S£i:^f^ (0) 

Ci        vc/y       gi  »ci 

Multipliciren  wir  den  ersten  Ausdruck  (V)  mit  dem  vorhergehen- 
den Werthe  von  — ,  so  wird 

li  =  iL 

C/  Ct 
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Wenn  wir  daher  diesen  Werth  mit  dem  für—  angenommenen  Werthe 
—  =  f/  +  D(f>i 

vergleichen  und  bemerken,  dass  ^/  die  von  den  Abweichungen  on- 
abhängigen  Glieder  bezeichnet,  welche  im  vorliegenden  Falle  nicht 
vorhanden  sind,  so  ergiebt  sich 

Da  die  Prodacte  von  jfi  in  Grössen  von  der  Ordnung  lt\ 
nicht  beibehalten  werden,  so  kann  man  in  der  letzten  der  vorher- 

gehenden  Gleichungen  -^  mit  —  -^  verwechseln.    Substituirt  man 

sodann  statt  ^  seinen  Werth  aus  (h),  so  verwandeln  sich  jene 

Gleichungen  in  die  folgenden: 

^  ViCi       g,  •        ■ 

V        y  gM^\         g  gj> 

iL        ^      9         gJi^  \        g  gJi 

V       g  gj\ 

■ 

Aus  den  Formeln  (o)  und  (p)  folgen  die  analogcfn  in  Bezug  auf 
die  Characteristiken  A,  A^,  d,  ^^  und  dA,  wenn  man  D  mit  einer 
der  letzteren  verwechselt  und  nur  die  ihr  entsprechenden  Glieder 
beibehält. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Coordinaten  des  Einfallspunktes 
des  Strahles  (f)  auf  der  ersten  brechenden  Fläche  des  Auges  und 
die  Abweichungen  derselben  zu  bestiinmen.  Die  letzteren  werden 
bei  der  weiteren  Rechnung  noch  mit  Grössen  der  zweiten  Ordnung 
multiplicürt ;  es  ist  daher  hinreichend,  ihre  Entwickelung  nur  bis  zu 
dieser  Ordnung  fortzusetzen.    Hiernach  geben  die  Gleichungen  (f; 

X,  =  X.  (^2_J[^  _  ,,  X,  A-i-  -  *i  X.  *1 
V   y    yi  g\  g. 


iip) 
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Venvandeln  wir  in  diesen  Gleichtin^en  die  Coordinaten  Xi^  y, 
und  »i  vermittelst  der  Formeln  (e)  in  die  Coordinalen  a:,,  y,  und  »,, 
80  erlialten  i\ir  die  GleirliuDo;en  des  einfallenden  Ntraldes  in  Bezug 
auf  das  An^e,  so  aasigedrückt,  da^s  der  Ursprung  und  die  Axen  der 
Cuordinalea  ebenso  angenommen  sind ,  wie  sie  bei  der  ersten  brechen- 
den Flache  des  Auges  vorausgesetzt  werden  müssen,  wenn  die  all- 
gemeinen Formeln  darauf  angewandt  werden  sollen.  Es  muss  nunmehr 
der  Durchschnitt  des  Strahles  (q)  mit  der  ersten  brechenden  Fläche 
Auges  gesucht  werden.  Da  der  Ursprung  der  Coordinaten  in 
!  dem  Scheitel  derselben  liegt  und  ihr  Halbmesser  =  ai  ist,  so  ist 
ihre  Gleichung 

*'  +  i//  =  *<*'  */  —  *? 
»,  ist  eine  sehr  kleine  Grösse  von  der  Ordnung  der  Abweichungen 
im  Auge;  vernachlässigt  man  daher  das  Quadrat  derselben,  so  ist 
x)  -|-g' 


8fl/ 


Cr) 


Da  der  Durchschnitt  des  Strahles  (ij)  mit  der  Flache  (r)  in 
beiden  zugleich  liegt,  so  gelten  für  ihn  die  Gleichungen  (q;i  uod  (r) 
in  Verbindung  mit  denen  (c1  zugleich  und  dienen,  um  die  Coordi- 
nalen y,  nnd  x,  jenes  Durchsclinilles  zu  bestimmen. 

Die  dritte  Gleichung  (c)  giebt,  wenn  daraus  der  Werth  von  S; 
gesucht  wird, 

s,  =  —  C(/}-|-  a,  cosa  —  y,  sina  COtta (s> 

Da  s,  und  y.  sitta  sehr  klein  sind,  so  ist  der  als  erste  Näherung 
zu  betrachtende  Werth  vun  »■, 

«.  =  —  d 
folglich  vermöge  (n) 

(g~Z)^=:  g.-\-d  =  et 
Hierdurch  erhält  man  aus  (q)  die  folgenden  genäherten  Werthe 
von  j/i  und  x,:    . 

Xi   =  A, 

9^ 
Nach  den  beiden  ersten  Formeln  (cl,  verbunden  mit  den  vorher- 
gehenden Ausdrücken  von  y,  nnd  x, ,  ist  aber  näherungsweise 


folglich,  wenn  diese  Werthe  in  Cr)  snbstituirt  werden, 
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Vermittelst  der  vorhergehenden  genäherten  Werthe  f  on  y,  und  %, 
giebt  der  Aasdruck  (*J,  wenn  man  statt  (cfj  seinen  Werth  aus  (m) 
substituirt  und  bemerkt,  dass  die  beiden  letzten  Glieder  von  der 
zweiten  Ordnung  sind,  mithin  co«o  =  1  gesetzt  werden  kann, 


und 


Sobstituiren  wir  nun  diese  Werthe  in  den  Formein  (q),  nacli- 
dem  wir  die  erste  derselben  zuvor  mit  cona  multiplicirt  haben,  so 
•  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  ersten  Ausdrücke  (c) 


(u) 


^  ^i  9i 

In  allen  Gliedern  des  Ausdruckes  von  y,  mit  Ausnahme«  des 
ersten  kann  man 

COSo  =  1 

setzen,  in  dem  ersten  Gliede  dagegen  rauss  cosa  mit  1 ^ — 

verwechselt  werden.    Hierdurch  erhält  man 

V-  ci  ^^^  YiCi         YiCi  tg^a 

Ml  COSo  = ^s — 

9i  9x  9i         8 

Das  letzte  dieser  Glieder  vereinigt  sich  mit  dem  in  dem  Aus- 
drucke von  y  bereits  enthaltenen  Gliede '     ^  ^ ,  wodurch  die 

Summe  von  beiden  = ~r —     ^  ^  wird. 

Man  kann  daher  in  dem  Ausdrucke  von  y,  den  gemeinschaft- 
lichen Factor  coso  weglassen  und  dagegen  in  dem  inclavirten  Factor 

von  Yi  das  Glied ^^  ^  mit ^'    '  ^      ^  ^   verwechseln. 

^9i  ^9i 

Die  so  gefundenen  Werthe  von  y,  und  x,  sind  die  Coordinaten 
des  Durchschnitts  des  einfallenden  Strahles  mit  der  ersten  brechenden 
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Fläche  des  Auges  oder  tlie  Coordinatcn  des  Einfallspunktes,  mit 
RürksiHit  auf  die  durch  die  Abweichungen  hervorgebrachten  Aeude- 
ruugen   derselben.     Nach  der  angenommenen  Bezeiehnung  ist  daher 

y,  =  >-/  +  AV,  +  SY, 
X.  =  X,  -f  AX,  +  8X, 

Die  Vcr^leichun^  dieser  Ausdrücke  mit  den   vorhergehenden 
giebt  folglich 

V,= 

Ü.Y1'- 


\ 


<(£)\W)- 


*9i 


^'^'^-Icfrc^")- 


aXi 


4-  rf  X,  A—  +  - 

=  rfXiÄ— +  —  ax. 


9'  L 


Bei  der  ferneren  Anwendung  der  in  (0)  und  Cv)  gefundenen 
Werthe  ist  noch  eine  Bemerkung  nothwendig.  Die  Grüsse  c,  nämlich, 
welche  in  denselben  enthalten  ist,  bezeichnet  die  Entfernung  des 
letzten  durch  das  Instrument  her^'orgebrachten  Bildes  von  der  Horn- 
haut. Diese  Entfernung  ist  stets  gross  und  wird  sogar  bei  gut 
organisirten  Augen  gewöhnlich  unendlich  angenommen,  weil  dieselben 
bei  Parallelstrahlen  deoflich  sehen.  Da  nun  die  Entfernung  des 
Auges  von  dem  Instrumente  immer  klein  ist,  so  sind  c%  und  g,  sehr 
wenig  von  einander  verschieden.  Hieraus  folgt,  dass  alle  Glieder, 
welche  mit  Abweichungen  multiplicirt  sind  und  im  Nenner  eine 
höhere  Dimension  in  Bezug  auf  ci  und  g,  haben,  als  im  Zahler,  als 
Kehr  kleine  Grössen  zu  betrachten  sind,  deren  Producte  in  andere 
Abweichungen  vernachlässigt  werden  können.  Das  letztere  gilt  daher 
auch  von  D  —  und  f  q^i ,  da  die  übrigen  darin  enthaltenen  Grüssea 
nach  den  angenommenen  Grundsätzen  als  zur  dritten  Ordnung  ge- 
hörig betrachtet  werden. 

7öJ  Wir  können  jetzt  zur  Berechnung  der  Lage  der  gebrochenen 

Strahlen   im   Auge   übergehen.     BL'ti-achten   wir  dieselbe   nur  in  der 

,  Nähe  des  auf  der  Netzhaut  entstehenden  Bildes,  welches  als  das  \" 

1  Angenommen   wird,   so   können   wir  die   Producte  von   \j~ 1,  in 


86S 
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Grössen  von  der  Ordnung  der  Abweichungen  vemaclilissigen^  Ausser- 
dem ist  nach  (p)  der  vorhergebenden  Nummer 

<jJx  =  0 
woraus  auch 

n  =  0 

folgt  Wir  erhalten  daher  aus  (c)  von  Nro.  6  und  (d)  von  Nro.  15 
die  Gleichungen  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  nach  seiner  letzten 
Brechung  im  Auge,  nämlich 

f  Y2\l  —  A^.  +  f  FA*—  -  A«^"), 
I      ^      9         9^^       ^9  9^' 

j„  =  _,,(+»y,  »J.  +  »(y4l.-4r)^ 


+  (^)-  ^' 


^^+«^'j:  +  * 


(a) 


1^ 

9i 


«(  =  —  «, 


Bei  der  weiteren  Entwickelung  dieser  Gleichungen  sind  ^  die 
Anfangs  gefundenen  Formeln  anwendbar,  welche  die  mit  dem  Index  1 
und  den  Characteristiken  A  und  d  versehenen  Constanten  enthalten. 
Wir  hatten  nämlich  in  Nro.  18  und  17  angenommen^  dass  die  Strahlen 
successiv  durch  zwei  Instrumente  gehen,  welche  in  so  fern  eine 
ähnliche  Einrichtung  mit  einander  haben,  dass  in  beiden  die  Ab- 
weichung wegen  der  Gestalt  und  ausserdem  entweder  die  Farben- 
zerstreuung in  der  Axe  oder  der  farbige  Rand  bis  auf  Grössen  der 
dritten  Ordnung  gehoben  sind,  so  oft  die  darauf  sich  beziehenden 
Glieder  gebraucht  werden.  Versteht  man  nun  unter  dem  ersten  jener 
Instrumente  das  hier  betrachtete  Instrument,  unter  dem  zweiten  da- 
gegen das  Auge,  so  findet  die  erwähnte  Voraussetzung  nicht  nur 
bei  dem  Instrumente  statt,  sondern  auch  bei  dem  Auge,  weil  die 
darin  entstehenden  Abweichungen  von  derselben  Ordnung  sind,  wie 
diejenigen,  welche  von  den  Ocularen  herrühren  und  nach  den  an- 
genommenen Grundsätzen  zur  dritten  Ordnung  gezählt  werden. 

Hiernach  können  wir  zuerst  alle  ursprunglich  zur  dritten  Ord- 
nung gehörige  Grössen,  welche  das  Auge  hervorbringt,  sowie  die 
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Producte  der  arsprünglieli  zur  zweiten  Ordnung  gehörigen  in  andere 
Abweichungen  vernachlässigen,  da  beide  als  Grössen  der  vierten 
Ordnung  zu  betrachten  sind.  Dasselbe  gilt  auch  von  den  Productcn 
der  in  einigen  der  frrtheren  Formeln  enlliallencn  Grösse  Z,  in  andere 
Abweichungen,  da  diese  Grösse  mit  den  im  Auge  entstehraden  Ab- 
weichungen wegen  der  Gestalt  von  einerlei  Ordnung  ist. 

Ferner  müssen  wir  bemerken,  dttss  alle  von  <{it  Abhängige  Glieder 
wegfallen  uiid  dass  daher  nach  Xro.  4 

fet. 

Endlich  werden  nach  den  angenommenen  Grondsatzen  die  Po- 
tenzen und  Producle  der  Grössen  '''' 


(v,il~A.p,),AX,  (y,jl--.l^,)und3 


e, 


Temachlässigt,  weil  sie  die  im  Instrumente  entstehenden  Abwei- 
chungen wegen  der  Gestalt  und  Farbenzerstreuung  ausdrücken, 
welche  nach  der  Voraussetzung  auf  Grössen  der  dritten  Ordnung 
reducirt  sind.    Nur  werde«  ausnahmsweise  die  auf  den  farbigen  Band 

sich  beziehenden  Producle  von  H—  beibehalten,  deren  anderer  Factor 

c, 
daher'eine  mit  zwei  Accenlen  versehene  Grösse  sejn  miiss,  da  der 
farbige  lland  nur  von  diesen  abhängt.    Zu  den  letzteren  gebort  unter 

andern  das  Glied  (  >",  A A  <*,  )  S  — ;  die  Formeln  (o)  und  (p) 

V       c,        ^  y     c,  j  *; 

der  vorhergehenden  Summer  zeigen  aber,  dass  in  (  1,  ö i^fi) 

keine,  zur  zweiten  Ordnung  gehörige,  mit  der  C'haracteristik  A  und 

zwei   Accenten   versehene  Glieder   vorkommen,   welche  den  ersten 

Factor  jenes  Product es  bilden  würden,  daher  dasselbe  wegfallt.     Ein 

Gleiches  gilt  von  den  Produeten,  welche  den  Factor  (  A'j^,  A A^,  } 

/          1  \"  \.  c,  y 

enthalten,  da  er  mit  [  li  A Atf»  I   einerlei  ist 

Nach  diesen  Reductionen  geben  die  früher  gefundenen  Formeln 
die  folgenden  Werthe  der  in  den  Gleichungen  (a)  enthaltenen  Grössen, 
welchen  ich  die  Nummern .  in  denen  sie  entwickelt  wurden,  nnd  du 
den  Formeln  daselbst  beigesetzten  Bvclistaben  hinzufüge: 

(y^-  —  A^\  =  ^  fy,  A— —  A-f,—  L((Xf+Vj)  y,"l .  Nro.8(g) 
V        ff  S-'^         v,  l-         Cj  j 

fyA»-  — A»-^\=  -^  fy,A»-i A»*,")     .    .     .     .    Nro.  U  te) 

V.        ff  ffyi         Vi    K         e,  ^  J 

("ff-"'?)-  "?■(»'' »'h''^''*'}  •  '■  ...-■.  «'♦■«,* 

a  V,  ä-  =  i^  J  Y,  >—  .    .    .    .    Nro.  17  (li).  Nro.  18  ib)  und  (c) 


8M  'sechstes  eamtei«. 

•    :  V   ^^      ../'  "t  (    'lNro.l9(c)«nd8ü(0 

Ta y  +  f  ^  ~0  Zl  5-  =  —  A Fi  a  —  .  Nro.9 (k),  Nro.  17( h) 

Hieraus  folgen  die  correspondirenden  Glieder  in  Bezug  auf  o*, 
nnipittelbar  ^  \>'enja  mitn  Y  mit  X  verwechselt  und  die  voq  <fi  ab- 
hängigen Glieder  weglässt. 

Vermittelst  dieser  Wepthe  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (a) 
in  folgende,  wobei  die  Characterisiik  iD  in  der,  Nro.  74  angegebenen 
Bedeutung  gebfaucl^t  ist:  , 


(Y/  D^-D<p^  -  Li  CXJ  +  YJ)  Yi 


''•1  Cl  Cl  Cj' 


!  .  't!.       • 


+■  ^Q^.  ''■ 


'    ■  •  '        -■....»* 


(b) 


+  ^^''1  +  T?(^),  * 


Nach  (q)  von  Nro.  (4)  ist 


•  •  ■  ■  I 


^'-  yt  ■  ■  ■  K 

folglkii  vermdge  (v)  der.  vorhergehenden  Nnmmer 

Xi  =  —  As  =  -— IT" 

Durch  diese  «nd  die  in  (o),  (p)  ,und  (v)  der  vorhergebenden 
T*^amiiier  gefundenen  Ausdrficke  erhalten  wir  ^aher  mit  Rücksicht  auf 
die  daselbst  gemachten  Bemerkungen  die  folgenden  Werthe  für  die 
id  'd^n  Formeln  (b)  enthaltenem  Grössen  i  .^  ^ 


Cl  Vi  ct       gx  S  Vi  gx  Cl 
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_Da>,  =  -4ii.DX 


4- 


V      g         ffyt  '   \       g  gJ" 

j+  (Yi-  —  J-O  4-  (y8*—  —  J»-^^ 
g±l      ^     g         gyi  '    \       g  gJ^ 


Ci 


M      V       ^  gj\ 


-  U  (XJ+  ¥?)¥/  =  -  -^  (X!+  ^)  1^. 

ay,jl=^jy,8l 
»y,A— =  Ajy.A— 

Ay,aia=o 


X,  A-i-  +  X,  A»— 

yi  9^ 


X,  D-L  =  A  /+  X,  ji-  +  X,  «»- 

'     -         Cl  ^T     '    yi  g, 

+  :s^aA— 
y. 


X,  CC/--0)  tg^o 
1  Vi  5r,  c. 


-/^(Xj+yDX,  c=_ 


TT?" 


(X?-f-Y?)X. 


dX,  » 


c,  y. 


^i 


1 


aX,  A—  »=  -Zi.  «X  A— 

AX,  a—  =  0 

Cf 


^v 


■•  \ 
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Yernachlässigen  wir  das  Quadrat  v0n  — ,  so  kana  in  den  beiden 

von  tg^  o  abhängigen  Gliedern  naeh  dem  in  (k)  der  vorhergehenden 
Nummer  gegebenen  Werthe 

gesetzt  werden 9  wodurch  siiih  jene  Glieder  in  folgende  verwandeln-« 
Vi  (c/— o)<y'q  ^    Vi  t,  (fi 

*  Vi  ffi  Ci  2  vf  Ci 

Femer  ist  aus  der  in  Nfo.  86  enthaltenen  Zusammenstellung: 

(1  /'^' 

YA A-^  ]  a.  s.  w.  i^änrotlich  den 

gemeinschaftlichen  Factor  — -  enthalten,  weicher  daher  herausgesetzt 

werden  kann.    Innerhalb  der  Pareathese  miiss  man  sodann  alle  jene 

Grössen  mit  ^  Tya ^     )  "-s-w^  yei^echsdn.^  wodurch  ihre 

inclavirten  Factoren  bezeichnet  werden. 

Hiernach  nehmen  die  Gleichungen  (b)  die  Mgendli  Gestalt  an : 

^  1^1  V      g        gj^       V\y[  * 

^  n  gt  v'i  vjrJi  *  ^ 

X^  f  ?  y.     ^         J_ 


«1= '^ — L_ 

Ci  V;   Vi 


(c) 
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Ustersuchen   wir   nun,    welche   BedeiUun^    die    verschiedenen 
Gri)sseii  liaben,  welche  in  diesen  Ausdröckcn  vorkuiumen. 


>acli  (1)  von  Nro. 


V;  Vi  ==  n,  ....  »t  nj  ....  «j 

Diese  Grössen  sind  folglich  Vi  und  v^  für  das  Instrument  tuil 
Auge  zusammengenommen  berechnet,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
heide  ein  einziges  System  von  brechenden  Flächen  bilden  und  eine 
gemeinschaft  liehe  .\xe  haben.    Daher  ist 


üffM^. 


r, 


auf  dieselbe  Weise  für  das  Iqätrauent  und  Auge  »usammungeuommcn 
berechnet. 

Durch  Substitution  der  in  (g)  von  Nro.  8  und  (h)  von  Nro.  7 
gefundenen  VVertbe  erhalten  wir 


t'^^^ 


.^L,(X!+ft,X.-i^ 


=  -  [t,+  -^  t.]  CX!  +  V!)  X,  -JH,  X.  V.  ^, 

Aus  dem  in  (.g)  von  Nro.  7  gegebenen  Werthe  ist  aber  er- 
>>ichtlich.  dass  I  L,-\-  ~ — ^  Li  I  der  auf  die  angegebene  Weise  für 
das  Instrument  und  Auge  zusammen  genommen  bereclmctu  Werlh 
L,  ist. 

Die  vorhergehenden  Glieder  sind  daher 

unter  der  Voraussetzung,  dass  L,  oder  die  Abweichung  wegen  der 
Gestalt  In  der  Axe  für  das  Instrument  und  Auge  zusammengenommen, 
die  übrigen  CoefficieDten  dagegen  für  das  Instrument  allein  bcrerluiel, 
lund 
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Ol  mit  Ol  +  = — - 

Ni  mit  Ni  +  5-^ 
verwechselt  werden* 


Ebenso  erhalten  wir  aus  (h)  von  Nro.  17 

^ Cral-aZ') _  ^  «,  i^.  a*  = 
TT'^  *'^""~  W7?^'  ^*  **'  '^ 


91 
und  es  folgt  ans  dem  in  Cg)  derselben  Nummer  gegebenen  Werthe 

von  /S^"',  dass  jene  Glieder  weiter  nichts  sin«^  als 

Vi  ^      9         9^'  Vi  9i 

in  welchen  81  oder  die  Abweichung  wegen  der  Farbenzerstreaung 
in  der  Axe  für  das  Instrument  und  Auge  zusammen  genommen,  7*{ 
dagegen  für  das  Instrument  allein  berechnet  ist. 

Die  übrigen  Grössen,  welche  in  (c)  vorkommen,  sind  sämmtlich 
für'  das  Instrument  allein  berechnet  Unter  diesen  Bedingungen  können 
wir  die  Formeln  (c)  auch  auf  folgende  Weise  schreiben. 

^  (yaI  -.  Ar)' + ^  (ya^I  _  A.ZY 
1+  ^  (r,!  -  j^l  +  ^  fy  5.1  -  i-f) 

V    Vi\      g        «y-  '    KiV       g         gM 


^^  nv  g%  J^    • 

n         yi       Fi     '     5^, 

Dieselben  Ausdrücke  erhält  man,  wenn  man  aas  (e)  von  Nro.  5 
nnd  (d)  von  Nro.  15  nach  der  in  Nro.  86  gebrauchten  Methode  die 
vom  Hauptstrahle  an  gezählten  Coordinaten  y^  und  Xx  des  allgemeinen 


a?*  =  — 
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farbigen  Strahles  sucht.  Da  nun  hieraus  durrh  weitere 'Kn*«i»kiplung 
die  Ausdrücke  von  \ro.  68  hergeleitet  wortfcu  .sind,  so  folgt,  dasö 
diese  Ausdrücke  aiitrr  den  anofegebcnen  Bediiiguiißreri  annendhar 
sind,  um  die  CoordioatCD  jTi  und  a-^  des  allgemeinen  farbigen  Klniblei« 
nach  seiner  leisten  Brediung  im  Ange  zu  bereelnieii ,  vorausgesetitL 
dass  die  Axe  des  letzteren  stets  mit  dem  dazu  gehürigen  UHtipIsIrahlu 
zusainmcnfallt. 

Auch  geben  jene  Ausdrürke  tmler  denselben  Beilingiiiigen  un- 
mittelbar die  Seitenabweichungen  des  allgemeinen  farbigen  (Strahles 
auf  der  Netzhaut,  wenn  man  unter  «,  die  Entfernung  derselben  vnn.  ■ 
der]  letzten  brechenden  Flache  des  Auges  verstellt.  Da  ifämlich  der 
Haoptsfralil  luit  der  Axe  des  Auges  zusammenfallt,  so  si'nu  die  Coor- 
dinaten  yi  und  a-j  vom  Hauptslruhle  an  gezählt  und  diiicken  daher 
die  Seitenabweichungen  in  der  Enlfernung  -s-,  ans.  Ferner  steht  die 
Axe  des  Auges  senkrecht  auf  der  Obcrdüche  der  NetzhAut,  uiid  die 
letztere  kann  innerhalb  der  kleinen  Kutfernung  von  der  Axe,  Ja 
welcher  der  allgemeiue  farbige  SlralU  sie  diirchschneidiU,  ;Hl;i;^Ii^ 
betrachtet  werden,  so  dass  die  bei  den  ln.s(ruii] unten  der  cj^^^en^^^ 
gcbraiichteii  Schlüsse  hier  ebenfalls  ihre  Anwendung  findefU.'..,,„,j|  ^ 

Winkel  zwischen  dem  Uauptslrahle  und  der  Axe  des  Xnstrü^ 
tnentes  mit  Rücksiclit  auf  die  Abweichungen ,  Vf^inketabJ 
weichungen.  ■' " 

76)  Wir  haben  in  den  vorhergehenden  \mnmem  die  Ab«*P 
chungen,  welche  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  entsteJifeW;' 
auf  die  Netzhaut  des  hinler  denselben  befindlichen  Auges  rediiCiK; 
es  kann  jedoch  auch  von  Interesse  se\Ti .  dieselben  unmittelbar  kernten 
zu  lernen.  Zu  diesem  Kude  i^tt  weiter  nichlü  erforderlich,  als  das» 
wir  die  Formeln  von  Xro.  68  auf  die  letzte  Flüche  des  Instrumentes 
beziehen,  wodurch  sie  die  Lage  des  Xauptstrahles  nach  der  letzten 
Brechung  und  die  Seitenabweichungen  des  dazu  gehörigen  Bildes 
bestimmen,  welches  unmittelbar  von  dem  Auge  betrachtet  wird.'  Dk 
sich  indessen  dieses  Bild  bei  gut  organisirten  Augen  in  einer  aieln' 
grossen  Entfernung  befindet,  mithin  s,  einen  »usserst  bedeutenden 
Werlh  erhält,  ja  selbst  unendlich  werden  kann',  so  bekommen  so- 
wohl die  Ordinale  des  Hau|il8trshles,  als  die  Seiteuabweichuugen  in 
diesem  Falle  wegen  des  Factors  o,  eine  sehr  beträchtliche  (irviSiSC, 
wenn  sie  in  absolutem  Maasse  ausgedrückt  werden,  und  ausserdem 
kommt  es  weniger  auf  ihre  wirkliehe  Grösse.  «Is  auf  die  AVinkel  un, 
nnter  welchen  sie  dem  Auge  erscheinen ;  bestfromen  wir  daher  diese 
Winkel.  ->'.< 

Ziu  dem  Ende  sey  wie  in  Nro.  53  ,  „x 

M  der  Winkel  zwischen  dem  Hauptstrahle  und  der  Axe  des  liw 
li*'   '.Btrumenles,   bei   welchem  jedoch   nunmehr   die  Abweichungen 
II  berücjtsichtigt  werden. 
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Strahles     H 
uz  be-      M 


Da  die  in  (al  von  Nro.  68  g:effebene  Gleichnnff  des  Hauptstrahles 
die  einer  g;eraden   Linie  ist,   welche  sich  in  der  Ebene  der  y 
findet.  HO  drückt  der  Ooefficient  von  a,  die  Tangente   äet»  Winkels 
ans,  den  die  gerade  Linie  mit  der  Axe  der  i,  d.  i.  der  llaoptKlrah) 
mit  der  Axe  des  Instrumentes  macht,  oder  die  Tangente  von  a,- 
■jliti  Hiernach  giebt  die  allegirtc  Gleiehung  —■''* 

\ t  +  [CÄJ. - Ä.  1  A^  4- icÄx -  fi, V (a1)^ 

Diese  Formel  ist  jcdocli  nur  unter  der  Voraussetzang  richtig, 
dass  gi  hinlänglich  gross  ist,  um  die  Producte  von  —  in  Grössen  von 
der  Ordnung  der  Abweichungen  vernachlÄssigen  zu  können.  In  der 
ersten  Gfeichung  (c)  von  \ro.  5,  aus  welcher  die  Gleichung  des 
Haujiistrahles  abgeleitet  wurde,  sind  nämlich  alle  Glieder  wegge- 
lassen worden,  welche  Abweichungen  enthalten  und  zugleich  mit 
('^ — ^y  multiplicirt  sind.  Diese  Glieder  bringen  in  dem  Ausdrucke 
yoniffa,  analoge  Glieder  hervor,  in  denen  der  letztere  Factor  mit  — 
verwechselt  ist,  so  dass  sie  nur  unter  der  angegebenen  Voraus- 
seitzvng  vernachlässigt  werden  können.  Die  in  (a)  von  \ro,  34  ge- 
gebene Gleichung  des  Hauplslrahles  bietet  übrigens  ein  leichtes  Mittel 
dar^  um  diejenigen  unter  den  erwähnten  Gliedern  zu  linden,  in 
welchen  —  nur  mit  Grössen  von   der  zweiten  Ordnung  multiplicirt 

ist,  da  die  Producte  solcher  Grössen  in  f -j  beijencrCleichung 

beibehalten  worden  sind.  Wahlen  wir  daher  in  der  letzteren  die 
Glieder  aus,  welche  nicht  zugleich  in  der  Gleichung  tb)  derselben 
IJälimmer  oder  W  von  !Nro.  68  vorkommen,  so  sind  diese 

>' =  -  (^),  f '^' + 1* '' - ''"'■1  *' 

Hieran»  entstehen  in  dem  Aasdmcke  von  iffä,  die  folgenden 

""f"    'y.-,  =  -,^i:P,"+cKP-F'),]ji.  .  .   .   .  Cb, 

^.,,;l)iese  mössen  dem  oben  in  (a)  gefundeDeD  Ausdri|cke  V9.n  ig/^ 
zugesetzt  werden,  wenn  man  die  Producte  von  —  in  Grö):<scn  der 
zweiten  Ordnung  berücksichligen  will.  Es  ist  jedoch  um  so  mehr 
erlaubt^  diese  Glieder  zu  vernachlässigen,  da  gut  oiganisirte  Augen 
bei  Parallelstralilen  deullivh  sehen,  daher  bei  der  Berechnung  der 
optischen  Instrumente  g^  gewöhnlich  uneudlirh  angenommen  wird. 


1 

I 

1 
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Gehen  wir  nun  zu  den  Winkeln  über,  unter  welchen  die  Seiten- 
abweichungen dem  Auge  erscheinen.  Um  hierbei  die  Glieder  zu  be- 
rücksichtigen, welche  aus  Producten  von  —  in  Grössen  der  zweiten 
Ordnung  bestehen,  müssen  wir  in  den  Gleichungen  der  Seitenab- 
weichungen die  Producte  jener  Grössen  in  (  - — -  j  betbehalten. 

Vermöge  (0  von  \ro.  74  entstehen  bterdurcli  in  den  Ausdrücken 

von  i/i  Bud  Xi  die  folgenden  Glieder : 

-i[-+(^o-];+»-.|(^a 


--■1(^0, 


5:eg( 
fseo 


welche  den  in  Xro.  68  gegebenen  Ausdrücken  der  Seitenabweichuiigcu 
zugesetzt  werden  mil-sseo.    Bezeichnen  wir  daher  die  letzteren  durch 


,t..,.-,i  Sii.-„.nni,r<d 


Idj 


und  setzen  wir  ferner  zur  Abkürzung 

U,]  =  -  [äY  +  (^)  Zj-  3Y 

{*]  =  —  [a  x+  ^^].—  sx, 

so  erhalten  wir  die  folgenden  Ansdrücke  der  Seilenabwcichiingen , 
iu  we|«'.hen  ich  die  mit  x,  multi|dicirten  Glieder  von  den  übrigen 
absondere : 

y  = "'  [*'-  TT?:  +  -1^]  +  -TT  -  »'  I 


'['-'-Ä  +  f]  +  4r-'-' 


Vermittelst  dieser  Gleichungen  können  die  Winkel  leicht  be- 
rechnet werden,  welche  die  Projectionen  des  allgemeinen  farbigen 
{Strahles  mit  dem  Hauptstrahle  bilden.  Zu  diesem  Ende  müssen  wir 
die  Coordtnaten  x  y  x  nach  den  in  (c)  von  Nro.  74  gegebenen  For- 
meln in  andere  x,  y,  *,  verwandeln,  bei  denen  die  Axe  der  «,  mit 
dem  Hauplstrahle  zusammenfällt.  In  den  so  abgeänderten  Gleichungen 
drücken  sodann  die  Coeffirienten  von  «,  die  Tangenten  der  erwähnten 
Winkel  aus.  Da  hierbei  die  von  den  Coordinaten  unabhängigen 
Glieder  nicht  gebraucht  werden,  so  können  wir  sie  bei  der  Ent- 
wicklung weglassen. 


(0 


X 
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Die  allegirten  S*ormeIn  geben  sherst  die  folgenden  Ausdrücke 
für  die  ursprünglichen  Coordinaten : 

««    -=   — 2LL_ 

folglich  9  wenn  man  diese  Werthe  in  den  Gleichungen  (e)  substituirt, 

,  =  »,co*«[(ar)-i-f-^]-y,«m«[(ar)--^  +  |?] 

Die  letzten  Glieder  enthalten  kleine  Correctionen ,  welche  an 
den  vorhergehenden  angebracht  werden  müssen;  substituiren  wir 
daher  in  denselben  statt  y,  seinen  genäherten  Werth,  welcher  aus 
der  ersten  der  vorhergehenden  Gleichungen  folgt,  nämlich 

y,  =  «,co,««.[(y)— ^  +  M]    .. 
SO  werden  die  letzten  Glieder 
y;  = . .  —  »r  co9^a9ino^y)  —  y^  +  ^J 

Bei  der  ferneren  Entwickelung  werde  ich  —  und  —  von  derselben 

Ordnung  wie  lt,,:k,  und  f  1 5  (y  -  ^,  -^  «nd  (1  -  1).  ^< 

dagegen  von  derselben  Ordnung  wie  (y>  und  C^>  annehmen.  Die 
letzteren  Grössen  sind  von  der  Ordnung  1^,  da  die  in  denselben 
enthaltenen  Glieder  der  zweiten  Ordnung  durch  die  Wirkung  des 
Objectivs  auf  Grössen  der  dritten  Ordnung  reducirt  sind,  so  oft  die 
letzteren  gebraucht  werden;  \y\  und  [or]  sind  vermöge  der  in  (d) 
angenommenen  Werthe  von  der  Ordnung  Yf,  sinto  von  der  Ordnung 
<^i  oder  y^.  Behält  man  daher  nur  diejenigen  Glieder  bei,  welche 
von  der  Ordnung,  ^'  sind ,  so  werden  die  in  Cg)  gefundenen  Glieder 

ji  1         ■      • 
y,  = . .  —  %ß  |v,  g  cos  a  Sina 

Vermöge  (q)  von  Nro.  4  ist 
t^  =  V^  t    . 


Cg) 
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— 5-  cot'atmm 
St 


Snbstituiren  wir  diese  Werlhe  statt  der  letzten  Glieder  iii  deu 
[  Cleichungen  cO,  so  venvandelii  sich  diescibca  in  folgende: 


+  ^ 


X".        ,     [X]  Jt:   i\      .  1 

ftt  ^  ^iSh        Si  Sf  -I 

Da   die  letzten  Glieder  vou  der  Ordnung  T^i  sind,   so  kann 

KÜluiii  eMu  =  I  gesetzt  werden. 

Nennen  wir  nun 

V,  nnd  5,  die  AV'inkel,    welche  die  Projectionen   des   nilgeineincii 

farbigen  Strahles  auf  den  Ebenen  der  y,  t,  and  x,  x,  mÜ  dem 

Hauplstrahle  machen  ^  ,i, 

L  BO  geben  die  vorhergehenden  Gleichangen  uli 

\-y^         1?    -     1       J 


»',  9,  +  y. 


w 


xi-, 


in  (0  J  \ 


(h) 


Wäre  die  Deutlichkeit  vollkommen ,  so  würden  sich  alle  Strahlen, 
welche  demselben  Punkte  des  Gegenstandes  angehören,  in  einem 
Punkte  des  Uauptstrahics  durchschneiden.  Dieser  Durchschnitt.s|)unkt 
bratichte  nicht  gerade  derjenige  zu  seyn,  in  dem  sich  die  Hirahleii 
vereinigen  wurden,  wenn  nur  die  Grössen  der  ersten  Ordnung  vor- 
handen waren  und  dessen  Abseisse  mit  g,  bezeichnet  wurde. 

Nehmen  wir  daher  einen  beliebigen  Punkt  im  Hauptstrahle, 
dessen  ursprüngliche  Abseisse  s,  ist  und  eine  solche  Beschaffenheit 

hat,  dass  f —  ).  eine  Grosse  von  derselben  Ordnung  wie  A — 

wird;  legen  wir  ferner  durch  jenen  Punkt  nnd  durch  denjenigen,  in 
welchem  der  allgemeine  farbige  Strahl  die  Hornhaut  durchschneidet, 
eine  gerade  Linie,  so  würde  die  Deutlichkeit  vollkommen  seyn,  wenn 
der  allgemeine  farbige  Strahl  mit  der  erwähnten  Linie  zusammenfiele, 
die  ich  den  hypothetischen  Strahl  nennen  will. 

Bestimmen  wir  nun  die  Winkel,  welche  die  Projectionen  des 
hypothetischen  Strahles  auf  den  Ebenen  der  y,  s,  imd  der  x,  %,  mit 
dem  Hauplslrahle  machen,  ebenso  wie  es  bei  dem  allgemeinen  farbigen 
Strahle  geschehen  ist.    Zu  dem  Ende  eeyen 

und  %„  jene  Winkel, 
X,  y,  «,  die  Cbordinaten  des  Punktes,  in  welchem  der  hypothetische 
Strahl  den  Hauptstrahl  durchschneidet, 


XffTiff^m  ^  CoordiBaten  seines IkvdMckafttspaaktes  mit  der  Hom- 
hsflf,  beide  sof  dasjen^  System  bezogen,  bei  welcbem  die 
Axe  der  %,  mit  dem  Hjuptstrahle  riüimwenfiUlt 

Da  der  hypolhettsehe  Strahl  durch  die  beiden  Punkte  x,  y,  %, 
Bod  ^ffVff^n  S^^^  M  ^^  ^  Winfc^  «^  ipid  ^  4vcb  die  An»- 
dracke  ge|;eben: 

^'      '"    ) (Ö 

Es  bleibt  daher  nur  nodi  tibrig,  die  Coordinaten  x,  y,  %,  ond 
Xffy9f%9  za  bestimm»» 

Der  Punkt,  welchem  die  ersterMZügdlirai)  li^  im  Haqil- 
strahle;  mithin  ist  ffir  denselben 

i  —  y  «  0 

Ferner  wmrde  die  nrsprfingliche  Abscisse  =  %i  angenommen; 
die  Gleichungen  (c)  von  Nro.  74  geben  daher  die  verwan^Iten  Coor- 
dinaten vermittelst  der  Aitödrfieke^ 

ar,  =  0 

y,  =0      ' 

V^fmdge  (m)  von  Nfo.  74  ist 
folglich  ^ 

ff  =     *>     Fl  4.  —  —  £i£!^l 

'        COSo  L  "^  «,  «ik,    J 

Sclu^eib^  man  hierin 

l_.rf(l_l)  statt i. 

und  bemerkt,  dass  vermöge  (n)  der  allegirteu  iNumiuer       ^ 

ist,  so  erhält  man 
ar,  =  0 

»/  "  0  !     (k) 

Die  Coordinaten  x,fy„%„  sind  dieselben,  welche  in  (t)  und  (u) 
der  allegirten  Nummer  mit  x,  y,z,  bezeichnet  wurden.  '  Verwechseln 
wir  daher  In  Jenen  Aosdräcken  x,y,%,  mit  x,f^»ni,  iibd  setfcen  zur 
Abkürzung 


CD 
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ei    V       y         gM^  €i    \      g        gA 

|r,    V  taigx  J  ~         gi  9et 

ei  gi^   ci      '    g, 

yi 
a^»  =  y  fX.  +  Cr)]        .  ^ Cm) 

Die  Formeln  (k)  und  Cm)  geben  ferner,  wenn  man  einstweilen 
den  Buchstaben  z,,  statt  seines  vorhergehenden  Werthes  beibehält  ^ 

y,-y.=-^^[t,+ci»)] 

x,  —  x„  =  —  ^  [Xi  +  Cr)] 


so  wird 


«/  —  «ff  ~"  •'  €f>  «I    j     .    yi  o  ig^ o    ,    yi  «yy  co» o 

wobei  co«<D  in  dem  von  %„  abhängigen  Gliede  =  1  gesetzt  werden 
kann.     Durch  Substiti^tion  dieser  Werthe  erhalten  wir  aus  Ci) 

*'      I   .     j>i  1^1  0  /y*o     ■    gi  lt^  9„ 


■^g^t  —  —     ^ 


Cn) 


«I     t  .    yi  Xj  o  /y^  o        y;  Xj  %,, 

Wir  können  jetzt  die  Projectionen  des  Winkels  berechnen, 
welchen  J^^  aUgeiherne  farbige  Strahl  mit  dem  hypothetischen  Strahle 
bildet.  Da  üiitilicfa  v,  «nd  vtf  die  Winkel  bezeiehnen,  weleitfe  die 
Prctjectitaeifc:  hftiddf  S^ahlenmF  der .  £b'ene  der  y^  «^  m\i»itt'  kx^ 
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t 

I 

der  %,  machea  ^  so  drückt  iv, — vii)  die  Projeetion  des  von  Jenen 
Strahlen  eingeschlosseiien  Winkels  auf  der  g^enannten  Ebene  ans , 
und  ebenso  ist  (^, — ^)  die  Projeetion  desselben  Winkels  auf  der 
Ebene  der  oc,  %, .  Diese  Projeetionen  werde  ich  die  Winkelabwei^ 
chungen  nennen,  weil  sie. die  Winkel  sind,  um  welche  die  Pro- 
jeetionen des  allgemeinen  farbigen  Strahles  von  derjenigen  Lage 
abweichen,  die  einer  vollkommenen  Deutlichkeit  entsprechen  würde. 
Um  sie  zu  finden,  berechne  ich  zuerst  (tgv,  —  tgvtd  und  iig%^  —  tg^i) 
vermittelst  der  Formeln  Ch)  und  (n)  und  substituire  zuvor  in  den 
ersten  Gliedern  der  letzteren  Formeln  statt  iTi  und  Xj  ihre  Werthe 

^  -  V, 


Hierdurch  geben  die  allegirten  Formeln 


tgvf  —  lgv$f  «=  Cö**o 


'"^  g\  gl     "•"  «j 

,  g.dY,  n  _  n 

ci  9i    \g        %J\ 
,    g\  Yi  0  ^ff  *  o    .   gx  %  %f, 


(X)-     ^' 


tg  %,  —  tg\„  =  CO*  o 


\        ciZi    \g        «yi 
,    g-i  Xi  0  tg^  o    ,    gi  Xj  «„ 

'  2  c/  «f       "^        ci«? 

Substituirt  man  nun  statt  [y] ,  [or] ,  (9) ,  (jr)  und  «,,  ihre  Werthe 
aus  (d),  (0  ttnd  (m)^  bemerkt  man  ferner,  dass 

und  ebenso  die  analogen  Grössen  in  Bezug  auf  X  nach  den  ange- 
nommenen Grunds&tzen  als  Grössen  der  dritten  Ordnung  betrachtet 

werden ,  deren  Produote.  in  Grössen  von  der  Ordnung  —  und  Yi  ver- 

oachlässigt  werde«,  so  fiiUen  in  jeder  der  vorhergehenden  Formeln 
alle  auf  die  erate^,  Zelle  fönende  Glieder  weg.    Da  ferner  die  erste 


SKCHf^TRS    RAPITRL. 


367 


'■  2eilc  selbst  von  der  dritten  Ordnung  ist ,  so  kfuin  der  Unterst'liied 
Lfter  Tangenten  mit  dem  Unterschiede  der  Winkel  verwechselt  und 
Vcofci  =  1  gesetzt  werden. 
1.^        Bezeichnet  man  daher  durch 

II  und  £  die  Winkelabweichungen  oder  die  Winkel  (v,  —  u,,!  und 

sn  sind  dieselben  vermiltelst  der  Ausdrücke  gegeben: 

— ^a-i),l - 

Die  Vergleirhung  dieser  Formeln  mit  den  in  fo)  angenommenen 
zeigt,  dass  die  in  Nro.  68  gegebenen  Ausdrücke  der  Ncitenabwei- 
rhungeu  auch  auf  die  Winkelabweiehungen  anwendbar  sind ,  wenn 
mau  sie  auf  die  letzte  Flache  des  Instrumentes  bezieht  und  den  ge- 
meinschaftlichen Factor  B,  weglüssi. 

Die  Abscisse  »,.  welche  für  den  Durchschnitt  des  hy|iofhetischen 
Strahles  mit  dein  Hauptslrable  angenommen  wurde,  bleibt  vorerst 
noch  unbestimmt,  ebenso  wie  bei  den  Seilenabweichungen,  wo  sie 
sich  anf  die  iSItelle  bezieht,  für  welche  die  Seitenabweichungen  be- 
rechnet werden  sollen. 

Die  oben  gefundenen  Formeln  bieten  ein  Mittel  dar,  auch  den 
Winkel  selbst  za  Gnden,  welchen  der  8lls:emeinc  farbige  Strahl  mit 
dem  hypothetischen  einschliessl.  Denken  wir  uns  nämlich  die  Cilei- 
chungen  der  Projectionen  beider  Strahlen  auf  den  Ebenen  der  y,  z, 
und  der  x,»,,,  so  sind /yv,  und/yu,,.  tg^,  und  /y|„  die  Coefficienten 
von  s,  in  diesen  Gleichungen.  S'eniit  luan  daher 
?  den  Winkel  zwischen  dem  hypothetischen  und  dem  allgemeinen 
farbigen  Strahle, 
so  ist  derselbe  durch  den  Ausdruck  gegeben: 


«me  ■■ 


-yfi 


'(.tgv,  —  fgv„\^  +  (^fffK-l9^..t*-^Clffv,  l9l.,-tgi,  Igv,^ 


Subslituirt  man  hierin  statt  Igv,  und  tgl,' flife  Werthe 

tgv,  =  igv„-\-v 
Ig^,  ^  tgk„+% 
und  bemerkt,  dass  v,  %  und  ?  von  der  dritten  Ordnung  sind,  .« 


'  +  E" 


(P> 


Wir  können  diesen   Ausdruck  mit  dem  analogen  vergleichen, 
reicher  sich  auf  die  Seitenabweichungen  bezieht.    Bezeichnen  wir 
[-aAmlich  durch 
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p  den  pnrallcl  mit  Her  Ebene  der  xjf  (remessenen  Abstand  zwischen 
dem  Haiiptätrahle  und  dem  ali^eineinen  farbigen  iStralilc,  an 
der  Stelle,  welche  der  Abscisse  2^  entspricht,  8o  ist 


''\/y*  +  ^' 


Da  sich  nun  y  nnd  :c  in  u  und  g  verwandeln ,  wenn  man  den 
gemeinschaftlichen  Factor  Sj  wcglässt,  so  verwandelt  sich  eben  da- 
durch r  in  f ,  80  dass  mit  dieser  Modification  die  Formel  (ij)  ebeafalU 
gebraucht  werden  kann ,  nm  den  Winkel  zwischen  dem  hypothetischen 
und  dem  allgemeinen  farbigen  Strahle  zu  berechnen. 

Die  vorhergehende  Analyse  bezog  sich  zwar  eigentlich  nur  auf 
den  in  \ro.  74  und  75  betrachteten  Fall,  wobei  angenommen  wurde, 
dass  das  Auge  bei  Betrachtung  eines  jeden  Punktes  des  Gesichts- 
feldes seine  Axe  nach  dem,  jenem  Punkte  entsprechenden  Haupt- 
strahle richtet;  es  lässt  sich  jedoch  leicht  einsehen,  dass  die  ge- 
fundenen Formeln  auch  auf  den  in  Xro.  73  untersuchten  Fall  an- 
wendbar sind,  bei  welchem  dit-  Voraussetzung  zu  Grunde  lag,  dass 
das  Auge  seine  Lage  unverändert  in  der  Axe  des  Instrumentes  bei- 
behalt. 

In  den  vorhergehenden  Formeln  bezeichnete  nämlich 
^iTT-  d  die  Abscisse  des  Scheitels  der  Hornhaut  bei  seiner  anfäng- 
lichen Lage  in  der  Axe  des  Instrumentes, 
n>b-  (,d)  die  Abscisse,  welche  bei  der  veränderten  Lage  des  Auges 
')iii        dem  Durchschnitte   des  Hauptstraliles   mit  der   Horniiaut   zii- 
-ir»i      gehört, 

^>Srr  d!^  Abscisse  des  Durchschnittes  des  allgemeinen  farbigen  Strahles 
-"''"     mit  der  Horniiaut  in  del-  letzteren  Lage  des  Auges. 
Bei  den  beiden  ersteren  fiel  die  Abscissenasc  mit  der  Axe  des;  Instru- 
mentes, bei  t„  dagegen  mit  dem  Hauptstrahle  zusammen. 

Hierdurch  entstanden  die  AVerthe 


<i:y(^.V^ 


^H  seilten 

^h  gesetzt 

^B  Glieder 

^V  stattfin« 

^V  die  erh, 


g^y    K    2a,    J 

deren  Substitution  in  den  übrigen  Grössen  die  von  o  und  at  ab- 
hangigen Glieder  hervorbrachte. 

^  Wird  nun  die  Stelle  des  Auges   unveränderlich  angenommen, 

so  erhalten  (rfj  —  rf  und  a„  andere  Werthe,  welche  jedoch  von  dei"- 
selben  Ordnung  sind,  wie  die  vorhergehenden,  und  an  deren  Stelle 
gesetzt  werden  müssen.  Da  aber  die  jenen  Grössen  entsprecbenden 
Glieder  in  den  Endresultaten  weggefallen  sind,  80  muss  <la<:sclbe 
stattfinden,  wenn  man  ihre  abgeänderten  Werthe  substituirt,  so  dass 
die  erhaltenen  Formeln  in  allen  Fallen  gebraucht  werden  können. 
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trgleichtng  der  für  die  verschiedenen  Instrumente  in  Bezug 
auf  die  Abtveichungen  erhaltenen  Resultate. 
773  Vcrffleirhen  wir  jetzt  die  ResiiltAle,  welche  wir  in  den 
Nummern  72   bis  76  gefunden  bnben,   so  seilen  wir,   dass  bei  allen 
Instnimenten   die  Formeln  <a}   und  (0   von  Nro.  6S  die  Gleichungen 
des  Hauptslrahles,  und  die  Formeln  (c),  (d)  nnd  (e)  derselben  Nummer 
die  Seitenabweichungen  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  ausdrücken, 
welche  auf  der  Projecl ionsebene  oder  der  Netzhaut  ent.stcben,  und 
dass  nur  in  den  verschiedenen  Fallen  die  folgenden  Modificationeo 
an  den  in  jenen  Formeln  enthaltenen  Grö^isen  stattfinden. 
1)  Bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art,  welche  von  dem  Gegen- 
stande ein  Bild  auf  einer  Projectionsebene  entwerfen,  bezeichnet  w, 
die  Entfernung  dieser  Ebene  von  der  letzten  brechenden  Flache; 
alle  übrige  Grössen,  welche  in  den  Formeln  vorkommen,  be- 
halten ihre  frühere  Bedeutung. 

Je  nachdem  nur  ( —^^  }  oder  auch  (« — g)^  als  eine  Grösse 
von  derselben  Ordnung  wie  A —  zu  betrachten  ist,  können  die- 
jenigen Formeln  von  Nro.  6S  genommen  werden,  weiche  der  einen 
oder  der  anderen  Voraussetzung  entsprechen. 
%y  Nimmt  man  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  an,  dass  sich 
das   Auge,    in   welches  die  Strahlen  nach  ihrem  Durchgange 
durch  das  Instrument  fallen,  in  der  Axe  des  letzleren  befindet, 
ohne  seinen   Oft   zu   verändern,  so  muss  man   das  Instrument 
nnd  das  Auge  hIs  ein  zusammengehöriges  System  von  brechenden 
Flächen  betrachten  und  hiernach  alle  in  den  Formeln  enthaltene 
Grössen  berechnen. 
Sj  bezeichnet  den  Abstand  des  Scheitels  der  Netzhaut  von  der 

letzten  brechenden  Fläche  des  Auges, 
X  den  Krümmungshalbmesser  der  Netzbaut, 

Ol  moss  mit  O,  —  -= 

JVi  mit  N,  -  -3-^ 

P,  mit  Pi  +  ■„■ ' ,  '  I  I  —  iL   '  I  verwechselt  werden. 

8   V,'    »       L  VI   S;  J 

3J  Wird  dagegen  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  ange- 
nommen, dass  das  Auge  ZMar  in  einerlei  Entfernung  von  der 
letzten  brechenden  Fläche  des  Insirumenles  bleibt,  aber  bei 
Betrachtung  eines  jeden  Punktes  seine  Axe  so  richtet,  dass  sie 
mit  dem,  jenem  Punkte  zugehörigen  Ilaupf strahle  zusaiumen- 
fäilt,  so  müssen 
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für  das  Inslrnment  und  Au^e  zusammengenommen  berechnet 
werden,  anter  der  Voraussetzung,  dass  beide  ein  einziges 
System  von  brechenden  Flächen  bilden  and  eine  gemeinschaCt- 
liehe  Axe  haben. 
s^  bezeichnet  den  Absland  des  Scheitels  der  Netzhaut  von  der 
letzten  brechenden  Flache  des  Auges. 
Alle  übrige  Grössen,  welche  in  den  Formelu  vorkommen,  werden 
für  das  Instrument  allein  berechnet, 
Oj  muss  mit  O;  +  j 


I 


*'iSi 


N-,  mil  JV,  + 


»ns. 


verwechselt  werden. 

Die  Gleichungen  des  Hauptstrahles  (a)  und  (0  von  Nro.  i 
fallen  in  Bezug  auf  seine  Lage  im  Auge  hier  weg,   da  der  Haupt- 
slrahl  mit  der  Axe  des  Auges  zusammenfällt. 
4)  In  allen  vorhergehenden  Fallen  können  dieselben  Formeln  auch 
gebniucht  werden,    um  die   Seilenabweichungen    in  der  Nahe 
der  Proje  et  ionsebene  oder   der  Netzhaut  zu  bestimmen,  wenn 
man   unter  s.  die  Abscisse  versteht,  die  derjenigen  Stelle  zu- 
gehört, an  welcher  die  Seitenabweichungen  berechnet  werden 
sollen.    Die  in  2.  angegebenen,  von  x  abhangigen  Glieder  fallen 
aber  alsdann  weg,  weil  die  Strahlen  nicht,  wie  dort  angenommen 
wurde,  von  der  gckriimmlen  Netzhaut  aufgefangen  werden. 
,,  ,ö)  Soll  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  die  Lage  der  Strahlen 
•j,ii       nicht  nach  der  letzten  Brechung  im  Auge,   sondern  nach  der 
letzten  llrechiing  im  Instrumente  bestimmt  werden,  so  sind  die 
tilt      Formeln  von  Nro.  68  zwar  auch  anwendbar,  wenn  man  unter  «i 
die  Abscisse  versteht,  für  welche  die  Ordinale  des  Ilauptstrahles 
und  die  Seitenabweichungen  berechnet  werden  sollen,   es  ist 
jedoch  bequemer,  in  diesem  Falle  die  Winkel  zu  gebrauchen. 
Lässt  man  in  den  Formeln  der  Seitenabweichungen  den  gemein- 
schaftlichen Factor  x-,  weg,  so  drücken  sie  die  Winkelabwei- 
cbungen  aus.    Der  Winkel  des  Haupistrafales  mit  der  Axe  des 
Instrumentes  ist   durch   die  Formel  (a)  von  Nro.  76  gegeben. 
Die  in  den  Formeln   enthaltenen  Grössen   müssen   für  das  In- 
striunenl  allein  berechnet  werden. 

Kleine  Veränderungen  im  Instrumente  mid  Auge. 

783  Die  Inslrumentc  der  ersten  und  zweiten  Art  haben  das  mit 
einander  gemein,  dass  von  dem  Gegenstande  ein  Bild  auf  der  I'ro- 
jection») ebene  oder  der  Netzhaut  entworfen  wird,  welche  daher  mit 
dem  gemeinschaftlichen  Namen  Projectionsfläcke  bezeichnet  werden 
können. 


I 
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Eine  nothwendipe  Bedingung  bei  allen  optischen  Werkzewffen 
ist  nun  die,  dass  das  Bild  .so  genau  als  möglirh  mit  der  Projections- 
fläche  zusaiDmenfalK.  Ist,  wie  ich  es  vornussetze ,  bei  der  Coa- 
struction  der  Instrumente  darauf  Rücksicht  genommen,  dass  dieses  sehr 
nahe  der  Kall  ist,  so  kann  eine  vollkommtne  Errüllung  jener  Be- 
dingung auf  zweierlei  Art  bewirkt  werden.  Es  kann  uamlich  einmal 
eine  Verschiebung  der  Projectionsiläche  |)arallel  mit  sich  selbst  statt- 
finden, sodann  können  aber  auch  kleine  Abänderungen  in  den  Ent- 
fernungen und  Halbmessern  der  brechenden  Flachen ,  sowohl  bei  dem 
Instrumente  als  dem  Ange,  2.  B.  durch  Verschiebung  der  Ocular- 
einsatzc,  durch  Veränderung  der  Krümmungen  und  Entfernungen  der 
brechenden  Flächen  im  Auge  etc.  vorgenommen  werden. 

Bei  Microscopen  und  anderen  Instrumenten,  durch  welche  kleine, 
in  der  Nähe  befindliche  Gegenstände  vergrössert  dargestellt  werden, 
kommt  hierzu  noch  eine  kleine  Veränderung  in  der  Entfernung  des 
Gegenstandes  bei  nngcänderter  Einrichtung  des  Instrumentes.  Diese 
darf  jedoch  nicht  mit  derjenigen  verwechselt  werden,  die  sich  auf 
Fernröhre  bezieht  und  in  Nro.  27  bis  31  untersucht  wurde,  indem 
wir  bei  der  letzteren  Untersuchung  die  Voraussetzung  zu  Grunde 
gelegt  haben,  dass  der  Uculareinsatz  jedesmal  so  weit  verschoben 
wird,  als  es  erforderlich  ist,  um  die  letzte  Vereinigungsweile  unge- 
ändert  zu  erhalten,  wodurch  also  der  hier  beabsichtigte  Zweck  nicht 
erreicht  wird. 

Berechnen  wir  nun  den  Einfiuss,  den  die  erwähnten  Verände- 
mngen  auf  die  Seitenabweichungen  äussern. 

Da  der  Voraussetzung  nnch  die  angegebene  Bedingung  durch 
die  Construction  des  Instnunentes  bereits  sehr  nahe  erfüllt  ist,  so 
können  die  vorzunehmenden  Veränderungen  nur  sehr  klein  seyn, 
daher  es  erlaubt  ist,  ihre  Potenzen  und  Producte  in  andere  Ab- 
weichungen   und   in    die    Grösse    f j    zu  vernachlässigen, 

welche   stets  von    derselben   Ordnung  wie  A —  ist. 

Eine  Ausnahme  hiervon  scheinen  diejenigen  Instrumente  der 
ersten  Art  zu  machen,  bei  denen  die  Projectionsfläche  in  einer  sehr 
gössen  Entfernung  angebracht  ist,  wie  es  z.  B.  bei  dem  Nonnen- 
microscope  stattfindet,  in  diesem  Falle  bringen  kleine  Veränderungen 
in  der  Entfernung  des  Gegenstandes  und  in  der  Einrichtung  des  In- 
strumentes Aenderungen  in  der  Entfernung  des  Bildes  hervor,  welche 
in  Vergleichung  mit  den  ersteren  sehr  gross  sind.  Sollte  daher  das 
genaue  Einstellen  des  Instrumenles  bloss  durch  eine  Verschiebung 
der  Projectionsfläche  bewirkt  werden,  so  wflrdejene  nach  irmstanden 
eine  bedeutende  Grösse  erhalten,  und  ausserdem  der  Vorlheil  ver- 
loren gehen .  dass  man  durch  eine  beliebige  Stellung  der  Projections- 
fläche die  Vergrösserung  nach  Willkühr  bestimmen  kann.  Aus  diesem 
Grunde  sind    die   Instrumente  der  Art  gewöhnlich  so   eingerichtet, 
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I  und    der  H 

lur  solche  ^ 


daas  sie  durch  kleine  Verschiebungen  des  Gegenstandes 
brerhendfn  Fischen  eingestellt  werden  und  hörlislens  nur  solche 
Verschiebungen  der  Projectionsdacbe  stattfinden,  welche  in  Vcr- 
gleicliun^  mit  der  ganzen  Enlfernuii^  jener  Fläche  sehr  klein  sind, 
HO  dass  die  in  aliquoten  Theilen  der  lilnirernun^  der  Projectionsfläche 
ausgedruckte  Verschiebung  der^ielben  in  allen  Fällen  als  eine  kleine 
Grösse  zu  betrachlen  ist,  deren  Producte  in  Grössen  der  dritleo 
Ordnung  vernachlässigt  werden  können. 

Diess  vorausgesetzt,    bringe  ich   die  in  (c)   von  Nro.  35  ge- 
gebenen Ausdrucke  der  Seitenabweichungen  unter  die  Form : 

-     ..=.[<.)-4r(i-4)]i ' 

Nehmen  wir  nun  an,   dass  die  Grössen,   welche  hierin  voft 
kommen,  Abänderungen  erleiden,  die  ich  mit  der  Characteristik  O 

bezeichne  und  deren  Producte  in  ( )  veniachlässij);t  werden, 

so  sind  die  Veränderungen,  welche  hierdurch  in  den  Seitenabwei- 
chungen entstehen : 

Ui  =  .,[ß(!„+w^_i(öl-fll)]| 


„C„+c»,4f-^(«l-Bl)]| 


Die  Glieder  D(y')  und  Dix')  enthalten  Grössen  von  derselben 
Ordnung  wie  D—  und  D — ,  welche  aber  noch  ausserdem  mit  Grössen 
der  zweiten  und  dritten  Ordnung  multipticirt  sind.  Jene  Glieder 
werden  daher  nach  den  angenommenen  Grundsätzen  vernachlässigt. 

Dasselbe  ffilt  von  den  Gliedern  f w)  — '-  und  (x) '- ,  da  (y  i  und  (x\ 

von  der  dritten  Ordnung  .sind,  - — '  aber  die  in  aliquoten  Theilen  der 
Entfernung  der  ProjectionsHäche  ausgedröckte  Verschiebung  derselben 
bezeichnet,  deren  Producte  in  Grössen  der  dritten  Ordnung  der 
Voraussetzung  nach  nicht  beibehalten  werden.  Hierdurch  reduciren 
sich  die  Formeln  tb)  auf  die  folgenden: 


I 


Die  von  D—  abhängigen  Glieder  in  den  vorhergehenilen  Aus- 
drücken geben  den  Einüuss  an,  welchen  eine  Vcrtehiebung  der 
Projectionsfläclie  auf  die  Coordinatcn  y,  und  x,  oder  die  Seitenab- 
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weichun^en  äussert.  Es  wärde  unnothlg  scyn,  die  erwähnten  Glieder  , 
beizubeliultcn,  wenn  man  dagegen  »,  als  eine  vcränderliclie  Grösse 
betrachtete,  indem  alsdann  die  VerÄnderung-en  dcri^elbeii  ebenfalls 
Verschiebungen  der  Projeclionsflache  ausdrücken  würden.  Es  ist 
jedoch  bequemer,  die  Enlfernimg  der  Projectioitsfläche  als  gegeben 
anzusehen  und  kleine  Veränderungen  in  der  Stellung  derselben  durch 
das  Glied  D—  zu  berücksichtigen,  wodurch  nunmehr  «i  als  unver- 
änderlich zn  betrachten  ist. 

Die  oben  angeführten  Veränderungen  in  der  Entfernung  des 
Gegenstandes  und  in  den  Entfernungen  und  Halbmessern  der  brechen- 
den Flächen  bringen  Veränderungen  in  den  entsprechenden  Ver- 
einigungsweiten hervor,  welche  sich  auf  alle  folgende  bis  zur  letzten 
ff^  fortpflanzen,  da  nach  den  in  (b)  von  \ro.  4  gegebenen  Formeln 
jede  folgende  Verein  igungs wette  von  der  vorhergehenden  abhängt. 
Versteht  mau  daher  unter  D —  die  Summe  der  Aenderuneen,  welche  — 
hierdurch  erleidet,  so  drücken  die  %-on  D —  abhängigen  Glieder  in  den 
vorhergehenden  Ausdrücken  den  ^tnfluss  aus,  welchen  jene  Vci^ 
änderungen  zusammengenommen  auf  die  Coordinaten  yi  und  Xi  oder 
die  Seitenabweichungen  äussern. 

Ware  es  nun  von  Interesse,  diesen  Einfluss  näher  kennen  zu 
lernen,  so  würde  diess,  analytisch  betrachtet,  keinen  Schwierigkeiten 
unterliegen,  indem  hierzu  weiter  nichts  erforderlich  ist,  als  die  For- 
meln cb)  von  Nro.  4  nach  der  Characteristik  D  zu  differentiiren  und 
dabei  ^^^i,  di^t^  Ci,  a^  und  g.  veränderlich  anzunehmen,  aus  der  auf 
diese  Weise  erhaltenen  Dilfcrenzengleicliung  sodann  D—  für  die  letzte 
brechende  Fläche  durch  Integration  abzuleiten,  so  wie  es  früher  in 
allen  ahnlichen  Fällen  geschehen  ist.  Um  jedoch  in  der  Ausübung  D — 
nach  diesem  analytischen  Ausdrucke  berechnen  zu  können ,  müssleu 
die  Veränderungen  in  der  Entfernung  des  Gegenstandes  und  in  den 
Entfernungen  und  Halbmessern  der  brechenden  Flachen  in  Zahlen 
gegeben  seyn,  welches  aber,  namentlich  hei  dem  Auge,  nicht  der 
Fall  ist.  Glücklicherweise  hat,  wie  die  Folge  zeigen  wird,  eine 
solche  Kennlniss  von  D —  für  die  Construction  der  optischen  Werk- 
zeuge  kein  Interesse  und  es  genügt,  im  Allgemeinen  die  Form  zu 
kennen,  unter  welcher  die  von  D—  und  ü —  abhängigen  Glieder  in  den 
Ausdrücken  der  Seitenabweichungen  vorkommen.    Die  Vergleichung 

der  Formeln  (a>  nnd  Cc)  zeigt  aber,  dass  sie  mit  den  von  ( —  } 

abhängigen  Gliedern  einerlei  Coefücienlen  haben  und  daher  mit  diesen 
vereinigt  werden  können.    Setzt  man  zur  Abkürzung 


f74  mummm 

w  iit  die  Summt  der  io  (a)  aiKl  (e)  eirtlialteim  Glieder 
ifi  +  JDyi  =  *»  [(y)  -  ^] 

Wir  haben  bei  den  vorhergehenden  Formeln  angenommen ,  daas 
eine  ProJectioni9lMche  vorhanden  wAre,  aof  welcher  die  Seitenab- 
weichongen  stattfänden.  Nach  der  in  der  vorhergehenden  NimuMr 
gemachten  Bemerkung  können  jedoch  die  Aosdrueke  der  Seilenab- 
weichnngen  ancb  gebrancKt  werden,  um  die  letzteren  in  d^  der  Ab* 
aciaae  5Kt  zugehörigen  Entfemang  za  berechnen,  ohne  dass  sich 
daaelbtt  eine  Projeetfonafliche  befindet  Es  ist  leicht  einzoseh^i, 
dass  die  vorhergehend^!  Formeln  auch  in  diesem  Falle  anwendbar 
sind,  nur  moss  man,  weil  nunmehr  von  keiner  Verschiebung  der 
Projectionsfliche  die  Rede^seyn  kann, 

setzen,  worauf  die  Formeln  (d)  und  (e)  die  Aenderungen  bestimmen, 
welche  die  Seitenabweichungen  in  der  der  Absdsse  »i  entsprechenden 

Stelle  dadurch  erleiden ,  dass  die  mit  D  —  bezeichneten  kleinen  Ver«- 
änderungen  vorgenommen  werden.  ^' 

Vermittelst  der  Resultate,  Welche  wir  in  Nro.  76  gefunden  haben, 
Ist  es  leicht,  die  vorhergehenden  Schlösse  auch  auf  die  Winkelab- 
weichungen anzuwenden.  Wir  haben  nämlich  daselbst  gesehen ,  dass 
die  Ausdrflcke  von  jenen  aus  den  Ausdrücken  der  Seitenabweichungen 
erhalten  werden,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  Zi  weg- 
lässt  oder  mit  anderen  Worten  ihn  s=  i  setzt  Da  femer  hierbei 
keine  Projectionsfläche  vorhanden  ist,  so  ist 

D— =0 

Hiernach  sind  die  Winkelabweichungen  in  dem  obigen  Falle 
begrilTen,  mithin  die  Formeln  (d)  und  (e)  auch  bei  ihnen  brauchbar, 
wenn  der  geraeinsohafüiche  Factor  «i  weggelassen  wird. 

Soll  daher  der  Einfluss  berücksichtigt  werden,  welchen  eine 
Verschiebung  der  Projectionsfläche  oder  Veränderungen  in  der  Ent- 
fernung des  Gegenstandes  und  in  den  Entfernungen  und  Halbmessern 
der  brechenden  Flächen  auf  die  Seiten-  und  Winkelabweichangen 
äussern,  so  reicht  es  in  allen  Fällen  hin,  in  den  Ausdrücken  der 

ersteren,  welche  in  Nro.  68  gegeben  worden  sind,  (^~^J  mit  ji 

au  verwechseln  und  diese  Grösse  als  veränderlich  zu  betrachten, 
ohne  sich  darum  zu  bekümmern ,  durch  welche  Ursache  die  Verände- 
rungen derselben  hervorgebracht  werden.  In  Bezug  auf  die  Winkel- 
abweichungen muss  ausserdem  der  in  jenen  Formeln  enthaltene  ge- 
meinschaftliche Factor  z^  we^^gelassen  werden. 
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Wir  können  auf  ihnliche  Weise  untersDchen ,  wie  die  Lage  des 
Hauptstraliles  von  den  hier  betrachteten  Veränderungen  abhängt. 

Nach  (a)  von  \ro.  68  lassen  sich  die  Gleichungen  des  Uaupt- 
strahles  auf  die  Form  bringen : 

^■■  =  n^[-TfC^),+*]!...<o 

X,  =  0  \ 

wobei  Cy)  die  Glieder  von  der  Ordnung  der  nicht  aufgehobenen  Ab- 
weichungen bezeichnet. 

Bezieht  man  die  Formeln  stets  auf  denjenigen  Punkt  des  Gegen- 
standes, Tür  welchen  ip,  denselben  Werth  hat,  so  mus»  f,  als  eine 
unveränderliche  Grösse  in  Bezug  aitf  die  Characteristik  D  betrachtet 
werden.  Wenden  wir  ferner  die  bei  den  Seilenahweichungen  ge- 
machten Schlüsse  auch  hier  an,  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate, 

dass  in  dem  vorlieeenden  Falle  ebenfalls  die  Producte  von  ( 1 

und  von  Grijssen  der  zweiten  Ordnung  in  die  mit  der  Characteristik  D 
versehenen  Veränderungen  vernachlässigt  werden  könnnen.  Hier- 
nach geben  die  Formeln  tO 

Die  Summe  der  in  (t)  und  C^)  enthaltenen  Glieder  ist  mit  Rück- 
sicht auf  den  in  (d)  angenommenen  Werth  von  i, 

j,^  +  Dy^  =  __^  L»  + -ir^  - -# 

woraus  folgt,  dass  es  hinreicht,  in  CaJ  von  Nro.68,  f -j   mit  ji 

zu  verwechseln  und  dem  inclavirlen  Factor  von  oi,  das  Glied  ,';■  '  -'■ 
zuzusefxen,  um  den  F.influss  der  erwÄhnlen  VerSndeningen  zu  be- 
rücksichtigen.   Hierdurch  werden  die  Gleichungen  des  Hauptstrahles 

Den  mit  der  Charaeteristik  I)  bezeichneten  Veränderungen  in 
dem  vorhergehenden  Ausdrucke  von  t/j  müssen  dieselben  Werlhe 
beigelegt  werden,  welche  bei  der  Berechnung  der  Seitenabweichungen 
gebraucht  werden,  daher  die  davon  abhängigen  Glieder  ebensowenig 


^ 


S9ft 
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.-  (^),+  '>(}^')=jf('->  +  '"-'>^l 


wie  bei  den  letzteren  berechnet  werden  können,  ohne  die  Verände- 
rungen im  Inttrumente  und  Auge  genau  zu  kennen.  Die  Folge  wird 
indessen  zeigen,  dass  es  auch  hier  hinreicht,  die  Form  zu  wissen, 
unter  welcher  jene  Glieder  in  der  Gleichung  des  Hauptslrahles  vor- 
kommen. 

Ist  (z — ^y,  eine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  S — ,  so  wird 

(i> 

Ferner  erhalten  wir  ans  (f)  von  Nro.  68  für  diesen  Fall  die 
Gleichungen  des  Hauptstrahles: 

\  1  +  [CX).  -  Ä.]  i^  +  [(«.-  -K,]'  (ai)' 
\+  Q.  k;  f'. 


m. 


Die  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  den  in  (h)  gefundenen 
zeigt,  dass  die  ersteren  aus  den  letzleren  entspringen,  wenn  man  s, 
mit  ffi  verwechselt  und  dem  inclavirten  Factor  von  f,  das  Glied  ff,  j, 
ZDsetzt. 

Durch  Anwendung  derselben  Methode  erhalten  wir  endlich  ans 
(■;)  von  Nro.  76  die  Tangente  des  Winkels,  welchen  der  Hauptsti-aM 
mit  der  Axe  des  Instrumentes  bildet,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  erwähnten  Veränderungen  berücksichtigt  werden  sollen,  nämlich 

)+[p.  +  CP).a„^]f! 
-  0.  AI  ,1!  ) 

Bei  allen  vorherffehendcn  Formeln  liegt  die  Voraussetznng  za 


Grunde ,  dass 


eine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  Ä — 


ist,  deren  Producte  in  die  durch  die  Characterisdk  D  bezeichneten 
Veränderungen  vernachlissigt  werden  können.  Sollen  jedoch  diese 
Producte  bcibehallen  werden,  so  kann  dieses  leicht  vermittelst  der 
Formeln  (b)  von  \ro.  35  geschehen,  worern  man  nur  die  Grössen 
der  zweiten  Ordnung  berücksichtigt,  und  die  Untersuchung  auf  das 
letzte  von  dem  Instrumente  eiitworrene  üild  beschränkt. 

Jene  Formeln  haben  dieselbe  Gestajt,  wie  die  Formeln  (a)  der 
gegenwärtigen  Mummer.     Behandelt  man  daher  die  letaleren  ebenso, 


J 
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wie  es  oben  geschehen  ist,  so  folgt  aus  dem  daselbst  Gesagten,  dass 
EU  den  in  Cf)  erhaltenen  Ausdrucken  von  fly,  und  Dxi  bei  der  gegen- 
würligen  Voraussetzung  noch  die  Glieder 

hinzukommen. 

y,  und  X,  bezeichnen  die  Coordinalen  des  als  beliebig  an- 
genommenen Etnfall9|)unktes  des  Strahles  auf  der  ersten  brechenden 
Fläche;  beziehen  wir  daher  die  Formeln  bei  allen  Veränderungen 
stets  auf  denselben  Einfallspunkt,  so  können  wir  D  Vi  und  UXi  =  0 
aetzen.    Hierdurch  werden  die  vorhergehenden  Glieder: 


-G-ü 


1,  D 


V, 


Kg        %Ji     '        Vi 


wobei  «i  in  Bezug  auf  die  Characteristik  D  als  nnveränderlirh  be- 
Irarhlet  werden  muss,  wenn  keine  wirkliche  ProjectionsCäche  vor- 
banden ist.    Setzen  wir  daher  nunmehr 


60  wird  die  Summe  der  in  (a),  (c)  und  (m)  erhaltenen  Glieder  eben- 
falls durch  die  F'ormeln  (e)  ausgedrückt,  woraus  folgt,  dass  es  auch 
bei  der  gegenwärtigen  Voraussetzung  hinreicht,  in  den  Formeln  (i) 

von  Xro.  68,  f ^  1  mit  dem  vorhergehenden  Werlhe  von  ji  zo 

verwechseln,  um  auf  die  hier  betrachteten  Veränderungen  Rück- 
sicht zu  nehmen. 

Endlich  geben  die  Formeln  (h)  von  Nro.  68  die  Gleichungen 
des  Hauplstrables  unter  der  gegenwärtigen  Voraussetzung  und  mit 
Rücksicht  auf  die  erwähnten  Veränderungen,  nämlich 


K  »J 


OF,  »I 


l+^f! 


-TTt-'^C^)! 


Siebentes  Kapitel. 


Die  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  gefundenen  Formeln  bilden 
die  Grundlage  zur  Auflösung  der  Probleme  höherer  Ordnungen. 
Eines  der  wichtigsten  derselben  ist  die  Untersuchung,  auf  welche 
Weise  die  optischen  Instrumente  eingerichtet  werden  uiüssen,  am 
bei  ihnen  die  grüsstmögliche  Deutlichkeit  zu  erhniten.  Hierzu  ist 
es  zuerst  noihwendig,  die  Undeullichkelt  in  dem  Bilde  eines  leuchten- 
den Punktes  naher  zu  bestimmen  und  eine  Methode  aufzusuchen , 
durch  welche  alle  dabei  concurrirende  Strahlen  berücksichtigt  Aver- 
den,  da  die  vorhergehenden  Formeln  sich  nur  auf  einen  einzigen 
von  ihnen  beziehen.  Diese  Methode  wird  uns  zugleich  in  den  Stand 
setzen,  den  Ort  des  Bildes  anzugeben,  auf  welchen  die  Abweichungen 
einen  bedeutenden  Einfluss  haben. 


Absolute  JJndeutUchkeit  in  dem  Bilde  eines  Punktes,  wenn  der 
tiauptstrahl  als  Axe  des  Strahlenhündels  angenommen  wird. 

Wir  haben  in  Nro.  57  gesehen,  dass  die  von  einem  und  dem- 
selben Punkte  des  Gegenstandes  ausgehenden  Strahlen,  ohne  Burk- 
sicht  auf  die  Abweichungen,  nach  den  verschiedenen  Brechungen 
Kegel  bilden,  deren  Axen  mit  dem  jenem  Punkte  zugehörigen  Haupt- 
strahle zusammenfallen.  Wäre  nun  eine  ProjectionsHache  vorhanden, 
welche  eine  solche  Beschaffenheit  hatte,  dass  die  Scheitel  dersammt- 
lichen,  nach  der  letzten  Brechung  entstehenden  Strahlenkegel,  welche 
den  verschiedenen  Punkten  des  Gegenstandes  entsprechen,  in  ihr 
lagen,  so  würden  sich  diejenigen  Strahlen,  welche  von  einem  und 
demselben  Punkte  ausgehen,  auch  auf  der  Projeclionsllache  in  einem 
und  demselben  Punkte  vereinigen  und  hierdurch  ein  vullkommen. 
deutliches  Bild  des  Gegenstandes  entwerfen.  In  der  Wirklichkeil 
ßndet  jedoch  diese  vollkommene  Deutlichkeit  nicht  statt,  weil  die 
Strahlen  durch  die  Abweichungen  eine  andere  Lage  erhalten ,  so 
dass  sieh  diejenigen,  welche  von  einem  Punkte  ausgeben,  nach  der 
letzten  Brechung  nicht  mehr  in  einem  Punkte  schneiden. 

Nehmen  wir  den  Hauptstrah)  als  eine  Axe  an,  auf  welche  die 
Lage  der  übrigen  dazu  gehörigen  Slralüen  bezogen  wird,  so  folgt 
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aus  demjenigen,  was  wir  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  entwickelt 
haben,  dass  die  durch  die  Gleichungen  td)  van  N'ro.  68  gegebenen 
Grössen  y  und  x  die  auf  der  Projectionsflache  entstehenden  Seiten- 
abweichnngen  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  ansdruckcn,  welche 
als  7.wei  auf  Jener  Fläche  gezogene  rechtwinkelige  Coordinaten  zd 
betrachten  sind. 

Diese    Coordinaten    bestimmen    die   Entfernung   zwischen   den 

Durchschnitlspunkten  des  Hauptstrahles  und  des  allgemeinen  farbigen 

Strahles,  welche  ich  mit  r  bezeichne.    Da  nämlich  der  Ursprung 

derselben  in  dem  Durchschuittspunkte  des  Hauptstrables  liegt,  so  ist 

r>  =  ji»  4.  X» , (a) 

Diese  Formel  ist  auch  in  dem  Falle  anwendbar,  wenn  keine 
Projectionsflache  vorhanden  ist,  sondern  die  Lage  der  iStrahlen  an 
derjenigen  Stelle  untersucht  werden  soll,  welche  der  Abscisse  s 
entspricht,  r  bezeichnet  alsdann  die  Entfernung  zwischen  dem  Haupt- 
strahle  und  dem  allgemeinen  farbigen  Strahle  in  einer  Ebene  ge- 
messen, welche  senkrecht  auf  der  Axe  des  Instrumentes  steht  und 
deren  Abstand  von  der  letzten  brechenden  Flache  durch  die  Abscisse  a 
besliintut  wird. 

Wir  haben  ferner  durch  die  Vergleichung  der  Formeln  (p) 
und  (q)  von  Xro.  76  gesehen ,  dass  bei  den  Instrumenten  der  zweiten 
Art  r  anch  den  Winkel  ausdrückt,  welchen  der  allgemeine  farbige 
Strahl  mit  derjenigen  Richtung  macht,  die  er  haben  müsste,  wenn 
nach  der  letzten  Brechung  ein  vollkommen  deutliches  Bild  in  der 
Entfernung  s  entstehen  sollte,  unter  der  Bedingung  jedoch,  dass  der 
in  den  Ausdrücken  von  y  und  x  enthaltene  gemeinschaftliche  Factor 
«  :=  1  gesetzt  wird. 

Substituiren  wir  nun  in  Ca)  statt  y  und  x  ihre  Werthe  aas  den 
allegirten  Gleichungen  und  berücksichtigen  die  Bemerkungen,  welche 
in  Nro.  77  und  78  über  die  darin  enthaltenen  Grössen  gemacht  wur- 
den, so  wird  r*  durch  lauter  Grössen  ausgedrückt,  welche  entweder 
gegeben  sind,  oder  von  der  willkührlichen  Eiiu'irlituug  des  Instru- 
mentes abhängen. 

Bei  einer  vollkommenen  Deutlichkeit  würde  r  für  sämmtliche, 
von  demselben  leuchtenden  Punkte  ausgehende  Strahlen  verschwinden^ 
um  daher  bei  einem  Instrumente  die  grösstmög liehe  Deutlichkeit  zu 
erhalten,  ist  es  erforderlich,  diejenigen  Grössen,  welche  bei  der 
Cunstruction  desselben  der  Willkiilir  überlassen  bleiben,  so  zu  be- 
stimmen, dass  r  für  jene  Strahlen  zusammengenommen  so  klein  als 
möglich  wird. 

\Jm  diese  Bedingung  zu  erfüllen,  kann  man  mit  Vortheil  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  anwenden.  Betrachtet  man  nämlich  r 
als  einen  Fehler  des  allgemeinen  farbigen  Strahles,  welcher  Un- 
deutliclikeit  hervorbringt,  so  wird  nach  Jener  Methode  diejenige  Ein- 


r 
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riehtung'  des  Instrumentes  in  Bezog  auf  die  Deailichkeit  den  Vorzog 
verdienen,  bei  neleher  die  Summe  der  r*  für  sammflirhe  Strahleo 
80  klein  als  möglich  wird.  Da  aber  unzählig  viele  Strahlen  vorhanden 
sind,  so  unterscheidet  sich  dieser  Fall  von  der  gewöhnlichen  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Qu»drate  dadtircli,  dass  die 
Summe  der  Quadrate  der  Fehler,  welche  bei  den  gewöhnlichen  An- 
wendungen eine  endliche  Summe  ist,  hier  wegen  der  unzähligen 
Menge  der  r*  durch  die  Integralrechnung  gesucht  werden  mnss. 

Betrachten  wir  zuerst  nur  einen  einfallenden  Strahl,  welchen 
ich  von  weisser  Farbe  annehme.  Jeder  weisse  Lichtstrahl  besieht 
aber  ans  einer  unzähligen  Menge  verschieden  gefärbter  Strahlen. 
Um  diese  von  einander  zu  unterscheiden,  wurde  bei  den  vorher- 
gehenden Untersuchungen  einer  von  ihnen  nach  VVillkuhr  gewählt 
und  der  mittlere  Strahl  genannt.  Das  ihm  zugehörige  Brechuiigs- 
verhällniss  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  Körper,  welcher  zur  Ver- 
gleichung  der  übrigen  Körper  diente,  wurde  durch  v,  das  Brcchungs- 
verhältnifis  eines  anderen  beliebigen  farbigen  Strahles  durch  iv-^-Sv) 
bezeichnet,  wonach  also  v  für  sammtliche  Strahlen  unveränderlich 
ist,  Sv  dagegen  eine  veränderliche  Grosse  bezeichnet,  welche  die 
Lage  des  Strahles  im  prismaiischcn  Karbenbilde  und  hierdurch  zu- 
gleich seine  Farbentinte  angiebt. 

Jedem  farbigen  Strahle  gehört  ein  r*  zu,  welches  durch  die 
allegirten  Formeln  erhalten  wird,  wenn  man  darin  3v  denjenigen 
Werth  beilegt,  den  die  Farbentinte  des  Strahles  erfordert.  Da  nnn 
3f  als  eine  stetige  veränderliche  Grösse  zu  betrachten  ist,  so  erhält 
man  die  Summe  der  r'  für  sämmtliche  farbige  Strahlen ,  welche  einem 
einfallenden  Strahle  zugehören,  wenn  man  r*  mit  dSv  multiplicirt 
und  in  Bezug  auf  Sv  integrirt. 

Hierbei  ist  jedoch  eine  Bemerkung  nothwendig.  Die  Erfahning 
zeigt  nämlich ,  dass  die  verschiedenen  farbigen  Strahlen,  ausweichen 
ein  weisser  Strahl  besteht,  eine  ungleiche  Wirkung  in  unserem  Auge 
hervorbringen.  z.B.  die  gelben  eine  slärkere  als  die  violclten,  daher 
es  zweckmässig  erseheint,  die  stärker  wirkenden  Strahlen  mehr  zu 
berücksichtigen,  als  die  schwächeren.  Hierzu  ist  weiter  nichts  er- 
forderlich, als  dass  man  das,  einem  jeden  farbigen  Strahle  zuge- 
hörige r*  vor  der  Integration  mit  einem  Faclor  multiplicirt,  welcher 
eine  Function  von  der  Lage  des  Strahles  im  Farbenbilde,  d.  h.  von 
3vf  ist  und  hier  die  Stelle  der  bei  der  Methode  der  kh-inslen  (Juiidrate 
gebräuchlichen  Gewichte  vertritt.  Nennt  man  ihn  X  und  bezeichnet 
mit  r*,  die  Summe  der  r*,  welche  einem  einfallenden  Strahle  zuge- 
gehören,  so  ist 

r'  =  flr*d8p tb) 

Die  Grenzen  dieses  Integrals  sind  diejenigen  Werthe  von  Sv, 
welche  den  äussersten  reihen  und  violetten  Strahlen  des  Farben- 
bildes  entsprechen. 
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Die  ia  (d)  von  \ro.68  gefundenen  Ausdriicke  von  y  und  x  zei^n, 
dass  r* ,  wenn  es  in  Bezug  auf  die  Potenzen  von  3v  entwickelt  wird, 
nur  Glieder  von  der  Form  A  *u~  enthält,  in  welchen  m  nacli  und  nach 
alle  ganze  bejahte  Zahlen  von  0  bis  -|-  4  eiuschficsslich  bezeichnet. 
Hiernach  besteht  das  obige  Integral  nur  aus  GUederii  von  der  Form 

deren  Integration  aber  erst  alsdann  ansgeführt  werden  kann,  wenn  \ 
in  Function  von  Sv  gegeben  ist. 

Ohne  über  die  Natur  dieser  Function  zu  entscheiden,  welche 
bloss  durch  Beobachtungen  bestimmt  werden  kann,  bezeichne  ich  die 
von  8v  abhängenden  Integrale  durch  3„,  S,....3^,  so  dass  allgemein 

3^=:  J\Sp"d3v Cc> 

innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  genommen  bedcatet.  Hierdurch 
verwandelt  sich  jedes  in  r*  enthaltene  Glied  von  der  Form 

A3,- 
fiach  der  Integration  in 

Af).3v-d3v  =  A8. 

Um  daher  die  Integration  in  Bezug  auf  8v  auszuführen,  und 
hierdurch  von  r*  auf  r'  überzugehen,  ist  weiter  nichts  erforderlich, 
als  r*  nach  Potenzen  von  3v  zu  entwickeln  und  dann  die  verschiedenen 
Potenzen  3 1."  mit  den  correspondirenden  Grossen  5»  zu  verwechseln. 

Bei  dieser  Rechnung  ist  jedoch  noch  eine  Abkürzung  möglich. 
Wir  hatten  nämlich  in  Nro.  15  nur  vorausgesetzt,  dass  der  midiere 
Strahl  eine  unveränderliche  Lage  im  prismatischen  Farbenhilde  hat, 
und  hatten  uns  vorbehalten,  diese  Lage  demnächst  auf  eine  schick- 
liche Weise  zu  bestimmen.  Da  nun  die  Sache  selbst  uns  keine 
Gründe  zu  einer  solchen  Bestimmung  an  die  Hand  giebt,  so  ist  es 
erlaubt,  diejenige  zu  wählen,  welche  die  Rechnung  am  meisten  ver- 
einfacht. Diese  besteht  darin,  dass  man  als  mittleren  Strahl  den- 
jenigen annimmt,  dessen  Brechungsverhaltniss  das  arithmetische  Mittel 
aus  den  Brechungs Verhältnissen  sammtlicher  farbigen  Strahlen  mit 
Rucksicht  auf  ihre  verschiedene  Wirksamkeit  ist.  Untersuchen  wir 
daher,  welche  Folgen  diese  Voraussetzung  in  den  Resultaten  der 
Rechnung  hat. 

Das  Brechungsverhaltniss  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  ist  = 

woraus  die  Brechungs  verhall  nisse  der  sämmtüchen  farbigen  Strahlen 
erhalten  werden,  wenn  man  3v  nach  und  nach  alle  Werlhe  innerhalb 
des  prismatischen  Farbenbildes  giebt.  Da  aber  3p  als  eine  stetige 
veränderliche  Grösse  betrachtet  werden  muss,  so  ist  die  Stimme  der 
Brechungsverhaltnisse  sammtlicher  farbigen  Strahlen  mit  Rücksicht 
auf  ihre  Wirksamkeit  = 


\ 


S8t  smsmKs  EAPim.. 

Ua^e^o  ist  die  Anuhl  der  (krhigta  Strmblen.  ebenfalls   nA 
RöckKirbt  »u{  ilire  WirlLsamkeit  c= 
=  />.  d9v 

Dividiren  wir  nnn  diese  beiden  Ansdräcke  in  einander,  so  er-i' 
halten  wir  die  Summe  sämmtlieher  Brechong^verhältni-s^e  dr>~idtn 
dnrrh  ihre  Anzahl,  d.  b.  das  arithmetisrlie  MiKel  aiu  den  Brerhun^:«- 
rerhültnis^en  simmtlirber  farbigen  Strahlen  mit  Rärksicht  auf  ihre 
Wirksamkeit;  und  da  dasselbe  dem jBrerhungsverhältnLsse  des  niilt- 
Icreo  Strahles,  oder  >,  i^eich  seyn  soll,  so  g^iebt  diess  die  Gleichung 

'==        S^äs. 

r  JM  eine  von  3v  völlig  unabhängige  Constante;  der  vorhergehende 
Ausdruck  wird  daher  nach  gehöriger  Kntwickelung 

*~  /xrfa..  "^    s^.ddr.    ~''~^  s» 

Hieraus  folgt,  dass  bei  der  angegebenen  Bestinunung  über  die 
Laj^e  des  mittleren  Strahles 

8,  =  f\Svd3^  =  0 (d) 

ist,  wodurch  alle  Glieder  wegfallen,  welche  nach  der  Enlwickeluny 
X'on  r*  die  erste  Potenz  von  Sv  enthalten.  Diese  Glieder  KöDDeo 
daher  bei  jener  £o(wickeIung  sogleich  weggelassen  werden. 

Bei  der  vorhergehenden  Untersuchung  ist  der  einfallende  Strahl 
von  weisser  Farbe  angenommen  worden.  Diese  Voraussetzung  findet 
Jedoch  in  der  Wirklichkeit  nicht  statt,  da  die  Gegenstände,  welche 
man  durch  optische  Instrumente  betrachtet,  sehr  verschieden  gefärbt 
sind.  Sollte  nun  die  Rechnung  für  eine  andere  Farbe  als  die  weisse 
geführt  werden,  so  würde  diess  keine  andere  Folge  haben,  als  dass 
die  Orftsse  l  andere  Wcrthe  erhielte,  welche  nach  der  Verschieden- 
heit der  Farbe  des  Gegenstandes  bald  nach  dem  rothen,  bald  nach 
dem  violetten  Ende  des  Farbenbildes  grösser  würden.  Da  aber  die 
optischen  Werkzeuge  bei  unveränderter  Einrichtung  für  alle  Farben 
der  OegenstAude  gebraucht  werden  sollen,  so  bleibt  nichts  Andere« 
tlbrig,  als  bei  der  Berechnung  derselben  eine  bestimmte  Farbe  und 
zwar  am  besten  die  weisse  vorauszusetzen,  eines  Theils,  weil  diese 
in  Bezug  auf  die  der  Grösse  Ji  zu  gebenden  Werthc  ungefähr  in  der 
Mitte  liegt,  andern  Theils,  weil  bei  ihr  die  Farbenzerslreuung  am 
bcincrkbnrsicn  ist  und  es  daher  räthlich  erscheint,  dieselbe  gerade 
hier  HO  viel  als  möglich  zu  vermindern. 

Nachdem  durch  die  vorhergehende  Rechnung  r*  oder  die  Summe 
der  Quadrate  der  Fehler  für  einen  einfallenden  Strahl  gefunde« 
worden  ist,  so  können  wir  sie  für  sättantliche  Strahlen  berechnen, 
welche  von  einem  und  demselben  Punkte  des  Gegenstandes  ausgehen. 

Zuerst  muss  bemerkt  werden,  duss  r*  von  der  Ordnung  defl 
Quadrates  der  nicht  aufgehobenen  Abweichungen  ist.    Da    nun  die 


wtk 
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höheren  Glieder  nicht  beibeballen  werden,  so  reidit   es  hin,  die 
Factoren,  womit  r*  bei  der  ferneren  Rechnung  multiplicirt  wird,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Abweichungen  zu  berechnen  und  darin  nur  die 
niedrigsten  Potenzen  von  R  und  ^  beizubehallen. 
,  Nehmen  wir  die  Gestalt  der  Uauptblendung  als  kreisförmig  an, 

so  wie  es  bei  den  optischen  Instrumenten  gewöhnlich  der  Fall  ist, 
und  nennen 

Cj  ihren  Halbmesser, 
so  folgt  aus  (c)  von  \ro.  57,  duss  derjenige  Theil  der  ersten  brechen- 
den Fläche,  in  dem  alle  Lichtstrahlen  einfallen,  welche  von  dem, 
den  Coordinaten  — und  <p,  entsprechenden  leuchtenden  Punkte  aus- 
gehen, ohne  Riicksicht  auf  die  Abweichungen  ein  Kreis  ist,  dessen 
Halbmesser  R  durch  den  Ausdruck  bestimmt  wird: 

«  =  C^),.=  (a-I/^ Ce, 

Jedem  Lichtslrahle,  welcher  von  demselben  leuchtenden  Punkte 
ansgeht  und  innerhalb  jenes  Kreises  auf  die  erste  brechende  Flache 
fällt,  gehört  ein  r*  za,  dessen  Werth  man  aus  dem  allgemeinen 
Ausdrucke  von  r'  erhalt,  wenn  man  darin  den  Coordinaten  A  und  ¥ 
diejenigen  Werthe  giebt,  welche  dem  Einfallspunkle  des  Strahles 
entsprachen. 

Um  nun  die  Summe  der  r'  für  alle  diese  Strahlen  zu  erbalten, 
müssen  wir  bedenken,  dass  vermöge  (o)  von  Nro.  65  die  Menge  von 
Lichtstrahlen,  welche  auf  ein  Element  des  Kreises  fallen,  der  Flache 
des  Elementes  multiplicirt  mit  einer  Constante  gleich  ist,  wenn  man 
die  Potenzen  von  R  und  d  nicht  berücksichtigt. 

ai 
Bezeichnen  wir  daher  die  dortige  Constante  —j- hier  mit  «31  und 

bemerken,  dass  die  Fläche  jenes  Elementes  =  RdRd'P  ist,  so  er- 
halten wir  die  Menge  der  darauf  fallenden  Strahlen  = 
9%RdRdf  =  Slrf.BVT 
Da  nun  jedem  dieser  Strahlen  ein  r*  zugehört,   so  ist  die  dem 
Flächenelemente  des  Kreises  entsprechende  Summe  der  r'  = 

Integrirtman  diesen  Ausdruck  zuerst  von  f^Obis  zuW^Zs,  so- 
dann von  fl  =  0  bis  zu  dem  durch  den  Ausdruck  (e)  gegebenen  äusser- 
stenAVerthe  vonA,  so  erhält  man  die  Summe  der  r*  für  die  ganze  Fläche 
des  Kreises,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Summe  der  Quadrate 
der  Fehler  für  sämmliiche  Strahlen,  welche  von  dem  durch  die  Coor- 
dinaten —  und  tp,  bestimmten  Punkte  des  Gegenstandes  ausgehen. 
Wird  diese  Summe  mit  r'  bezeichnet,  so  ist 

r*=3lfd.R^j'"'r^dW (0 
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Zur  Erleichterung  diei^er  Integrationen  können  die  folgenden 
Bemerkungen  gemacht  werden. 

Der  Ausdruck  von  r*  und  folglich  auch  der  von  r*  besteht  ans 
Gliedern,  welche  mit  verschiedenen  Polenzen  von  «mf  und  cosV 
mnltiplieirt  sind.     Sie   geben    nach  der  Integration    Iheils  Glieder,* 
welche  den  Bogen  "9  enthalten,  theils  solche,  welche  von  «tnV  und 
cotW  abhängen. 

Da  nun  die  Integration  in  Bezug  auf  vp,  von  3*  =  0  bis  zn 
W  =  tit  vorgenommen  werden  inuss,  so  fallen  die  letzteren  Glieder 
weg,  weil  sie  an  den  beiden  Grenzen  der  Integrale  einerlei  Werlh 
haben,  und  es  bleiben  bloss  die  ersteren  Glieder,  in  denen  sich  $ 
in  ][  verwandelt.  Untersuchen  wir  daher,  in  welchen  Fällen  das 
Eine  oder  das  Andere  statt  findet. 

Zuerst  müssen  wir  bemerken,  dass  von  «in¥  keine  andere  Po- 
tenzen vorkommen,  als  die  zweite,  von  co*¥  dagegen  verschiedene 
Potenzen,  theils  mit  ungeraden,  Iheils  mit  geraden  Exponenten. 

Hiernach  sind  alle  Glieder  von  r*,  welche  ungerade  Potenzea 
von  cot''¥  enthalten,  unter  der  Form  begriffen 

wobei  k  entweder  =  0,  oder  =  1  seyn  kann. 

Es  ist  aber ,  wenn  man  statt  co*'""*"'  T  seinen  Werlh 
CI — ain^WycosW  aubstituirt,  [i — sin**)"  nachdem  binomischen 
Lehrsatze  entwickelt  und  den  n'"  Binomialcoefficienten  der  ni'"  Po- 
tenz mit  B^  bezeichnet, 

gin^ ''  ¥  c(m'-+'  ¥  =  f  «in**  ¥  +  Xr  (+  B:  »m'*+''  W]  eo»  9 
folglich  ' 

J""  " '"    * •'^  =  Tk+r  +2L,  C~»t+««+i  )  ■  '«' 

wobei  das  obere  Zeichen  für  gerade,  das  untere  für  ungerade  Werlhe 
von  n  gilt. 

Dieses  Integral  verschwindet,  wenn  es  innerhalb  der  ange- 
gebenen Grenzen  genommen  wird;  wir  können  daher  den  Schhiss 
machen,  dass  alle  Glieder  von  r*  oder  r*,  welche  ungerade  Po- 
tenzen von  cosV  enthalten,  nach  der  Integration  wegfallen,  mithin 
bei  der  Entwickelung  von  r*  sogleich  weggelassen  werden  können.. 
Die  übrigen  Glieder  von  r*,  welche  mit  geraden  Potenzen  von  co»'¥ 
moltiptirirt  sind,  haben  die  Formen 

Acot^""¥ 
und 

AsiH*V  coa""* 

Durch  Ajiwendung  der  bekannten  Reductionsformeln  erhält 
man  aber 


I 
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«_.«     ■■».  9 tri.  V  iv« 

fo«"''P  dw  = ü 

2  m 


+z 


(8in-n  fÄm-S). 


> 


2»i  +  «  '     (8wi-|-2j  2m 

"^  ^,      (.im-\-2)  tiH ....  («IM— «/i+4)  (2wi— 2H+8)  (2m—iiO\ 

,     tgwt— lUgm— a)....l.l 

■*"        [«7«+2)am 4.2 

Innerlialb  der  angegebenen  Grenzen  fallen  alle  von  Hfl?  ab- 
hängige Glieiier  weg  uml  es  wird 

(2m— 11  (2m— 3) I      .  ] 


«n'^coa'-Wrfip: 


«mt«m— 2j....«       ' 
(2m— l)(2m— 3>....1.1 
(«m+2]2m....4.2      ' 


Diese  Formeln  geben  die    folgenden  Integrale,  welche  in  r* 
vorkommen : 


/. 


dV  =  2. 

1'"  cos*^  rf*  = 


«V¥co»**rf'J'=  4-  •  * 


Die  Integralion  in  Bezug  auf  B  ist  keinen  .Schwierigkeiten  unter- 
worfen. \ach  der  l^nlwiekelung  enthült  nümlirh  r*  nur  Glieder,  die 
mit  geraden  Potenzen  von  R  multiplicirt  sind ;  Jedes  Glied  von  iler  Form 

ÄR'- 
giebt  daher  nach  der  Integration  eines  von  der  Form 

A  /'"R'-rf.R»  =   '"'  "'7." 

Jo  (m+1) 

worin  nunmehr  R  den  durch  den  Ausdruck  (e)  gegebenen  änssersten 
Werth  von  R  bezeichnet, 

Da  CS  bei  der  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
auf  bestandige  Factoren  nicht  ankommt,  so  kann  man  statt  der 
Grosse  r*  eine  andere  einführen,  welche  von  dem  unbekannten 
Factor  91  unabhängig  ist.     Dividirt  man  nümlich  r*  durch  die  An7.«.V\V 
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sämmtlicher  Strahlen,  welche  von  dem  durch  die  Coordinaten  — 

und  (ffj  bestimmten  Punkte  des  Gegenstandes  in  das  Instrument  fallen^ 
muItipUcirt  mit  ihrer  jedesmah'gen  Wirksamkeit ,  so  erhält  man  das 
arithmetische  3IitteI  aus  allen  r*,  welche  jenem  Punkte  zugehören, 
mit  Rücksicht  auf  die  verschiedene  Wirksamkeit  der  Stratilen.  Dieses 
arithmetische  Mittel  soll  zur  Abkürzung  die  absolute  Undeutlichkeil 

des  durch  die  Coordinaten  —  und  <Pi  bestimmten  Punktes  genannt 
und  mit  0  bezeichnet  werden.     ^ 

Die  angegebene  Anzahl  der  Strahlen  ist  al^er  = 

^f^d.R^y^''>dwß,d^v=:9lR*.2nS^.    ...(!> 

folglich 

n.  -  ^^  _  ßd.Ryß^d^ff\r^d8v         .   . 

Da  die  Grössen  Sv^  ^  und  R^  völlig  unabhängig  von  einander 
sind,  so«können  wir  die  Integrale,  welche  sich  auf  Sv  beziehen,  sogleich 

mit  8q  dividiren,  wodurch  sich  die  Grössen  d^  in  —^  verwandeln. 

Ebenso  können  wir  die  Integrale  (k),  welche  W  betreffen,  durch  2k 
dividiren,  wodurch  dieser  gemeinschaflliche  Factor  in  ihnen  wegfällt. 

Endlich  können  die  Integrale  in  Bezug  auf /{  mit  R*  dividirt 
werden,  wodurch  sich  H'C"»ti)  j^j  jj««  verwandelt,  so  dass  die  in  r* 
enthaltenen  Potenzen  jR'*"  dieselben  Exponenten  behalten  und  nur 
durch  (m-f-l)  dividirt  werden.  Aus  allem  diesiem  können  wir  daher 
die  folgenden  Regeln  zur  Berechnung  von  e  abstrahiren  : 

Zuerst  muss  r^  durch  Substitution  der  in  (d)  von  Nro.  68  ge- 
gebenen Werthe  von  y  und  x  in  dem  Ausdruck  (a)  berechnet  und 
der  dadurch  erhaltene  Werth  von  r*  so  entwickelt  werden,  dass  er 
nach  Potenzen  von  Ä,  (f>^  sinW^  cos^  und  Sv  geordnet  ist,  wobei 
jedoch  alle  Glieder  wegbleiben,  welche  entweder  die  erste  Potenz 
von  dv  oder  ungerade  Potenzen  von  cosW  enthalten. 

Um  sodann  von  dem  auf  diese  Art  erhaltenen  Ausdrucke  von  r' 
zu  e  überzugehen,  ist  weiter  nichts  erforderlich,  als  in  ersterera 


Ä'-  mit 


^y"  mit 


co«>W  mit 


m+1 

So 
2 


,     , dO 

*m*W  mit  -- 
cos^W  mit  -r- 


sin^^cos^lf  mit  --r 


8 
8 
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za  verwechseln  und  unter  R  nunmehr  den  durch  den  Ausdruck  (e) 
gegebenen  Susserslen  Werlh  dieser  Grösse  zu  verstehen. 

80^  Entwickeln  wir  jetzt  r*  nach  diesen  Regeln.  Hierzu  müssen 
die  in  (d)  von  Nro.  68  gefundenen  Werthe  von  y  und  x  7,uui  Quudrat 
erhoben  und  dann  addirt  werden,  nachdem  darin  zuvor  ( — —- Imitj 
verwechselt  worden  ist.  Sie  enthalten  den  gemeinschaftlichen  Factor 
f — J,  welcher  in  der  Summe  ihrer  Quadrate  den  gemeinschaft- 
lichen Factor  ( — j    giebt. 

Aus  den  inclavirten  Ttieilen  jener  Grössen  entstehen  mehrere 
Glieder,  welche  mit  Combinalionen  der  Coefficientcn  L,  M  ii.  s.  w. 
mulliplicirt  sind.  Zur  Abkürzung  bezeichne  ich  diese  Glieder  mit 
den  in  Pnrenthesen  eingeschlossenen  Verbindungen  L*,  LM  o.  s.  w. 
welche  darin  vorkommen.  So  giebt  z.B.  der  inclavirte  Theil  vony, 
wenn  er  zum  Quadrate  erhoben  wird,  das  erste  Glied 

L»  R'  cos^^ 
und  der  inclavirte  Theil  von  x  das  erste  Glied 

Die  Summe  von  beiden  ist  das  correspondirende  Glied  von  r*, 
welches  mit  (L'5  bezeichnet  wird;  es  ist  folglich 

(L»)  =  L»  n« 

Berechnen  wir  auf  dieselbe  Weise  alle  öhrige  Glieder  und  lassen 
diejenigen  sogleich  weg,  welche  entweder  die  erste  Potenz  von  Sv 
oder  ungerade  Potenzen  von  cotV  enthalten,  so  finden  wir  die  fol- 
genden Werthe: 

(L>)     =  L»  H- 

(LjM)  =  0 

iLO)  =  iLOR'f^cot'V 

iLN)  =  2LNR''j>^Jiin*V 

l  Ä"  +  8  fl«  Ä»  rf>'  +  fl*  A*  (Ji* 


+  C8Ä»Ä»^*  +  4fl*Ä*9>'j  CO«»* 


(LS)  =0 

(!.#)    =2LgR*3v* 

(L  F>  =  0 

(LT)  =  0 

(L/l     =  0 

(L  HO  =  0 

(LJ)    =  tLJR'i 

(>!»>    =^  JW»fl'.p»  (-J-+8C0«'*") 

(JMO)  =  0 

f.If  A'J  =  0 
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; 

I 

iMQ)  =  «^(?j_|_(7ii.jf^.  +  10ll*Ä*<j>*)co*»'P 

CMST)  s  0 

CJIf«)   =0 

( Jf  17)  =  0 

(J»fT)  =  0  .  . 

CMt)    =  2MIR*  <p*  9v*  f  ■5-  +  eo»*V) 

(J»flF)=0  ^'  ^ 

(Jlf  J)  =  0 

(0»)    =  0»  Ä»  «j>*  CO»»  »P 

(OÄ)  =0 

(0«)    =iO»R*f*  dv*  cot*  ¥ 

(010  =  0 

iOT)  =0 

(00    =0 

(Oir)=:  0 

COJ)    =«OJÄ»qi»JCO«««f 

(2Vr»)    =  JV»  Ä»  9>*  «m»  W 

CJV  V)  —  »^  V  j  _|_  4  jl«  ^,  «**  »in«  w  CO*»  W 

iN8)  =  0 

(JV*)   c=  2N»  Ä»  ^»  ***  #m»* 

CJVJ)  =  2JV  JA»  <p>  i  «m»W 

+  8  «*A'>«  +  Ä»  «•<?>• 

J  +  co*  'Pj+ii2Ä«A'«<^*  +  24Ä»Ä»<ji«| 
+  co**W  [SOR*  K*  (p*  -\-  SOR*  K*  <p'\ 
(0«)  =  0 

com  ==0 

(OT)  =  0 

WO    =»tf/*v   j  +  (4Ä*Ä(j>'4-8Ä''Ä»<^«)co«»'P 

(Q|F>=a  0 

fOJ>   _«0J;<**  +  *^**''^'  +  *'^**^*       , 
(«»)     =  S'R"  81^ 

(S 17)  =  «« 17  8v*  IR*  +  Ä*  Ä»  9>»  -f  «  Ä*  Ä*  <J>'  CO*»  »P I 
iST)  =0 
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C8t)  =  0 
CSIF)=0 
Cfirj)  =0 

(«  l/^)    =  2»  l/^  Jv»  [Ä*  -f-  Ä»  Ä» ^»  +  2Ä*  Ä»  ^»  co*»W] 
CtT)    =  0 

(*0  =  0 
C»W)  =0 

(ITT)  =  iUT Sv'  \^R' K<f>'-\-2W Kf* eo**Vf] 
CUt)    =  2Vt 3v*  {W Kf*  +  »R* K f" COÄ'JPJ 

iUm=2UWBv*  IR' K<p* -\-2]t* Kf*  eo**92 

(.UJ^  =  0 

(T  J)  =  0 
itJ)    =0 

(ir  j)  =  0 

Durch  die  in  (n)  von  Nro.  79  angegebenen  Yerwechselongen 
erhält  man  aus  diesen  Gh'edern  die  correspondirenden  von  d,  welche 
ich  mit  eckigen  Parenthesen  bezeichne^  nämlich 

IL01  =  2L0.5^ 
[LN]=  2LN.-515!. 

6 

[LOl  =  2L  Q  [^  +  1  R«  K«  f«  +  R«  K«  <j>«] 

[Ls]  =  2L8  ^^  ).    (a) 

[LJ]  =  2LJ-2ji 

[M»]  =^M*R«^* 

[Möl  =  2M0  [r«K^«+  -I  R«  K»  f«] 

IM/J  =  2M/  y/*  *' 
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4 


tOs]  =  SOs  5^ 

4oo 

10 J]  =  20J  ^p- 

4 
N*  R*  <6^ 
4 


iNttl  -  «NO  P^e  +  £i^  +  ^^1 


IN»  -  INS  ^-£:^ 

4  00 

[N  j]  =  tNJ  5!£i 

4 


l  ^  +  5R«  K«  «^«  +  «5  R«  K*  <|>* 
tO»l   =   0»  94  18 

[Qt]   =  ^^^  [R*  K <?>•  +  8R« K« <j>*] 

[Q  J]  =  «0  J  J  [^  +  «R*  K«  .j>«  +  1^  K«  <^«] 


[Ss] 


8S8R*d« 


[Sü]=^^[^+R«K«.,>«] 

«•R«»4 


I9«]      = 


sa< 


[8U]  =  «£ÜiL[^  +  R.K.^«] 


^«''^-««•'^ 


[ü«]  =  ^  [^  +3R« K«^«+  |- R«  K*  ^*] 


IÜT]=2ÜT  ^* y  *' 
[Ut]  -gut  ^* \'^* *» 

oo 

IÜW]=  2UW  JÜ4^1i» 


/.  w 
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00 

rrt]  =  «Tt  -^i^ 

Oö 

[TW]=«TWl^ 

..•I  -  ^^  '  \.  (.) 

[tW]=2tW-^ 

Oo 

[W»]  =  w.  $^ 

Oo 

[Ji]  =^^"^ 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Glieder  gefunden  worden  sind, 
aus  weichen  der  inclavirte  Theil  von  e  besteht,  so  reicht  es  zur 

Berechnung  von   0  hin,  ihre  Summe  mit  ( — j    zu  multipliciren. 
Diess  giebt  \  v  y 

0  =  (^)*  j  [U]  +  [LO]  +  [LN] +  [J]«j    .    (b) 

Die  inclavirte  Grösse   kann  jedoch  dadurch  bequemer  ausge- 
drückt werden,  dass  man  mehrere  Glieder  derselben  vereinigt« 
Zuerst  nehme  ich  die  Glieder 

[J*]   +  [L  J]  +  [0  J]  +  [NJ]  +  [QJ]  +  [s  J] 

+  [L*l  +  [L0]+  [LN]+  [L01+  [Ls] 

+  [0«1  +[00l+[0s] 

+  [N«J  +  [NOl-f  [Ns] 

+  [Q*]  +  [Qs] 

und  bezeichne  ihre  Summe  mit  S-  -v  iß  J 

Substituirt  man  hierin  die  obigen  Werthe,  so  wird 

i   I4-8J  i  !  /TI4  N  >, 
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Der  von  j  abhängige  Theil  kann  in  ein  vonständiges  Quadrat 
verwandelt  werden,  wenn  man  zu  dem  Ausdrucke  von  @  die  Grösse 

•  j+ Q  (t +<"■  «^1>'+ »*'*')  + f^ '' 

addirt  und  ihre  Entwickelung  davon  abzieht. 
Hierdurch  nimmt  @  die  Gestalt  an: 

Die  mit  L,  Q  und  N  multiplicirten  Glieder  lassen  sich  ebenfalls 
in  vollständige  Quadrate  verwandeln;  es  ist  nämlich 

folglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  dem  Ansdrucke  vonSsubstitairt, 
+  Ö*[^  +  T  »'^•♦•+  ^  R«KV*+  f  R*K*  ♦•]' 


6  =  ^* 


•         • 


oder 


(d) 
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Nehmen  wir  nim  die  folgenden  Glieder,  deren  Somme  ich  S 
nenne,  nämlich 

2)  ==  [T»l  +  [Tt]  +  tTW3+  [ÜT] 
+  It*l   +  [tW]  +  [Utl 
+  tW*]  +  [ÜWl 

80  wird  dorci)  Snbstitation  der  obigen  Werthe 

3)==:  lL*L  [t»+«t(^  t+  W««  +  ÜKR»)] 

und  «uf  fthnliche  Weise  behandelt 

L.  Oo  Oo  o%  J  Oo 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  (S  die  Summe  der  Glieder 

[S1  +  [Ss]  +  [Sül  +  [8Ü1  +  lin 
so  ist 

«=  W  |s'+«s[?^  +  ü(f  B.+,KV)]| 

Endlich  bleiben  noch  die  Glieder 
[MI  +  [MQ]  +  [Mt]  +  [Qt] 
übrig,  deren  Summe  %  genannt  werden  solL 

Die  obigen  Werthe  geben 

f  r+5B»y.  >  •  •  tu 


(e) 
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-  0*  Lj  R'  K«  4k*  +  1«  R*K«  ,p*  + 15  R*  K*  ,p*\ 

-'•»■(!)* 

Die  Summe  der  Grössen  S,  Z),  @,  $  enthält  sämmtliche  Glie- 
der [L«],  [L  Ol [JI5  folglich  ist  vermöge  (b) 

Substituiren  wir  hierin  die  in  (c).  cd),  (e)  and  (g)  gefundenen 
Werthe,  vereinigen  die  mit  einerlei  Coefficienten  inoltiplicirten  Glieder 
und  gebrauchen  statt  der  von  der  Farbenzerstreuung  abhängigen 
Grössen,  welche  nach  der  Integration  zu  blossen  Zahlencoefficienten 
geworden  sind,  die  folgenden  Bezeichnungen: 

17  =  -^  ) (h) 

so  wird  die  absolute  Undeutlichkeit  des  durch  die  Coordinaten  — 
und  <P^  bestimmten  Punktes:  ^* 

^[l  +  0(|r.+  6K.«.)J 

+  ±RV«[M+OK(^R«+6K»4i«)  +  §,^]* 

|+^[s+,8  +  u(|r«+2K»««)]' 

+  .««[T  +  ^t  +  W^'  +  ÜKR»]«  ' 
"       |+-^[OKR*-«.tJ« 

,   es'R« 

l-t-       2 

+  '^*  [^ + 1  *'  '^•*'  +  ^^] 

+  et««« 

*  )+  0  (j +  4B»K«««4  8K*«*)  +  .s' 
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^ir  haben  am  Ende  von  Nro.  GS  gesehen ,  dass  die  bei  der 
vorhergehenden  Entwickelung  von  e  gebrauchten  Ausdrücke  der 
Seitenabweichungen   mit  den    daselbst  angegebenen  Itlodificatioiieu 

Buch  anwendbar  sind,  wenn  die  Producte  von  ( ^  )  in   Grössen 

'  ,      V  ff*  y 

der  zweiten  Ordnung  beibehalten,  dagegen  A —  und   die   Glieder   der 

dritten  Ordnung  vernachlässigt  werden  sollen. 

Hiernach  kommt  unter  dieser  Voranssetzung  zu  dem  inclavirlea 
Factor  von  y  noch  das  Glied  qft^^.  Verfährt  man  nun  ebenso,  wie 
es  oben  bei  der  Entwickelung  von  e  geschehen  ist,  und  verwechselt 
nach  der  am  angerührten  Orte  gemachten  Bemerkung  die  lateinischen 
Buchstaben  mit  deutschen,  so  kommen  zu  den  oben  berechneten 
Gliedern  des  inclavirten  Factors  von  r'  noch  die  folgenden  hinzu : 

(Sq)  =  0 

(%q)  =  o; 

Cq")    =  q'Ä',' 
CqJ)  =  0 
Dadurch    entstehen   in    dem  inclavirten  Factor  von  s  nur  die 
beiden  Glieder 

[a)Iql  =  -|-a)!q  Ä',' 

M'l  =  ^  Ä'  ,' 

Setzt  man  sie  dem  in  (D  erlialtencn  Ausdrnclce  von  e  7.u  und 
nimmt  darin  die  angegebenen  Veränderungen  vor,  so  wird  unter  der 
gegenwärtigen  Voraussetzung 

'  "'  *'  +  Tl'-  [W  +  4C51!  +  q)-] 


Absolute  JJndeuUichkeit  in  dem  Bilde  eines  Punktes,  wenn 
diejenige  Linie  als  Axe  des  Straklenbündels  angenommen 
wird,  welche  die  Undeatlichkeü  so  klein  als  möglich  ntacht. 

81)  Bei  der  vorhergehenden  Entwickelung  von  e  sind  wir  von 
der  Voraussetzung  ausgegangen,  dass  die  Seitenabweicbungeu  y  und  a: 
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von  demjenigen  Punkte  an  ^zählt  werden,  in  welchem  der  Hanpt- 
strahl  die  Projectionsfläche  oder  die  der  Abscisse  ^  entsprechende ,  anf 
der  Axe  des  Instromentes  senkrecht  stehende  Ebene  durchschneidet. 
Da  jedoch  dieser  Ursprung  Ton  y  und  x  willkührlich  ist ,  so  entsteht 
die  Frage,  ob  es  nicht  einen  anderen  Punkt  giebt,  welcher  die 
Eigenschaft  hat,  dass  die  Summe  der  r^  für  sämmtliche  Stral^en 
und  mithin  e  so  klein  als  möglich  wird,  wenn  man  jenen  Punkt  als 
Ursprung  der  y  uqd  x  annimmt.  Untersuche»  wir  daher  die  Folgen, 
welche  hieraus  entstehen.  Zuerst  ist  es  einleuchtend,  dass  der  er- 
wähnte Punkt  sich  nur  in  der  durch  den  Hauptstrahl  und  die  Axe 
des  Instrumentes  gelegten  Ebene  befinden  kann,  weil  die  Strahlen 
symmetrisch  um  diese  Ebene  liegen.  Da  nun  die  Coordinaten  des 
bisherigen  Ursprungs  y  und  x  waren,  so  folgt  hieraus,  dass  bloss 
die  erstere  durch  die  Verlegung  des  Ursprungs  eine  Aenderung  er- 
leidet, die  letztere  dagegen  nach  wie  vor  =  0  bleibt. 

Inclaviren  wir  daher  alle  Grössen ,  welche  sich  auf  die  bisherige 
Annahme  beziehen,  und  bezeichnen  durch 

9  die  Zunahme ,  welche  (j^)  durch  die  Veränderung  des  Ursprungs 
erhält , 

so  sind  die  Coordinaten  des  neuen  Ursprungs 

y  =  (y)  +  9   ( 

X  =  cx:>  =  o  \ ^^^ 

mithin  die  Coordinaten  des  allgemeinen  farbigen  Strahles,  wenn  sie 
von  dem  neuen  Ursprünge  an  gezählt  werden, 

y  =  y—y  =  y  —  (y)— 9  =  (y)— 9/ 

.    .    .    .    (b) 


n  II 


x  =  x  —  x=^x  —  Cx}         =  Ca?)       \ 

Die  letzteren  Formeln  geben 
r*=  [Cy)-|>]»  +  (:^)» 

Aus  diesem  Werthe  von  r*  mässen  wir  jetzt  den  correspondi- 
renden  Werth  von  e  berechnen ,  wozu  nur  nöthig  ist ,  statt  (y)  seinen 
Werth  aus  (d)  von  Nro.  68  zu  substituiren ,  sodann  die  in  (n)  von 
Nro.  79  angegebenen  Veränderungen  vorzunehmen  und  (r)*  mit  (e) 
zu  verwechseln.    Nennt  man  daher 

[y]  den  Werth,  welchen  Cy)  durch  die  erwähnten  Veränderungen 
erhält, 

bemerkt  man  ferner,  dass  p  eine  Constante  ist,  welche  hierdurch 
ungeändert  bleibt,  so  wird 

e  — (e)— 2[j|j  !>  + »» (c) 
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Da  9  bis  jetzt  unbestiiumt  geblieben  ist,  so  köDncQ  wir  seinen 
Wertb  so  bestimmen,  dass  »  so  klein  als  möglich  wird,  indem  wir 

setzen.    Diess  giebt 
9  =  lyi 
Durch  Substitution  dieses  Werthes   erhalten  wir  aus  (a)  die 
Coordinaten  des  neuen  Ursprungs  der  Seitenabweichungen  : 

y-'i^  +  w  I  ....  ; (j, 

X  =  0  ) 

ferner  aus  cb)  die  Coordinaten  des  allgemeinen  farbigen  Strahles, 
wenn  sie  von  dem  neuen  Ursprünge  an  gezahlt  werden : 

i-<i?-^U CO 

a?  =  Ca-)  ) 

endlich  ans  (c)  die  Undeutliclikeit  des  durch  die  Coordinaten  — 
und  V,  bestimmten  Punktes  in  Bezug  auf  den  neuen  Ursprung:       ' 

e  =  (e)  —  [»/]• tf) 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  s  bei  dem  auf  diese  Weise  bestimmten 
Werthe  von  9  stets  ein  Minimmm  ist. 

Entwickeln  wir  nun  den  Werth  von  [y]. 

Die  erste  Gleichung  (d)  von  Xro.  68  giebt,  wenn  man  darin 
alle  Glieder  weglasst,  welche  entweder  die  erste  Potenz  von  !tv 
oder  ungerade  Potenzen  von  co«¥  enthalten, 

folglich  durch  die  erwähnten  Veränderungen 


W  =  ^[r^  +  0  tR'A-,  +  3B'K",')+  ^(,]  . 


Cg) 


Substituiren  wir  hierin  statt  ~  seinen  Werth  aus  00  der  vor7 
hergehenden  Xutnmer  und  statt  der  übrigen  Grössen  ihre  Werthe 
aus  tb)  von  Nro.  68,  so  wird 

^  V.      +0.(R'A'.'',H-3R»ä;tD     •    •    •    •    •     (b") 

folglich  wenn  man   in  i^d}  statt  ly]  den  vorhergehenden  Werth  und 
statt  tjl)  seinen  Werth  aus  (h)  von  Nro.  78  substiluirt, 
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+  [Pi+  3Ö.Ä»Äf  +  (P).  a1]  yf 


ar  =  0 

Denken  wir  uns,  dass  »i  nach  und  nach  zunimmt,  dass  aber 
das  Instrument  währenddem  eine  unveränderte  Einrichtung  behält, 
wodurch  D—  eine  Constante  ist,  setzen  wir  ferner  D%^  und  mithin 
auch  D —  =  0,  weil  die  hierdurch  ausgedruckte  Verschiebung  der 
Projectionsfläche  bereits  in  der  Veränderlichkeit  von  »i  enthalten  ist, 
so  wird 

Fi»,    -     V, 

and  die  vorhergehenden  Gleichungen  haben  die  Form: 
y  =  Czi  +  D 
o:  =  0 


Die  verschiedenen  Werthe  von  %x  bestimmen  alsdann  eine  Reihe 
von  Punkten,  welche  alle  die  Eigfoschaft  haben,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  der  daselbst  stattfindenden  Seitenabweichungen  kleiner 
ist,  als  sie  seyn  würde,  wenn  der' Ursprung  dieser  Abweichungen 
in  irgend  einem  anderen  Punkte  angenommen  wtirde,  dem  dieselbe 
Abscisse  %x  zugehörte.  Aus  der  Form  der  Gleichungen  (0  ist  femer 
ersichtlich ,  dass  jene  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen ,  welche 
von  dem  Uauptstrahle  nur  um  Grössen  von  der  Ordnung  der  nicht 
aufgehobenen  Abweichungen  verschieden  ist,  und  sich  ebenso  wie 
jener  in  der  durch  den  leuchtenden  Punkt  und  die  Axe  des  Instru- 
mentes gelegten  Ebene  befindet.  Uebrigeus  gilt  auch  hier  die  in 
Nro.  78  gemachte  Bemerkung,  dass  in  (i)  %i  mit  g^  verwechselt  und 

dem   inclavirten  Factor  von  f.   das  Glied  ^i  ^  zugesetzt  werden 

I 
kann ,  wenn  (»  —  ^),  eine  Grosse  von  derselben  Ordnung  wie  A—  ist. 

9^ 
Es  bleibt  jetzt  noch  übrig ,  e  zu  berechnen.   Die  Formel  (0  zeigt, 

dass  zu  dem  früher  gefundenen  Werthe  jener  Grösse  noch  das  Glied 

—  [j/r]*  hinzukommt.    Vermöge  (g)  ist  aber,  wenn  man  das  Quadrat 

des  inclavirten  Factors  entwickelt, 
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^'^*f*  +MQ  (Ä*Ä,«  i-ZR*K*9* 

'+ l£ÜL  (Ä*  Ä  f» + au«  Ä»  f 0 + <»  ♦«  r^T 

— J  ^ 
vereinigt. 

Nach  (0  der  vorhergehenden  Nummer  ist  das  letztere 

I^^^^-^  +  MQ(.iR*K¥*  +  SB^K*9*^ 
1« 
M R* /f « ».       8ga.  (Ä*  jj  .  +  3^  jj.,«) 


«0 

Daher  ist  die  Summe  von  beiden 

JM «  R*  f » 


+  3f  (?(Ä»Ä»«  +  «Ä*Ä»»*) 


Vermittelst  der  in  derselben  Nummer  gebrauchten  Methode  können 
die  von  M  abhängenden  Glieder  in  ein  vollständiges  Quadrat  ver- 
wandelt werden ,  wodurch  Jene  Summe  die  Gestalt  erhält : 

Die59en  Ausdruck  müssen  wir  nunmehr  in  (e)  an  die  Stelle  von 

—  ]    3  setzen.    Die  Vergleichung  desselben  mit  dem  in  C0)  der 

vorhergehenden  Nummer  gefundenen  Werthe  von  %  zeigt  aber,  dass 
sich  hierdurch  nur 


+  z.iQKR*-i.ty 

m 

—^  [M  +  9QK  iR^  +  i lir«9«)  1« 

umändert.  Nimmt  man  daher  diese  Verwechselung  in  (i)  jener  Num- 
mer vor,  so  wird  der  auf  den  neuen  Ursprung  der  Seitenabweichungen 
reducirte  Werth  von  9: 
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\ 


e«*Ä« 


*   +  ö  ^-^ + 4ü»ii:*f «+3  Ä*  <!>*)+.»' 


/ 


Diese  Formel  drückt  daher  die  absolute  Undeutliehkeit  des  durch 

die  Coordinaten  —  und  <f>^  bestinunten  Punktes  unter  der  Voraus- 

Setzung  aus,  dass  der  Ursprung  der  Seitenabweichungen  in  dem- 
jenigen Punkte  angenommen  wird ,  welcher  die  Summe  ihrer  Quadrate 
bei  einerlei  Werth  von  Zi  so  klein  ab  möglich  macht* 

Da  der  Zweck  der  gegenwärtigen  Untersuchung  der  ist,  die 
Bedingungen  zu  finden,  unter  welchen  die  Undeutliehkeit  möglichst 
vermindert  wird ,  so  dürfen  wir  für  B  nicht  den  in  der  vorhergehenden 
Nummer  gefundenen  Werth  gebrauchen,  weil  derselbe  durch  die 
willkührliche  Annahme,  dass  der  Ursprung  der  Seitenabweichungen 
im  Uauptstrahle  liegen  sollte,  grösser  wurde,  als  es  nöthig  und  bei 
der  nunmehr  erhaltenen  Bestimmung  über  die  schicklichste  Lage 
jenes  Ursprungs  der  Fall  ist.  Wir  müssen  demnach  die  Formel  (k) 
an  die  Stelle  der  in  (i)  der  vorhergehenden  Nummer  gefundenen  setzen. 

Bei  dieser  Verwechselung  vertritt  die  durch  die  Gleichungen 
(i)  bestimmte  Linie  die  Stelle  des  Uauptstrahles.  Da  jedoch  bei 
den  Instrumenten  der  zweiten  Art  der  Hauptstrahl  die  Hornhaut 
des  dahinter  befindlichen  Auges  wirklich  durchschneidet,  da  ferner 
bei  der  Voraussetzung  einer  veränderlichen  Lage  des  Auges  ange- 
nommen wurde,  dass  das  letztere  bei  der  Betrachtung  eines  jeden 
Punktes  stets  seine  Axe  nach  dem  correspondirenden  Hauptstrahle 
richtet,  so  müssen  wir  untersuchen,  ob  dasselbe  auch  stattfinden 
kann,  wenn  die  erwähnte  Linie  statt  des  Hauptstrahles  genommen  wird. 
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Nach  (d]  und  fe)  sind  die  Coordinaten  jener  Linie  und  des  all- 
gemeinen Tarbigen  Strahles 

y  =  I  y)  +  [y]  1 

X  =  Q  \ 

y  =  (y)  — [y]  j ^ 

X  =  ix^  I 

Wird  dagegen  der  Haaptstrahl  beibehalten,  so  sind  die  cor- 
respondirenden  Coordinaten 

y  =  cy)  1 

i  =  0 

y  =  (y)  i 
X  =  Cx)  ) 

Um  in  beiden  Fallen  die  Durchschnitte  der  Linie  und  der  Strahlen 
mit  der  Hornhaut  zu  be^tiiamen,  muss  man  in  den  vorhergehenden 
Gleichungen  statt  5  denjenigen  Wcrih  nehmen,  welcher  jenem  Dureh- 
schnitlspunkte  zugehört.     Bemerkt  man  nun,  dass  (y),   (y)  und  (x) 

die  in  j  begriffenen,  von  f )  abhängigen  Glieder  enthalten, 

welche  vnn  der  Ordnung  der  nicht  aufgehobenen  Abweichungen  sind, 
wenn  die  Lage  der  Strahlen  in  der  Nahe  des  Bililes  untersucht  wird, 
in  allen  übrigen  Fallen  dagegen  die  einzigen  Glieder  der  ersten  Ord- 
nung ausmachen,  dass  ferner  [y]  eine  Grösse  von  der  Ordnung  jener 
Abweichungen  ist,  so  ist  es  einleuchtend,  dass  die  Coordinaten  der 
erwähnten  Durchüchnitlspunkle  in  Bezug  auf  die  Grössen  der  ersten 
Ordnung  einerlei  gefunden  werden,  sie  mögen  aus  den  Gleichungen 
(1)  oder  aus  den  Gleichungen  (m)  berechnet  werden.  Nur  in  den 
Gliedern  der  höheren  ÜrHnuiigen  zeigt  sich  in  den  beiden  Fallen 
eine  Verschiedenheit.  Da  nun  bei  den  früheren  Unlersnebungen  alle 
Grössen  der  letzteren  Art  in  den  Emiresultaten  weggefallen  sind, 
so  würde  ein  Gleiches  bei  denjenigen  eintreten,  welche  nach  der 
gegenwärtigen  Annahme  hinzukämen.  Wir  können  mithin  den  Schiusa 
machen,  dass  es  erlaubt  ist,  die  durch  die  Gleichungen  (i)  bestimmte 
Linie  an  die  Stelle  des  Haupistrables  zti  setzen,  dass  sich  das  Auge 
eben  so  gut  nach  jener  Linie  als  nach  dem  llatiptstrahle  richten  kann 
und  dass  die  früher  gefundenen  Resultate  ihre  Richtigkeit  behalten, 
wofern  man  bei  den  Seilen-  und  Winkelabweichungen  die  von  [y] 
abhängigen  Glieder  berücksichtigt.  Dtr  in  (kl  erhaltene  Ausdruck 
von  9  ist  daher  auch  bei  den  Winkelabweichungen  anwendbar,  wenn 
in  demselben  der  gemeinschaniiche  Factor  a*  weggelassen  wird. 

Da  hiernach  die  durch  die  Gleichungen  (i)  bestimmte  Linie  nun- 
mehr als  eine  A\e  zu  betrachten  ist,  auf  welche  die  Lage  der 
übrigen   von   demselben'  leuchtenden   Punkte   ausgehenden   Strahle 

1^ 


^ 
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bezogen  wird ,  diese  Strahlen  aber  zasammengenommeD  den  Strahlen- 
bändel ausmachen,  welcher  von  jenem  Punkte  in  das  Instrument 
fallt,  so  werde  ich  zur  Abkürzung  die  erwähnte  Linie  die  Axe  des 
SirahlenbündeU  nennen. 

Berechnen  wir  jetzt  noch  den  Winkel  o,  welchen  dieselbe  mit 
der  Axe  des  Instrumentes  macht.  Da  die  Tangente  dieses  Winkels 
durch  den  Coefficienten  von  z  in  der  Gleichung  jener  Linie  ausge- 
drückt wird  und  da  die  Grösse  [3^]  den  gemeinschaftlichen  Factor  % 
enthält,  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  (d),  dass 

[y] 


«  »f 


tgo  =  igCo)  -f    ^ 

ist.  Substituiren  wir  hierin  statt  tgCto)  seinen  Werth  ans  (I)  von 
Nro.  78  und  statt  \y]  den  in  (h)  gefundenen  Werth,  so  erhalten  wir 
den  folgenden  Ausdruck  für  den  Winkel,  welchen  die  Axe  des 
Strahlenbündels  mit  der  Axe  des  Instrumentes  macht: 

i  +  ^^  +  Q.R'K, 


V, 


+  [^^V(Ä).-Ä.]Ai+[(Ä).-Jf.]'(Ai)*J  .J>.| 

Sollen  die  Prodiicte  von  (    ~^  )  in  Grössen  der  zweiten  Ord- 

\  ff»  y 

nnag  beibehalten  werden,  welche  wir  bei  der  vorhergehenden  Ent- 
Wickelung  vernachlässigt  haben,  so  kommt  nach  der  am  Ende  von 
Nro.  68  gemachten  Bemerkung  zu  dem  inclavirten  Factor  von  y  noch 
das  Glied  qR*f,    Hierdurch  wird  nach  der  obigen  Bezeichnung 

folglich 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  (d)  und  (f),  sodann  Rtatt  (^) 
und  e  ihre  Werthe  aus  (0)  von  Nro.  78  und  (k)  von  Nro.  80,  so 
werden  die  Gleichungen  für  die  Axe  des  Strahlenbündels: 

ar,  =  0 
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Ferner  ist,  in  Bezug'  aaf  jene  Axe,  die  Undeutlirhkeit  durch 
den  Ausdrock  gegeben: 

+  ^-1^  t  J 

+  ^-[..^|,«.+  (£±_»),.]- 

wobei  Jedoch  A  —  und  alle  Glieder  der  dritten  Ordnung  vernach- 
lässigt sind.  ' 

Ort  der  Bilder ,  welche  den  verschiedenen  Piwkten  des  Gegen- 
standes sugehiiren,  wenn  sie  nach  der  absoluten  Vn- 
deutlichkeit  bestimmt  werden. 

'82)  Da  die  von  demselben  leuchtenden  Punkfe  ausgehenden 
Sirahlen,  wie  wir  obtn  gefunden  haben,  sich  nach  der  lel:£ten  Brechung 
nicht  in  einem  Punkte  vereinigen,  so  entsteht  dadurch  kein  eigent- 
liches Bild,  in  dem  Sinne  genommen,  wie  es  bei  einer  vollkommenen 
Deutlichkeit  der  Fall  aeyn  würde.  Wir  miissen  daher  andere  Chnraclere 
aufsuchen,  um  bei  unvollkommener  Deutlichkeit  das  Bild  zu  deliniren. 
In  dieser  Beziehung  bieten  sich  jedoch  mehrere  Ideen  dar,  welche 
dabei  zu  Grund  gelegt  werden  können;  entwickeln  wir  daher  die 
Folgen,  die  aus  jeder  derselben  entspringen. 

Zuerst  können  wir  unter  dein  Bilde  denjenigen  Raum  verstehen, 
in  welchem  die  von  demselben  leuchtenden  Punkte  ausgehenden  Sirah- 
len 80  nahe  wie  möglich  bei  einnnder  liegen,  um  uns  dadurch  der 
Eigenschaft  des  Bildes  bei  vollkouimener  Deutlichkeit,  so  viel  es 
geschehen  kann,  zu  nähern,  da  in  dem  letzteren  die  Entfernung  der 
verschiedenen  Strahlen  von  einander  völlig  verschwindet. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  Ausdruck,  den  wir  in  (k) 
'  der  vorhergehenden  Nummer  für  die  absolute  Undeutlichkcit  9  er- 
hallen haben,  anwendbar,  um  denjenigen  Werth  der  Ab<icisse  s  zu 
finden,  welcher  dem  Bilde  des  durch  die  Coordinaten  —  und  qi,  be- 
stimmten leuchtenden  Punktes  zugehört.  ' 

Wir  haben  nämlich  gesehen,  dass  jene  Grösse  der  Summe  der 
Quadrate  der  Entfernungen  zwischen  der  Axe  des  Sirahlenbiindels 
und  den  übrigen  dazu  gehörigen  Sirahlen  pro]iorlionnl  ist,  voraus- 
gesetzt, dass  diese  Entfernungen  an  derjenigen  Stelle  gemessen 
werden,  welche  der  Abscisse  «  entspricht.  Bestiiuräen  wir  daher 
die  letztere  so,  dass  dadurch  o  ein  Minimum  wird,  so  finden  wir 
diejenige  Stelle,  an  welcher  die  za  dem  Strahleubündel  gehörigen 
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Strahlen  so  nahe  wie  möglich  bei  der  Axe  desselben,  mithin  auch 
so  nahe  wie  möglich  bei  einander  liegen,  welches  der  gegebenen 
Definition  des  Bildes  entspricht. 

Da  im  gegenwärtigen  Falle  von  einer  Verschiebung  der  Pro- 
jectionsfläche  nicht  die  Rede  ist,  so  ist 

JO—  =  0 

% 

und  dadurch  wird  der  in  (d)  von  Nro.  78  für  j  angenommene  Werth 

-Ci-i^»! c« 

Nach  der  Substitution  dieses  Werthes  kann  der  in  (k)  der  vor- 
hergehenden Nummer  gefundene  Ausdruck  von  9  unter  die  Gestalt 
gebracht  werden: 


Sv 


f-  [^«»  +  (Ä»-J)«] 


För  das  Minimum  in  Bezug  auf  s  ut 

a% 

Man  findet  daher  aus  (b),  da  alle  äbrige  darin  enthaltene  Grössen 
von  %  unabhängig  sind, 

0  =  A%  +  B  (Ä»  — J) 

mithin 

%  JB  J  ^  JB ^^^ 

Der  hieraus  folgende  Werth  von  %  drückt   die  Abscisse  des 

Bildes  aus ,  welches  dem  durch  die  Coordinaten  -—  und  <^i  bestimmten 

leuchtenden  Punkte  zugehört,  wenn  man  die  Lage  desselben  nach 
der  absoluten  Deutlichkeit  bestimmt. 

Die  Vergleichung  der  obigen  Formel  (b)  mit  (k)  der  vorher- 

gehenden  Nummer  zeigt,  dass  A  die  durch  — 5—5 dividirte 

Summe  sämmtiicher  Glieder  von  e  mit  Ausschluss  des  letzten  be- 
zeichnet.   Dagegen  ist 


(d) 


Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  beiden  andern  Coordinaten 
des  Bildes  zu  bestimmen,  welche  der  Abscisse  z  zugehören.  Da 
wir  als  Bild  denjenigen  Raum  angenommen  haben,  in  welchem  die 
von  demselben  Punkte  des  Gegenstandes  ausgehenden  Strahlen  so 
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nahe  wie  tnöglich  bei  der  Axeiles  Strahlenbütxlela  liefen,  so  können 
wir  den  der  Abscisse  a  enlspreclienden  Punkt  jener  Axe  als  den 
Mitlcljiunkt  desBJIdes  betrachten,  welcher  mit  «lern  Bilde  selbst  ver- 
wechselt werden  kann,  wofern  man  die  dureh  die  Abweichungen 
entstehende  Grösse  desselben  nicht  benicksirhtigt.  Uui  daher  die 
beiden  Coordinaten  jenes  Puiikles  zu  erhalten,  müssen  wir  in  den 
CIeichunn:en  für  die  Axe  des  Strahlcnbündels,  welche  in  (i)  der  vor- 
hergehenden Nummer  gefunden  wurden,  diejenigen  Werlhe  sub- 
8(ituiren,   die   aas   den  obigen   Gleichungen  (a)  und  (c)  und  aus  der 

Voraussetzung,  dass  D—  =  0  ist,  folgen,  namlicb 

»)  a  5      0     5 

JB  \ 

B^ .4_ 

J         JB 


Durch  diese  Substitution  geben  die  allegirlen  Gleichungen  die 
Coordinaten  y,  und  x,,  welche  dem  Mittelpunkte  des  Bildes  zu- 
gehören. 

Wir  können  aus  diesen  Formeln  sogleich  einige  allgemeine 
Folgerungen  ziehen. 

Zuerst  zeigt  uns  der  Werth 
X  =  0 
dass  sich  der  Mittelpunkt   des  Bildes  stets  mit  dein  <Ia7,u   gehörigen 
Punkte  des  Gegenstandes   in  einer  durch  die  Axe  des  Instrumentes 
gelegten  Ebene  befindet. 

Nehmen  wir  ferner  an,  dass  das  Instrument  für  alle  Punkte 
des  Gegenstandes  eine  ungeünderle  Einrichtung  behält,  und  be- 
trachten wir  den  letzteren,  wie  bisher,  als  eine  auf  der  Axe  des 
Instrumentes  senkrecht  stehende  Ebene,  so  ist  tp  die  einzige  ver- 
änderliche Grösse,  welche  in  den  Ansdrücken  von  «  und  y  vorkommt. 
Diese  Coordinaten  sind  dnher  für  alle  Punkle  des  Gegenstandes 
einerlei,  für  welche  0  einerlei  Werth  hat,  d.h.  die  in  gleicher  Ent- 
fernung von  der  Axe  des  Inslnimenles  liegen,  dagegen  ändern  sie 
sich  zugleich  mit  rp.  Wir  können  hieraus  den  Schluss  machen,  dass 
die  Bilder  der  verschiedenen  Punkte  des  Gegenstandes  nicht  in  einer 
auf  der  Axe  des  Instrumentes  senkrecht  stehenden  Ebene  liegen, 
wie  es  der  Fall  seyn  würde ,  wenn  keine  Abweichungen  vorhanden 
wären.  Jene  Bilder  befinden  sich  vielmehr,  wenn  man  von  ihrer 
Grösse  abstrahirt,  in  einer  krummen  Flache,  welche  ich  die  liild- 
flüche  nennen  werde,  und  deren  Gestalt  wir  vermittelst  der  vorher- 
gehenden Formeln  bestimmen  können. 

Denken  wir  uns  nämlich  wie  in  Nro.  34  die  Ebene  des  Haupt- 
siiahles  UUI  die  Axe  des  Instrnmenles  gedreht,  bis  sie  in  ihre  an- 
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fängliche  Lai^e  zurückkommt  und  betmchten  wir  in  den  verschiedenen 
Lagen  derselben  diejenigen  Punkte  des  Gegenstandes,  für  welche«^ 
einerlei  ist,  so  liegen  dieselben  in  dem  Umfange  eines  mit  dem  Halb- 
messer b^  =  c^ip  beschriebenen  Kreises. 

Aus  den  für  —  und  y  erhaltenen  Ausdrücken  ist  aber  ersichtlich, 

dass  die  jenen  Punkten  entsprechenden  Bilder  ebenfalls  in  einem 
Kreise  liegen,  dessen  Halbmesser  ==  y  ist  und  dessen  Ebene  senk- 
recht auf  der  Axe  des  Instrumentes  steht  und  sich  in  der  Entfernong  % 
von  der  letzten  brechenden  Fläche  befindet. 

Hiernach  ist  die  Bildfläche  eine  Revolutionsfläche,  deren  Um- 
drehungsaxe  mit  der  Axe  des  Instrumentes  zusammenfällt. 

Man  erhält  die  Gleichung  ihrer  erzeugenden  Curve,  wenn  man 

zwischen  den  Ausdrücken  von  —  undy  die  Grösse  <p  eliminirt,|  durch 

welche  dieselben  auf  einen  speciellen  Punkt  des  Gegenstandes  be- 
zogen wurden. 

Bei  der  weiteren  Entwickelung  der  vorhergehenden  Resultate 
müssen  wir  jedoch  zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  y  einen 
aolchen  Werth  hat,  dass  die  Grössen  von  der  Ordnung  LA'  als  klein 

in  Yergleichung  mit  —  zu  betrachten  sind,  oder  je  nachdem  —  so 

klein  ist,  dass  es  selbst  als  eine  Grösse  jener  Ordnung  angesehen 
werden  muss. 

833  Beginnen  wir  die  Untersuchung  mit  dem  ersten  Falle. 

Die  Yergleichung  des  in  (b)  der  vorhergehenden  Nummer  an- 
genommenen Ausdruckes  von  e  mit  (k)  von  Nro.  81  zeigt,  dass  A 
eine  Grösse  von  der  Ordnung  des  Quadrates  von  LA*  ist.  Ferner 
ist  aas  (d)  der  vorhergehenden  Nummer  ersichtlich ,  dass  B  das  erste 

Glied  —  enthält,  welches  nach  der  gemachten  Voraussetzung  nicht 

als  eine  kleine  Grösse  betrachtet  wird;  dagegen  sind  die  folgenden 
Glieder  von  B  sämmtlich  von   der  Ordnung  LA*.     Hiernach  ist 

-Yff  von  der  Ordnung  des  Quadrates  jener  Grösse  und  kann  daher 

gegen  -j-  vernachlässigt  werden.    Der  daselbst  in  (c)  gefundene 

Ausdruck  von  —  reducirt  sich  mithin  auf  den  folgenden : 

1       *A     * 
T=T •    •      ^^^ 

oder ,  wenn  man  statt  B  seinen  Werth  aus  (d)  von  Nro.  82  substituirt, 

*  ^  /+(?(^+4A>JSC«<^*+8Ä*<^*j+e*^ 

wodurch  die  dem  Bilde  zugehörige  Abscfese  •  bestimmt  wird. 
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Für  den  in  der  Axe  liegenden  Punkt  des  Gegenstandes  ist 

^  =  0 

Bezeichnen  wir  daher  dareh 

s'  die  Abscisse,  welche  dem  Bilde  des  in  der  Axe  befindlichen 
Panktes  des  Gegenstandes  zugehört, 

drucken  wir  femer  —  durch  — ^  aus,  so  ist 

1  =  i>  +  7 [(  «v <?•+(? C4Ä« K^r  +  zK^ry] 

Vergleichen  wir  jetzt  die  Formel  (b)  mit  der  in  (n)  von  Nro.  71 

gefundenen.    Die  letztere  bestimmt  den  mittleren  Werth  von  —  für 

die  Yereinigungspunkte  der  beiden  Paare  von  Strahlen,  welche  in 
einer  beliebigen  Entfernung  H  von  dem  Hauptstrahle  auf  die  erste 
brechende  Flache  fallen,  und  für  welche  einmal  W  =  0  und  w  ==  », 

und  dann  w  =  ^  und  W  =  -^  ist    In  (b)  dagegen  bezeichnet  ü 

den  äussersten  Werth  dieser  Grösse,  welcher  durch  den  Ausdruck  (e) 
von  Nro,  79  gegeben  ist.  Zur  Unterscheidung  beider  Werthe  von  Jl 
werde  ich  daher  den  ^rsteren  mit  R'  bezeichnen,  für  den  letzteren 
dagegen  den  Buchstaben  jR  beibehalten.  Ferner  bezieht  sich  die 
Formel  (n)  von  Nro.  71  auf  einen  Strahl  von  beliebiger  Brechbarkeit. 
Wählt  man  nun  dazu  den  mittleren,  so  ist  9y  =  0. 

Endlich  ist  in  der  allegirten  Formel  noch  keine  Rücksicht  auf 
die  mit  der  Characteristik  D  bezeichneten  kleinen  Veränderungen 
genommen.    Um  ihren  Einfluss  zu  berechnen,  müssen  wir  nach  den 

in  Nro.  78[anfi:enommenen  Grundsätzen  —  mit h  D —  verwechseln. 

9         9  9 

Hierdurchjgiebt  die  erwähnte  Formel 

*'"       ^  ^  \-\-Q  CR'*  +  6Ä'»  K*  f » +3Ä*  <p*) 

Setzt  man  darin 


80  wird 


R'  =  R\/l 


Der  Unterschied  zwischen  dieser  Formel  and  der  in  (b)  ge- 
fuudenen  ist 

I  1         1   fQR*  ,      T  ,„. 
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Die  beiden  hierin  enthaltenen  Gheder  sind  sehr  kleine  Grössen 
der  dritten  Ordnung,  deren  erste  sich  auf  die  Abweichung  wegen 
der  Gestalt,  die  zweite  dagegen  auf  die  Farbenzerstreuung  bezieht. 
Wir  können  daher  hieraus  den  Schluss  machen ,  dass  der  dem  Bilde 

zugehörige  Werth  von  —  sehr  nahe  dem  arithmetischen  Mittel  aus 

denjenigen  Werthen  gleich  ist,   welche  den  Durchschnittspunkten 

zweier  Paare  von  Strahlen  von  mittlerer  Brechbarkeit  entsprechen, 

die  in  der  Entfernung  RV-^  von  der  Axe  auf  die  erste  brechende 

Fläche  fallen,   und  für  die  einmal  W  =  0  uad  W  =  «,  und  dann 

W  =  |-und  W  =  ^-  ist. 

Nachdem  wir  durch  die  oben  entwickelten  Formeln  die  Abscisse  «j 
des  Bildes  gefunden  haben,  können  wir  seine  anderen  Coordinaten 
berechnen.  Wir  gelangen  dazu,  wenn  wir  in  (i)  von  Nro,  81  die- 
jenigen Substitutionen  vornehmen,  welche  in  (e)  der  vorhergehenden 
Nummer  angegeben  sind,  und  welche  sich  in  dem  gegenwärtigen 
Falle  auf  die  folgenden  reduciren : 

J 

Fi »,  ,  -    F. 

Bestimmen  wir  jetzt  noch  die  erzeugende  Curve  der  Bildfläche. 

Wir  haben  gesehen,  dass  es  hierzu  erforderh'ch  ist,  die  Grösse  <p 
zwischen  der  zweiten  der  vorhergehenden  Gleichungen  (c)  und  der 
ersten  der  Gleichungen  (i)  von  Nro.  81  zu  eliminiren.  Zur  Erleichte- 
rung dieser  Elimination  können  wir  jedoch  die  folgenden  Bemerkungen 
machen. 

Wenn  die  Grösse  ( — ^ — J  in  der  ersteren  Gleichung  einen 

bedeutenden  Werth  hat,  so  ist  es  erlaubt,  die  Glieder  der  dritten 
Ordnung  zu  vernachlässigen  und  daher  statt  (p  denjenigen  Werth  zu 
substituiren,  welcher  erhalten  wird,  wenn  man  die  Abweichungen 
vernachlässigt.  Die  Glieder  der  dritten  Ordnung  würden  in  diesem 
Falle  unrichtig  werden ,  weil  bei  ihrer  Entwickelnng  die  Voraus- 
setzung zu  Grunde  lag,  dass  die- Glieder  der  zweiten  Ordnung  wegen 
der  Kleinheit  ihrer  Coefficienten  als  zur  dritten  Ordnung  gehörig  be- 
trachtet   werden   könnten,    welche   Voraussetzung   unstatthaft   ist, 

wenn  ( — ^t — j  einen  bedeutenden  Werth  hat.  Im  entgegengesetzten 

JFalle  dagegen  müssen  sämmtliche  Glieder  in  dem  Ausdruck  von^ 

als  Grössen  der  dritten  Ordnung  angesehen  werden ,  und  da  wir  alle 


I 
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Glieder  der  höheren  Ordnungen  vernachlässigen,  so  müssen  wir  auch 
in  diesem  Falle  statt  <^  seinen  Werth  ohne  Räcksicht  auf  die  Ab- 
weichungen substituiren. 

Hiernach  giebt  die  erste  Gleichung  (i)  von  Nro.  81 

y  =  -ir<p- c«r> 

folglich 

^=T^ •   *> 

Substituirt  man  daher  diesen  Werth  von  tp  in  der  zweiten  der 
vorhergehenden  Gleichungen  (c)  und  bemerkt,  dass  nach  (b)  von 
Nro.  68 

1  ^        F> 

J  V 

ist,  so  erhält  man  die  folgende  Gleichung  für  die  erzeugende  Cnrve 
der  Bildfläche: 


tf .  tf 


4  -^-'[(^+<'»'-«oa)'+iT^(f)-] .  CO 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  im  Allgemeinen  gleichen  undj^it- 
gegengesetzten  Werthen  von  y  einerlei  Werthe  von  «  entsprechen 
und  dass  «  =  V  wird,  wenn  jr  =  0  ist.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Axe  des  Instrumentes  ein  Durchmesser  der  Curve  ist,  und  dass  diese 
einen  Seheitel  an  derjenigen  Stelle  hat ,  wo  das  Bild  des  in  der  i Axe 
befindlichen  Punktes  des  Gegenstandes  liegt,  und  wo  %  =  »^  ist. 
Die  Gestalt  und  Lage  der  Curve  hängt  von  der  Beschaffenheit  der 
Coefficienten  in  ihrer  Gleichung  ab,  untersuchen  wir  sie  daher  etwas 
näher  in  den  verschiedenen  Fällen,  welche  dabei  in  Betracht  kommen. 

Können  die  Grössen  der  dritten  Ordnung  gegen  die  der  zweiten 
Ordnung  vernachlässigt  werden,  so  fallen  die  mit  Q  multiplicirten 
Glieder  in  der  vorhergehenden  Gleichung  weg,  welche  sich  mithin 
auf  die  folgende  reducirt : 

t         t        vcO-^N)y^ 
oder 

Verlegen  wir  den  Ursprung  der  »  in  den  Scheitel  der  Curve, 
dessen  Abscisse  «'  ist,  und  nennen  wir 

z"  die  von  diesem  neuen  Ursprünge  an  gezählte  Abscisse, 

so  ist                   #  I     •#  ,  ^ 

fs  =  »'-|-»" (m) 

und  die  vorhergehende  Gleichung  wird 
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Die  erzengende  Carve  ist  daher  ein  Kegelschnitt  und  zwar  eine 
Hyperbel  oder  eine  Ellipse,  je  nachdem  iQ+N)  und  z^  einerlei  oder 
entgegengesetzte  Zeichen  haben. 

Im  ersten  Falle  kehrt  sie  der  letzten  brechenden  Fläche  ihre 
convexe,  im  zweiten  Falle  dagegen  ihre  concave  Seite  zu.  Ohne 
Rücksicht  auf  das  Zeichen  ist 

2 

— ^  .  ^r    der  Parameter« 

%^  die  grosse  Axe 
derselben. 

Wir  müssen  jetzt  noch  die  Gestalt  der  erzengenden  Cnrve  be- 
stimmen, wenn  die  in  der  Gleichung  (i)  enthaltenen  Grössen  der 
zweiten  Ordnung  solche  Werthe  haben ,  dass  dagegen  die  zur  dritten 
Ordnung  gehörigen  Glieder  nicht  vernachlässigt  werden  können. 
Da  bei  der  Entwickelung  der  arsprüngliehen  Formeln  f  als  eine 
kleine  Grösse  angenommen  wurde,  so  können  wir  uns  darauf  be- 
schränken ,  nur  kleine  Werthe  von  -^  zu  betrachten. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ändert  sich  die  Gestalt  der  Cnrve 

ab,  je  nachdem  die  Coelficienten  von  (^j  und  f -^J?  in  dem  incla- 
virten  Factor  von  y,  mithin  die  Grössen 

(^Y^  +  4Öä:»ä*)  und  Q 

einerlei  oder  entgegensetzte  Zeichen  haben. 

Findet  das  erstere  statt ,  so  ist  aus  der  allegirten  Gleichung  er- 
sichtlich, dass  fs  stets  grösser  oder  stets  kleiner  als  z^  ist,  je  nach- 
dem jene  Coefficienten  entweder  beide  positiv  oder  beide  negativ 
sind,  ebenso  wie  es  bei  der  Gleichung  (k)  der  Fall  ist,  je  nachdem 
(O+JV)  einen  positiven  oder  negativen  Werth  erhält. 

Bei  gleichen  Zeichen  jener  Grössen  hat  daher  die  erzeugende 
Curve  dieselbe  Lage,  welche  sie  haben  würde,  wenn  bloss  die  Grössen 
der  zweiten  Ordnung  vorhanden  wären  und 

verwechselt  würde.    Dagegen  wird  die  Natur  der  Curve  verändert, 

indem  diese  wegen  des  von  f  ^J  abhängigen  Gliedes  nun  kein  Kegel- 
schnitt mehr  ist  und   eine  stärkere  Krümmun«:  hat,  als  das  von 

^j   abhängige  Glied  allein  hervorbringen  würde. 

Haben  die  Coeflficienten  von  (^J  und  f^J  entgegengesetzte 
Zeichen ,  so  hat  die  Curve  in  der  Nähe  des  Scheitels  dieselbe  Lage, 
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welche  sie  haben  würde,  wenn  das  zweite  von  (  —  )  abhängige 
Glied  nicht  vorhanden  wäre,  weil  dieses  bei  sehr  kleinen  Werthen 
von  (^)  in  Vergleichung  mit  dem  ersten  von  (-^)  abhängigen 
Gliede  nur  einen  unbedeutenden  Werlh  erhalt.  Lässt  man  daher 
-^  von  Ü  an  nach  und  nach  warhi^en,  so  nimmt  Anfangs  x  sehr  nahe 
ebenso  zu  oder  ab,  wie  es  der  Fall  seyn  würde,  wenn  das  erste 
Glied  allein  exisfirte.  Xach  und  nach  wird  aber  das  zweite  Glied 
verhältnissmassig  grösser  und  da  es  das  entgegengesetzte  Zei- 
chen des  ersten  Gliedes  hat,  so  findet  bei  einem  gewissen  Werthe 

von  —  ein  Maximum  oder  Minimum  von  z  statt,  welches  man  erhalt, 
wenn  man  -^  als  die  unabhängige  veränderliche  Grösse  betrachtet 
nnd  das  nach  derselben  genommene  DilTerenlial  von  —  ^  O  setzt. 
Hiernach  ist  derjenige  Werlh  von  f-^J,  welcher  dem  Maximum  oder 
Minimum  von  V  zugehört,  durch  den  Ausdruck  gegeben: 


(O) 

Fährt  —  fort  zu  wachsen,  so  nimmt  «  wieder  ab  oder  zu,  je 
nachdem  ein  Maximum  oder  Minimum  vorhanden  war  und  erhält 
an  einer  gewissen  Stelle  denselben  Werth,  den  es  im  Scheitel  der 
C«r\e   hat.     Man  findet  den  dieser   Stelle  entsprechenden  Werth 

von  f  —  J)  wenn  man  in  der  Gleichung  Ci)  —  ^  —  setzt. 

Diess  giebt 

(iv^nC^^^c^-^O  ....  cp, 

Bei  noch  weiterer  Zunahme  von  —  dauert  die  Ab-  oder  Zu- 
nahme vons  auf  dieselbe  Weise,  nur  in  vergrösscrtem  Maasse  fort,  so 
dass  kein  Maximum  oder  Minimum  mehr  statlfuidel.  Denken  wir 
uns  daher  die  erzeugende  Curve  um  die  Axe  des  Instrumentes  ge- 
dreht, wodurch  sie  die  Bildfläche  erzeugt,  denken  wir  uns  ferner 
durch  ihren  Scheitel  eine  Ebene  gelegt,  welche  senkrecht  auf  der 
Axe  des  Instrumentes  steht,  so  berührt  die  Bildfläche  im  Scheitel 
jene  Ebene.  Nach  und  nach  entfernt  sie  sich  aber  immer  mehr  von 
derselben,  bis  diese  Entfernung  iliren  gröüslen  Weiih  in  einem 
Kreise  erhält,  dessen  Halbmesser  derjenige  Werth  von  y  ist,  welchen 


I 
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man  findet,  wenn  man  %  zwischen  den  Gleichungen  (i)  und  (o)  eli- 
iminirt  Von  da  an  nähert  sich  die  Bildfläche  wieder  der  Ebene  und 
durchschneidet  sie  in  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  aus  (p)  er- 
halten wird,  wenn  man  darin  %  =  z^  setzt.  Jenseits  dieses  Kreises 
endlich  liegt  sie  auf  der  entgegengesetzte  Seite  der  Ebene  und  ent- 
femt  sich  immer  weiter  von  ihr,  je  grösser  y  wird.  Ferner  ist  er- 
sichtlich, dass  die  Bildfläche  in  der  Gegend  des  Scheitels  ihre  con- 
vexe  Seite ,  in  der  Gegend  des  Maximums  der  Entfernung  aber  ihre 
concave  Seite  der  erwähnten  Ebene  zukehrt. 

Da  übrigens  bei  den  vorhergehenden  Formeln  nur  kleine  Werthe 

von  (f  und  (^j  in  Betracht  kommen,  so  ist  es  bei  nicht  bedeu- 
tenden Werthen  von  g  erlaubt,  an  denselben  einige  Abkürzungen 
vorzunehmen  und  sie  dadurch  einfacher  zu  machen.     Unter  jener 
;.  Voraussetzung  sind  nämlich  ^,  %  und  %^  nur  um  Grössen  von  der 

Ordnung  L  R*  unter  einander  verschieden  und  «''  ist  von  der  letzteren  * 
Ordnung.    Man  kann  daher  in  den  Gliedern  dieser  Ordnung  »  und  z' 

mit  g  verwechseln  und  das  Quadrat  von  %"  vernachlässigen. 
Diess  giebt 

1  _  1  =  y  — *' 


1 

1 

«'— 

s 

«" 

MM      a^BB 

■  »1    ■    ■ 

1^^ 

^"^ 

z 

«' 

9* 

9* 

Dl. 

D9 

9 

9* 

m 

n 

IL  = 

JL 

« 

9 

Cq) 


Hierdurch  erhalten  wir  aus  (c)  die  Abscisse  des  Bildes  sowohl 
für  den  in  der  Axe  befindlichen  Punkt,  als  auch  für  einen  beliebigen 
Punkt  des  Gegenstandes: 

«'  =  9  +  Dff  -  ^  [|Lii»  +  ^  +  ,*] 

«  =  «'  -  ^  [(^^^  f+0(.4  R'K'  f+'i  Äy )] 

ferner  aas  (i)  die  Gleichung  für  die  erzengende  Curve  der  Bildfläche, 
wobei  der  Ursprung  der  Abscissen  »"  im  Scheitel  angenommen  ist, 

Können  die  Grössen  der  dritten  Ordnung  vernachlässigt  werden, 
sa  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in  die  folgende : 

^^.(2^y, <„ 
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oder 

y'  =  Ho+N) w 

In  diesem  Falle  wird  dalier  die  erzeugende  Curve  eine  Parabel, 
deren  Parameter  =  .^  .  ■^-  ist.  Da  die  Potenzen  von  »"  und  y* 
vernachlässigt  sind,  so  kann  jene  Cur^-e  auch  mit  einem  Kreise  von 
gleichem  Durchmesser  verwechselt  werden.  Bebalt  man  die  Grossen 
der;  dritten  Ordnung  bei,  und  haben  die  Coenicienlen  von  y*  und  y* 
entgegengesetzte  Zeichen,  so  geben  die  Gleichungen  (oj  und  (p) 
den  Halbmesser  des  in  der  Bildflache  enthalleneo  Kreises,  welcher 
dein  Maximum  oder  Alinimiim  von  a"  entspricht, 

»-^vz-c^+l«-«-) cv, 

sodann  den  Halbmesser  des  Kreises,  in  welchem  die  Bildfläche  eine 
durch  ihren  Scheitel  gelegte  und  auf  der  Axc  des  Instrumentes  senk- 
recht stehende  Ebene  durchschneidet, 

i  =  Sv^-(^+^"'0 « 

Die  übrigen  Schlüsse  bleiben  ungeändert. 

84^  Gehen  wir  jetzt  zu  dem  zweiten  in  \ro.  62  erwähnten 

Falle  über,  wo  nämlich  —  einen  so  kleinen  Werth  erhalt,  dass  es 

3 
als  eine  Grösse  von  der  Ordnung  LR*  zu  betrachten  ist. 

In  diesem  Falle  ist  auch  B  von  der  Ordnung  LR*,  und  da  A 
ungeändert  von  der  Ordnung  des  Quadrates  jener  Grösse  bleibt,  so 
ist  -^  von  derselben  Ordnung  wie  B  und  kann  daher  gegen  die 
letztere  Grösse  nicht  vernachlässigt  werden.  Hiernach  müssen  wir 
den  daselbst  in  Ccj  gefundenen  Ausdruck  von  —  ungeändert  beibe- 
halten, nämlich 

z  ~     JB     ~  J  ^  JB ^*' 

Das  erste  Glied  -y  ist  bereits  indem  vorhergehenden  Falle  ent- 
wickelt worden  und  macht  den  in  (b)  der  vorhergehenden  Nummer 
gefundenen  Werlh  von  —  aus.  Das  zweite  Glied  -^  erhält  man 
sehr  leicht  durch  Substitution  der  in  \ro.  82  gegebenen  Werthe  von 
A  und  B.  Ohne  jedoch  diese  Substitution  wirklich  vorzunehmen, 
können  wir  aus  (a)  sogleich  einige  bemerkenswerlhe  Folgerungen 
ziehen.  Zuerst  ist  es  einleuchtend,  dnss  man  bei  jeder  gegebenen 
Einrichtung  des  Instrumentes,  wobei  mithin  J,  B  und  J  gegebene 
Grössen  sind,  und  für  jeden  Werth  von  qi,  d.  h.  für  jeden  Punkt  des 
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Gegenstandes  einen  entsprechenden  Werth  von  —  finden  kann,  woraus 

folgt,  dass  jedem  dieser  Punkte  ein  Bild  nach  der  gegebenen  De- 
finition zugehört  und  dass  sich  dasselbe  an  der  durch  die  Abscisse  % 
bestimmten  Stelle  befindet.  Die  Entfernung  des  Bildes  kann  aber 
nicht  durch  eine  etwas  abgeänderte  Einrichtung  des  Instrumentes 
nach  Beheben  vergrössert  werden,  sie  hat  vielmehr  sowohl  für  po- 
sitive als  für  negative  Werthe  von  «  Grenzen,  welche  sie  nicht 
fiberschreiten  kann  und  die  wir  aufsuchen  wollen. 

Da  —  der  Voraussetzung  nach  in  dem  vorliegenden  Falle  stets 

von  der  Ordnung  LR*  seyn  soll,  so  müssen  die  zulässigen  Aende- 
rungen  in  der  Einrichtung  des  Instrumentes  so  beschaffen  seyn,  dass 

sie  keinen  grösseren  Werth  von  —  hervorbringen,  als  jene  Vor- 

aussetzung  gestattet  Solche  Veränderungen  sind  aber  in  den  Formein 

bereits  berücksichtigt  und  es  ist  dadurch  in  B  das  von  D  —  abhängige 

Glied  entstanden. 

Die  übrigen  in  dem  Ausdrucke  von  —  enthaltenen  Grössen  da- 
gegen können  in  dieser  Beziehung  als  constant  betrachtet  werden, 
weil  die  erwähnten  Veränderungen  in  ihnen  nur  spiche  Glieder  her- 
vorbringen, welche  wir  nach  den  angenommenen  Grundsätzen  nicht 
beibehalten.  Sollen  daher  in  der  Einrichtung  des  Instrumentes  alle 
nach  der  Voraussetzung  mögliche  Veränderungen  vorgenommen  wer- 
den können^  so  müssen  wir  in  dieser iBeziehung  J?,  wegen  des  darin 

enthaltenen   von   D  —  abhängigen  Gliedes,  als  die  einzige  veränder- 

liehe  Grösse  in  dem  Ausdrucke  von  —betrachten.  Suchen  wir  mithin 

I     * 
das  Maximum  oder  Minimum  von  —  in  Bezug  auf  B ,  so  giebt  die 

Gleichung  (a) 

dl. 


d—        I   A        A\       - 


dB 

folglich 

A:=B*  I ^^^ 

Je  nachdem  man  den  einen  oder  den  anderen  dieser  beiden 
Werthe  in  der  allegirten  Gleichung  substituirt,  erhält  man 


—  =+  *^^_  9B 


Cc> 


Ferner  ist 


rf«—         iA  , 


dB* 


JB»        -JVÄ 
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Da  nnn  J  = pj-  stets  negativ  ist,  so  gehört  das  obere 

Zeichen  von  1/ A  einem  Maximum,  das  untere  dagegen  einem  Mini- 
innm  von  -^  zu,  woraus  folgt,  dass  die  beiden  Grenzen,  über  welche 
die  positiven  und  ne;^a(iven  Entrerniingen  der  Bilder  nicht  zunehmen 
können,  durch  die  Formel  bestimmt  werden: 

'  =  ^^''  +  rvh^ '* 

Die  Verglcichung  des  letzten  in  C)  erhaltenen  Ausdruckes 
von  —  mit  demjenigen,  welcher  in  C*)  der  vorhergehenden  Nummer 
für  den  Fall  gefunden  wurde,  dass  die  Grössen  von  der  Ordnung 
I*ß'  in  Vergleiehung  mit  —  als  klein  zu  betrachten  sind,  zeigt, 
dass  der  grösst  mögliche  positive  oder  negative  Werth,  welchen  s 
in  dem  gegenwartigen  falle  erhallen  kann,  nur  halb  so  gross  ist, 
als  man  ihn  finden  würde,  wenn  man  ihn  bei  demselben  Wcrthe 
von  B  »ach  der  zuletzt  allcgirten  Formel  berechnete. 

Innerhalb  der  durch  die  Gleichung  (d)  bestimmten  Grenzen  kann  e 
alle  mögliche  positive  und  negative  Werthe  erhalten  und  selbst  =  0 
werden,  welches  letztere  stattfindet,  wenn  B  verschwindet,  mithin 

,     ,      .jl-'-'  +  Cn^»-       I 

wird.  Wir  müssen  jedoch  bemerken,  dass  bei  kleinen  Werthen  von  s 
Zweifel  darüber  entstehen  können,  ob  die  Formeln,  auf  welche  die 
gegenwartige  Unlcrsuchung  gegründet  ist,  eine  hinlängliche  Genauig- 
keit geben.     Jene   Formeln  sind   nämlich   unter   der  Voraussetzung 

entwickelt  worden,  dass  f —  )  eine  Grösse  von  derselben  Ord- 

nung  wie  A—  oder — j-  sey.  Ua  nun  im  voniegenoen  ralle  — 
eine  solche  Grösse  ist,  so  muss  —  von  derselben  Ordnung  seyn, 
wenn  die  gemachte  Voraussetzung  richtig  seyn  soll,  welches  bei 
kleinen  Werlhcn  von  a  keineswegs  stattHndet.  Wir  können  uns 
indessen  leicht  überzeugen,  dass  wir  wenigstens  bis  zu  den  Gliedern 
der  zweiten  Ordnung  einschliesslich  im  Wesenilichen  dieselben  Re- 

snllate  erhallen,  wenn  die  Prodiicle  von  ( )  in  Grössen  der 

zweiten  Ordnung  berücksichtigt  und  die  Untersuchungen  auf  das 
letzte  von  dem  Instrumente  entworfene  Bild  bezogen  werden.  Bei 
dieser  Annahme  können  wir  die  Formel  (p)  von  Nro.  81  gebrauchen. 
Es  ist  aber  aus  (g)  von  \ro.  68  und  (nl  von  \ro.  78  ersichtlich, 
dass  dieselbe  durch  Absonderung  der  von  z  abhängigen  Glieder  unter 
die  folgende  Form  gebracht  werden  kann : 


.■)| 
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e  = 


8y« 


CO 


9v' 

Hierbei  sind  C  und  J?  von  der  Ordnung  LA^;  JB  kann  jedoch 

wegen  des  darin  enthaltenen  Gh'edes  —  und  der  mit  der  Charac- 

teristik  D  bezeichneten  Veränderungen  bis  zu  0  abnehmen;  femer 
sind  C  und  B^  Grössen  der  zweiten  Ordnung  und  2  bezeichnet  die 
Summe  aller  ähnlichen  Glieder.  Setzt  man  nun,  um  das  Minimum 
von  e  zu  erhalten, 

80  giebt  diess  die  Gleichung 

o.2:[(c+^).we](c+^) 

mithin 

Da  —  der  Voraussetzung  nach  von  der  Ordnung  LW  ist,  die 
Producte  solcher  Grössen  in  andere  Abweichungen  aber  nach  den 
angenommenen  Grundsätzen  nicht  beibehalten  werden,  so  fallen  die 

Glieder  und  gegen  B  und  C  weg ,  wofern  nicht  B  einen 

so  kleinen  Werth  erhält ,  dass  es  mit von  einerlei  Ordnung  an* 

genommen  werden  mnss.  Hierdurch  wird  der  Zähler  des  vorher- 
gehenden Ausdrucks  von  der  Ordnung  C;  das  niedrigste  Glied  des 
Nenners  dagegen  ist  «/B,  woraus  folgt,  dass  —  von  der  Ordnung 

Ml  ^ 

-y  ist.  Da  aber  alle  Glieder  vernachlässigt  werden,  welche  jene 
Ordnung  übersteigen,  so  ist  daraus  ersichtlich,  dass  wir  im  Nenner 
nur  das  niedrigste  Glied  JB  beibehalten  können,  wodurch  sich  der 
vorhergehende  Ausdruck  von  —  in  den  folgenden  verwandelt: 

i-^^i^-' * 
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ZC*  bezeichnet  die  Summe  der  nrsprünglirh  zur  zweiten  Ordnun» 
|>ehi)ri^en  Glieder  von  A.  die  Formeln  (.H.')  und  ihj  stimmen  daher 
in  diesem  Falle  vollkomnten  mit  einander  überein. 

Wird  dagegen  B  so  klein,  dass  es  von  derselben  Ordnung  wie 

angenommen  werden  rauss,  so  reducirt  sich  der  in  (gl  gefundene 

Ausdruck  von  —  auf  den  folgenden : 

■■      ;     -    ■  SC» 

Cij 


'V'*^\f[B  +  ^^+SCc] 


Welciie  Werfhe  auch  die  übrigen  in  dieser  Formel  enthaltenen 
Grössen  haben  mögen,  so  kann  doch  B  JeduufalU  einen  solchen 
Werth  bekommen,  dass  der  Nenner  verschwindet,  wodurch  »  =  ü 
wird.    Dieses  geschieht  daher,  wenn 

ist.  Durch  Snbstitntion  des  in  Cd)  von  Nro.  82  gegebenen  Werthes 
von  ß,  mit  alleiniger  Berücksichtigung  der  ursprünglich  zur  zwf  ilen 
Ordnung  gehörigen  Glieder,  erhalten  w^ir  hieraus 

Die  Formel  (k)  fällt  in  Bezug  auf  die  erste  Zeile  vollkommen 
mit  iO  zusammen  j  nur  sind  die  beiden  letzten  Glieder  hinzuge- 
kommen, welche  nach  den  angenommenen  Grunilsitizen  als  zur  vierlen 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden. 

Es  lägst  sich  leicht  einsehen,  dass  die  vorhergehenden  Resultate 
auch  dann  noch  im  Wesentlichen  uttgeandert  bleiben,  wenn  man  die  hier 
vernachlässigten  Glieder  der  dritten  Ordnung  berücksichtigt,  und  dass 
alsdann  nur  den  in  den  Formeln  enthaltenen  Grössen  die  aus  jenen 
resullirenden  Glieder  beigefügt  werden  müssen.  Wir  können  daher 
aus  allem  diesem  den  Schloss  machen,  dass  die  Entfernung  des 
Bildes,  wenn  sein  Ort  durch  die  absolute  Deutlichkeit  bestimmt  wird, 
innerhalb  der  durch  die  Formel  (d)  angegebenen  Grenzen  alle  mögliche 
positive  und  negative  Werthe  erhalten  und  selbst  =  0  werden  kann. 

Dieses  Resultat  beweist,  dass  die  Methode,  welche  wir  ange- 
wandt haben,  um  den  Ort  des  Bildes  zu  bestimmen,  in  dem  gegen- 
wärtigen Falle  wenigstens  alsdann  unbrauchbar  ist,  wenn  die  danach 
berechnete  Entfernung  des  Bildes  sehr  klein  wird.  Wir  haben 
nämlich  oben  gesehen,  dass  die  letzlere  in  diesem  Falle  verschwindet, 
wenn  ß  =  0  wird.  Nach  (al  der  vorhergehenden  Aummer  wird 
aber  hierdurch  das  dortige  —  ebenfalls  =  0.  Da  nun,  wie  wir  da- 
selbst gefunden   haben,  jene  Grösse  sehr  nahe  das   atii.h'caOÄsst'««. 


J»"^ 


%> 
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Mittel  ans  denjenigen  Werthen  ist,  welche  den  Darchscfanittspiinkten 
zweier  Paare  von  Strahlen  von  mittlerer  Breohbarkeit  entsprechen, 

die  in  der  Entfernung  RV-^  von' der  Axe  auf  die  erste  brechende 

Fläche  fallen,  und  fiir  die  einmal,  ¥  =^  0  nnd  9  =  jr,  und   dann 

tp  —  -.  and  ¥  ^=^  ~-  ist,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Strahlen  bei- 

nahe  parallel  sind.  Sie  haben  Jedoch  eine  solche  Lage,  dass  das 
eine  Paar  convergirt,  das  andere  Paar  dagegen  divergirt,  weil  nur 

iHiter  dieser  Bedingung  der  mittlere  Werth  von  —   verschwinden 

kann,  und  ebenso  sind  alle  übrige  Strahlen  zumTheil  convergirend, 
zum  Theil  divergirend.  Hieraas  ist  ersichtlich,  warum  die  Entfernung 
des  Bildes  in  diesem  Falle  =k  0  gefunden  wird,  wenn  man  als  Ort 
desselben  diejenige  Stelle  annimmt,  wo  die  zu  einerlei  StrahlenbünÄl 
gehörigen  Strahlen  so  nahe  wie  möglich  bei  einander  liegen ,  so  wie 
wir  es  oben  vorausgesetzt  haben.  Auf  der  anderen  Seite  ist  es 
leicht  einzusehen^  dass  Strahlen,  welche  durch  die  letzte  Brechung 
beinahe  parallel  geworden  sind,  in  einer  kleinen  Entfernung  von 
der  letzten  brechenden  Fliiche  kein  branchbares  Bild  hervorbringen, 
indem  sich  alsdann  die  Bilder,  welche  den  verschiedenen  Punkten 
des  Gegenstandes  zugehören,  und  wovon  jedes  einen  merklichen 
Raum  einnimmt,  mit  einander  vermischen.  Wir  dürfen  uns  jedoch 
nnt  an  die  Erscheinungen  bei  der  natürlichen  Camera  obscura  er- 
innern ,  um  die  Ueberzeugung  zu  gewinnen ,  dass  in  manchen  Fällen 
ein  brauchbares  Bild  entstehen  kann ,  wenn  auch  die  vorhergehende 
Methode  kein  solches  zu  erkennen  giebt.  Obgleich  dieser  Fall 
eigentlich  nicht  hierher  gehört,  da  bei  demselben  nicht  von  einem 
Bilde  in  dem  Sinne,  wie  es  hier  genommen  wird,  sondern  von  der 
Stellung  der  Projectionsebene  die  Rede  ist,  so  will  ich  ihn  doch  um 
desswillen  betrachten,  weil  er  zur  Erläuterung  des  gegenwärtigen 
Falles  beitragen  kann. 

Um  jene  Methode  darauf  anzuwenden ,  nehme  ich  an ,  dass  in 
dem  Laden  eines  verfinsterten  Zimmers  eine  kreisförmige  Oeffnung 
vom  Halbmesser  R  angebracht  ist ,  durch  welche  die  von  einem  ent- 
fernten Gegenstände  ausgehenden  Lichtstrahlen  auf  eine  Projections- 
ebene fallen.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann  die  erwähnte  Vor- 
richtung als  ein  Instrument  der  ersten  Art  betrachtet  werden,  bei 
welchem  sich  die  brechenden  Flächen  berühren,  eben  sind  und  kein 
Brechnngsvermögen  besitzen.  Hiernach  ist  fQr  sämmtliche  bre- 
chende Flächen 

«-  ==  15m  =  r-  ="  ^ 

c«  =  y«  =x  e, 
F.=  1 
J  =  -  I 

«c   1  —  1 
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Alle  übrige  Coefflcienten ,  welche  in  den  Gleichungen  der  ge- 
brochenen Strahlen  vorkommen,  sind  vermöge  der  vorhergehenden 
Wcrthe  =  0. 

Wir  erhalten  daher  aas  (k)  von  Nro.  8| 


i\) 


Diese  Formel  ist  für  Jeden  Werth  von  %  gi'l'ig?  da  bei  der 

früheren  Kntwickelung  nur  die   l'roducle  von   f -j   in    Grössen 

von  der  Ordnung  der  Abweichungen  vernachlässig!  wurden,  welche 
hier  niclit  vorhnnden  sind.  Dagegen  ist  der  Factor  ß*  mir  approxi- 
mativ berechnet,  weil  wir  die  Formeln  von  Nro.  65,  wodurch  die 
Menge  des  auf  ein  Element  der  ersten  brechenden  Fläche  fallenden 
Lichtes  ausgedruckt  wurde,  bloss  näher ungs weise  aufgelöst  haben. 
Für  den  gegenwärtigen  Zweck  ist  jedoch  dieses  gleichgültig,  weil 
eine  genauere  Auflö-snng  nur  statt  fl*  einen  anderen  von  s  unab- 
hängigen Factor  gegeben  haben  würde. 

Da  die  Projectionsebene  stets  hinter  der  Oeffnimg  stehen  muss, 
so  sind  alle  mögliche  Werthe  von  »  verneint;  verwechseln  wir  daher 
%  mit  —  s',  so  wird 

e  =  -ä-C^  +  ^;  =^0  +  7;J    ■■■'-> 

wobei  nunmehr  nur  positive  Werthe  von  v'  möglich  sind. 

Sucht  man,  um  den  Ort  des  Bildes  zu  bestimmen,  denjenigen 
Werth  von  %',  wobei  e  ein  Minimum  wird,  so  ist  dieser 

a'  =  —  Cj 
woraus  folgt,  dass  das  Bild  mit  dem  Gegenstande  zusamTnenfällt. 
Da  die  Projectionsebene  nicht  an  die  hierdurch  bestimmte  Stelle  ge- 
bracht werden  kann,  so  kommt  es  darauf  an,  unter  allen  möglichen 
Stellungen  derselben  diejenige  auszusuchen,  bei  welcher  die  kleinste 
absolute  Undentlicbkeit  stattfindet.  Aus  dem  zweiten  der  vorher- 
gehenden Ausdrucke  ist  aber  ersichtlich,  dass  unter  allen  positiven 
Werthen  von  &'  keiner  einen  kleineren  Werth  von  »  hervorbringt,  als 

s'  =  0 
und  dass  e  mit  «'  beständig  zunimmt.  Hieraus  folgt  also,  dass  die 
\ortheilhafleste  Stellung  der  Projectionsebene.  wenn  dieselbe  nach 
der  absoluten  Deutlichkeit  bestimmt  wird,  diejenige  ist,  wobei  sich 
jene  Ebene  dicht  hinter  der  Oeffnnng  befindet,  durch  welche  das 
l.icht  in  das  verfinsterte  Zimmer  fällt.  Es  ist  aber  an  sich  klar  und 
wird  auch  durch  die  Erfahrung  bestätigt,  dass  an  dieser  Stelle  kein 
brauchbares  Bild  entsteht,  weil  die  Bilder  von  sammtlichen  Punkten 
des  Gegenstandes  gleiche  Kreise  sind,  deren  Mittelpunkte  zusammen- 
fallen und  die  sich  daher  vollkommen  decken.  Wird  dagegen  die 
Projectionsebene  von   der   Oe^ung  entfernt,   so   werden   zwar  die 
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Kreise  und  mit  ihnen  die  absolute  Undeutlichkeit  ^össer ,  ihre  Mittel« 
punkte  liegen  aber  nicht  mehr  in  einem  Punkte,  sondern  sie  trennen 
sich  desto  mehr  von  einander,  je  weiter  die  Projectionsebene  von 
der  Oeffhung  entfernt  wird.  Eine  Folge  dieser  Absonderung  ist, 
dass  ein,  wiewohl  unvollkommenes  Bild  des  Gegenstandes  entsteht, 
welches,  abgesehen  von  der  Verminderung  der  Lichtstärke,  bei  grös- 
serer Entfernung  der  Projectionsebene  an  Distinktheit  gewinnt,  wie 
es  ebenfalls  die  Erfahrung  bestätigt 

Die  vorhergehende  Betrachtung  zeigt  uns  augenscheinlich ,  dass 
die  Definition,  welche  wir  oben  von  dem  Bilde  gegeben  haben,  darum 
mangelhaft  ist,  weil  dabei  auf  die  Absonderung  der  den  verschiedenen 
Punkten,  des  Gegenstandes  zugehörigen  Bilder  keine  Rücksicht  ge- 
nommen wurde :  untersuchen  wir  daher ,  welchen  Einfluss  der  letztere 
Umstand  auf  die  Lage  des  Bildes  äussert. 

Relative  Undeutlichkeit^  Ort  der  Bilder,  wenn  sie  nach 

derselben  bestimmt  werden. 

853  Wir  haben  in  Nro.  79  durch  a  das  arithmetische  Mittel  aus 
allen  r*  bezeichnet,  welche  den  von  demselben  leuchtenden  Punkte 
ausgehenden  Strahlen  zugehören  und  dieses  arithmetische  Mittel  die 
absolute  Undeutlichkeit  genannt.  Wäre  nun  nur  ein  leuchtender 
Punkt  vorhanden,  so  würde  sich  diejenige  Stelle  des  gebrochenen 
Strahlenbündels  am  meisten  einem  vollkommenen  Bilde  nähern,  wo 
die  Strahlen  so  nahe  wie  möglich  bei  einander  liegen,  mithin  e  ein 
Minimum  ist ,  so  wie  wir  es  in  den  vorhergehenden  Nummern  ange- 
nommen haben.  Da  aber  der  Gegenstand  aus  vielen  leuchtenden 
Punkten  bestehend  gedacht  werden  kann ,  so  kommt  es ,  wie  wir  da- 
selbst gesehen  haben,  nicht  allein  dara^if  an,  dass  die  Bilder  der 
verschiedenen  Punkte  desselben ,  abgesondert  betrachtet,  denkleinst- 
möglichen  Raum  einnehmen  oder  a  den  kleinsten  Werth  erhält, 
sondern  auch  darauf,  dass  sich  jene  Bilder  so  viel  als  möglich  von 
einander  trennen.  Bei  einerlei  Werth  von  b  geschieht  aber  das 
letztere  desto  mehr,  je  kleiner  die  Anzahl  der  leuchtenden  Punkte 
ist,  deren  Bilder  bei  dem  Bilde  des  Gegenstandes  auf  die  Einheit 
des  Flächenmaasses  fallen,  weil  sie  alsdann  desto  weiter  aus  einander 
liegen  und  folglich  desto  weniger  in  einander  eingreifen.  Bezeichnen 
wir  daher  die  Anzahl  jener  Punkte  mit  (S,  so  werden  wir  auf  beide 
Umstände  zugleich  Rücksicht  nehmen,  wenn  wir  die  Undeutlichkeit 
nicht  e,  sondern  dem  Producte  dieser  Grösse  in  (S  proportional  setzen 
und  als  Ort  des  Bildes  diejenige  Stelle  annehmen,  wo  jenes  Product 
so  klein  als  möglich  wird. 

Die  auf  diese  Weise  bestimmte  Undeutlichkeit  nenne  ich  die 
relative  Undeutlichkeit  und  bezeichne  sie  durch  e^. 

Hiernach  ist  folglich 

e'  =  (5e (a) 
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Da  e  den  früher  entwickelten  Werth  behält,  so  bleibt  nar  noch 
übri^,  @  zu  berechnen.  Wir  haben  in  Nro.  65  mit  93  die  Anzahl 
der  leuchtenden  Punkte  bezeichnet,  welche  bei  dem  Gegenstande 
in  der  Einheit  des  Flächenmaasses  enthalten  sind ;  der  Voraussetzung 
nach  sind  aber  die  leuchtenden  Punkte  auf  der  Oberflache  desselben 
gleichförmig  vertheilt,  wir  finden  daher  ihre  Anzahl,  wenn  wir 
Jene  Oberfläche  mit  S  multipliciren.  Nehmen  wir,  wie  bisher,  den 
Gegenstand  als  eine  kreisförmige,  auf  der  Axe  des  Instrumentes 
senkrecht  stehende  Ebene  an,  so  ist  ihr  Halbmesser  = 
b^  =  Cjf 

wobei  ((>  auf  die  Grenze  des  Gesichtsfeldes  bezogen  werden  muss. 
Demnach  ist  die  Anzahl  der  leuchtenden  Punkte ,  welche  im  Gegen-* 
Stande  enthalten  sind  = 

»«6?  =  95«c?<jJ« (b) 

Jedem  dieser  Punkte  gehört  in  dem  durch  das  Instrument  her- 
vorgebrachten Bilde  des  Gegenstandes  ein  entsprechendes  Bild  zu; 
die  vorhergehende  Formel  drückt  mithin  auch  die  Anzahl  der  letzteren 
Bilder  aus.  Um  folglich  6  oder  die  Anzahl  derjenigen  unter  ihnen  zu 
finden,  welche  auf  die  Einheit  des  Flächenmaasses  fallen,  brauchen 
wir  nur  den  vorhergehenden  Ausdruck  durch  die  Fläche  des  ganzen 
Bildes  zu  dividiren.  Es  muss  jedoch  dabei  bemerkt  werden,  dass  6 
in  (a)  mit  9  multiplicirt  ist,  welche  Grösse  von  der  Ordnung  des 
Quadrates  der  nicht  aufgehobenen  Abweichungen  ist,  daher  es  hin- 
reicht, 6  mit  Vernachlässigung  der  Abweichungen  und  der  Grösse 

f -j  zu  berechnen.    Unter  dieser  Voraussetzung  ist  vermöge  CO 

von  Nro.  81  der  Halbmesser  des  von  dem  Instrumente  entworfenen 
Bildes  =  ¥r    ^ 

y=  — 21 

V 

mithin  seine  Fläche  = 

'i'--(^y CO 

Durch  Division  der  in  (b)  und  (c)  gefundenen  Werthe  erhalten 


wir  daher 


6  = 


»^ 


tt 


=  ^  (.vi)' 


y* 

Da  es  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  beständige 
Factoren  nicht  ankommt,  so  können  wir  die  unbekannte  Constante 
53  =  1  selzen;  hierdurch  wird 

«=(t)'-fe)' <* 

und  wenn  wir  diesen  Werth  in  (a)  substituiren, 

e'  =  (^-77-)  e  =  (jriJ  ® ^^^ 

wodurch  also  die  relative  Undeutliclikeit  ans^edriickt  v<\\^. 
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Der  in  (k)  von  Nro.  81  i^efundene  Ausdruck  von  9  enthält  den 

gemeinschaftlichen  Factor  C—J  5  <*er  Werth  von  9'  wird    daher 

aus  dem  allegirten  Werthe  von  e  erhalten,  wenn  man  jenen  ge- 
meinschafth'chen  Factor  mit  c\  verwechselt. 

Bestimmen  wir  jetzt  den  Ort  des  Bildes,  wenn  derselbe  nicht 
nach  der  absoluten,  sondern  nach  der  relativen  Deutlichkeit  be- 
messen wird. 

Nach  der  in  (b)  von  Nro.  82  angenommenen  Bezeichnung  ist 

'=(.¥)■  ^L^+i'-m <" 

folglich  ni^p         ^         J\n 

Das  Bild  ist  unter  der  gegenwärtigen  Voraussetzung  diejenige 
Stelle  des  Strahlenbändels,  wo  die  relative  Undeutlichkeit  9'  so  klein 
als  möglich  wird.    Für  das  Minimum  von  9'  in  Bezug  auf  %  ist  aber 

B-^^0 Ch) 

z 

mithin  ^ 

^-^ ® 

wodurch  die  Abscisse  «   des  Bildes  gegeben  ist.     Der  auf  fdiese 

Weise  gefundene  Werth  von  —  stimmt  vollkommen  mit  demjenigen 

überein,  welchen  wir  in  (a)  von  Nro.  83  bei  nicht  beträchtlichen 
Werthen  von  g  für  den  Fall  erhalten  haben ,  dass  der  Ort  des  Bildes 
nach  der  absoluten  Deutlichkeit  bestimmt  wird.  Die  Resultate  der 
allegirten  Nummer  gelten  daher  in  dem  gegenwärtigen  Falle,  wo 
der  Ort  des  Bildes  nach  der  relativen  Deutlichkeit  bemessen  wird, 
allgemein,  nicht  nur  bei  wenig  beträchtlichen,  sondern  bei  allen 
Wertben  von  g.  Femer  ist  aus  cb)  derselben  Nummer  ersichtlich , 
dass  es  durch  eine  schickliche  Bestimmung  der  in  jener  Formel  ent- 
haltenen Grössen  möglich  ist,  der  Entfernung  des  Bildes  jeden  be- 
liebigen Werth  zu  geben ,  daher  der  in  der  vorhergehenden  Nummer 
gefundene  Nachtheil,  wonach  die  Entfernung  des  Bildes  bei  kleinen 

Werthen  von  —  in  gewisse  Grenzen  eingeschlossen  ist  und  selbst 

verschwinden  kann,  im  vorliegenden  Falle  nicht  vorhanden  ist. 

Wenden  wir  jetzt  die  hier  gebrauchte  Methode  auf  die  am  Ende 
der  vorhergehenden  Nummer  betrachteten  Fälle  an,  wo  die  dortige 
Methode  wegen  der  Vermischung  der  den  verschiedenen  Punkten  des 
Gegenstandes  zugehörigen  Bilder  unbrauchbare  Resultate  gab,  so 

sehen  wir  zuerst  aus  (0,  dass  —  verschwindet,  die  Entfernung  des 

Bildes  mithin  unendlich  wird,  wenn  A  3=  0  ist,  wodurch  die  Strahlen 
nach  der  letzten  Brechung  beinahe  parallel  werden« 
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Sodann  giebt  in  Bexug  auT  die  nAtürliche  Cnmer«  ebsnira  die 
Formel  (c>,  wcna  uiuu  darin  statt  e  seinen  Werlli  aus  imi  der  vor-, 
beruhenden  Nummer  substiluirl  und  berai-rkl.  diiss 


■-^Q:^-ff 


woraus  Mi;t,  dass  kein  |iositivi-r  Werlh  von  «"  einen  kleineren  Wertli 
von  e'  ^eben  kann,  als 

''i'^,'"    ,, , i,..!,:,.i  „:.  , 

and  dass  mithin  das  auf  der  Frojectionsebene  enlstelieiide  B!M  nach 
der  hier  Re^ebenen  Definition  desto  vollkomiiifener  wird,  je  weiter 
man  die  IVoje  et  ionsebene  von  der  tJeffnun»  enifernt,  so  wie  es  die 
Errahnin^  bestätig. 

In  beiden  Fällen  nimmt  zwar  die  absolute  Uiideutlichkeit  bei 
grösseren  Werthen  von  a  stets  zu.  dasselbe  findet  aber  noch  in 
stärkerem  Maasse  bei  dem  ganzen  Bilde  statt,  wodurch  sich  die 
Bilder  der  verschiedenen  Punkte  verhältuis8massig  mehr  von  einander 
absondern,  als  sie  an  Grösse  zuuehuien,  so  dass  das  ganze  Bitd  an 
Distinklheit  gewimil.  Itadnrch  wird  aUo  die  Brnuclibarkeil  der  zur 
Bestimmung  der  Lage  des  Bildes  hier  angewandten  Methode  in  beiden 
Fällen  einleuchtend. 

Wir  können  übrigens  noch  die  folgenden  Betrachtungen  an- 
stellen, wonach  die  relative  Undeutliehkoit  auf  andere  Wei-se  definirt 
werden  kann. 

Da  nämlich  b,  die  Ordinate  von  einem  an  der  Grenze  des  Ge- 
sicbtsreldes  liegenden  Punkte  des  Gegenstandes,  y  dagegen  die  Or- 
dinate des  correspontlireudeu  Punktes  im  Bilde  bezeichnet,  .so  drückt 

J^  die  abf^olule  Vergrösscrung  nach  der  in  !\ro.  64  gegebenen  De- 
Unition  aus,  welche  wir  daselbst  mit  v'  bezeichnet  haben.  Hierdurch 
verwandelt  sich  der  in  (e)  gefundene  Ausdruck  von  e'  in  den  fulgcnden  : 

9'  =  — (k) 

„  v" 

Die  r.clativc  l'ndeutlirhkeil  wird  daher  auch  erhallen,  wenn 
man  die  absolute  rndeulh'chkeit  durch  das  Quadrat  der  absnlnlen 
VergriJsserung  di\idirt.  Wir  hätten  zwar  e'  nacb  der  letzteren 
Formel  berechnen  und  statt  f'  denjenigen  Werth  gebrauchen  können, 
welchen  wir  bereil'«  in  {c^  der  allcgirlen  Nummer  gefunden  haben; 
liierbei  lag  jedoch  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  keine  Ab- 
weichungen vorhanden  waren,  das  letzte  Bild  mithin  in  der  Ent- 
fernung g.  von  der  letzten  brechenden  Fläche  entstände,  eine  Vor- 
aussetzung, welche  einen  bedeulenden  Fehler  verursachen  kann,  wenn 
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die  Entferaang  des  Bildes  gross  ist ,  so  das»  (« -» gf)i  nicht  als  eine 

Grösse  von  derselben  Ordnnnfi:  wie  A—  zu  betrachten  ist.    Es  war 

Sil  I 

daher  nothwendig,  den  Werth  von  ß  oder  — ^,  so  wie  es  oben  ge- 
schehen ist ,  auf  eine  solche  Weise  zu  berechnen ,  dass  keine  Glieder 
vernachlässigt  werden,  bei  welchen  dieses  nach  den  angenommenen 
Grandsätzen  nicht  erlaubt  ist. 

Bringen  wir  ferner  den  in  (e)  gefundenen  Ausdruck  von  a'  unter 
die  Form 

SO  kann  derselbe  in  die  beiden  Factoren  b\  und  -77-  zerlegt  werden. 

Setzen  wir  nun  einen  Gegenstand  von  gegebener  Grösse  voraus,  so  ist 
der  erste  Factor  bl  das  Quadrat  seines  Halbmessers  und  kommt  als  eine 
Constante  nicht  weiter  in  Betracht.  In  Bezug  auf  den  zweiten  Factor 
müssen  wir  uns  erinnern,  dass  e  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  r* 
bezeichnet,  welche  den  von  demselben  leuchtenden  Punkte  ausgehen* 
den  Strahlen  zugehören.    Da  nun  y  oder  der  Halbmesser  des  ganzen 

Bildes  für  alle  diese  Strahlen  einerlei  ist,  so  können  wir  -77- auch 

y% 

als  das  auf  dieselbe  Weise  wie  e  berechnete .  arithmetische  Mittel 

aus  allen  (-r-J   ansehen.    Hieraus  folgt,  dass  die  relative  Undeut- 

y 
lichkeit  bei  unveränderter  Grösse  des  Gegenstandes  und  mit  Bei- 

Seitsetzung  des  beständigen  Factors  auch  als  das  mit  Rücksicht  auf 
die  Wirksamkeit  der  Strahlen  berechnete  arithmetische  Mittel  aus 
sämmtlieheti ,  demselben  leuchtenden  Punkte  zugehörigen  r'  betrachtet 
werden  kann ,  wenn  die  r  nicht  in  absointein  Maasse ,  sondern  in 
aliquoten  Theilen  von  dem  Halbmesser  des  ganzen,  durch  das  In-^ 
strnment  hervorgebrachten  Bildes  ausgedrückt  werden.  Vergleicht 
man  nun  mehrere  Bilder  desselben  Gegenstandes  mit  einander  und 
Schätzt  ihre  Güte  nach  der  relativen  Deutlichkeit,  so  werden  die- 
jenigen Bilder  als  gleich  gut  angesehen ,  bei  welchen  e'  einerlei  ist, 
wenn  sie  auch  in  Ansehung  ihrer  Grösse  verschieden  sind.  Eine 
Folge  davon  ist,  dass  alsdann  die  durch  r  ausgedrückten  absoluten 
Fehler  nicht  gleich  sind,  wie  es  bei  einerlei  Werth  von  e  der  Fall 
seyn  würde,  sondern  dass  jene  Fehler  jedesmal  einen  gleichen  ali- 
footen  Theil  von  der  Grösse  des  ganzen  Bildes  ausmachen,  was 
anter  der  Voraussetzung,  dass  man  an  beiden  gleich  viel  erkennen 
will,  um  deswillen  zulässig  erscheint,  weil  ein  in  einem  grösseren 
Maasstabe  entworfenes  Bild  verhältnissmässig  grössere  Fehler  ge- 
stattet als  ein  kleineres.  Dagegen  wird  dasjenige  Bild  für  besser 
geachtet,  bei  welchem  e'  einen  kleineren  Werth  erhält,  und  an  diesem 
Bilde  lässt  skh  allerdings  mehr  von  Detail  wahmehiBen,  als  bei  den 
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Übrigen,  weil  die  Fehler  im  Verhältnis^  zu  dem  gHn7.en  Hilde  nnd 
seinen  einzelnen  Theilen  kleiner  sind  und  daher  weniger  von  diesen 
unkenntlich  machen. 

Wir  müssen  Jedoch  hierbei  bemerken,  dass  man  in  den  meisten 
Füllen  unbrauchbare  Ilesullate  erhalten  wurde,  wenn  man  die  Voll- 
kommenheit des  Bildes  allein  nach  der  relativen  Denllichkeit  bemessen 
wollte,  weil  die  absolulen  Fehler  desselben  deui  Auge  nur  dann  er- 
traglich werden,  wenn  sie  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreiten, 
was  hei  jener  Verfahriingsart,  vorzüglich  bei  slarken  Vergrösse- 
rungen ,  leicht  der  Fall  seyn  könnte.  Es  erscheint  daher  nothwendig, 
in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit  des  Bildes  nicht  nur  die  relative, 
sondern  auch  die  absolute  Deutlichkeit  zu  berücksichtigen,  um  es 
dahin  zu  bringen,  dass  die  durch  die  Erfahrung  zu  bestimmenden 
Grenzen  der  zulässigen  Undeutlichkeit  nicht  überschritten  werden. 

Undeutlic/ikeit  nach  den  ^Vhtkelabweichunifen  geschätzt,  Ort 
der  hiernach  bestimmten  Bilder. 

8B3  ^''  ■'**  bereits  in  Xro.  79  bemerkt  worden,  dass  der  für  e 
gefundene  Ausdruck  auch  auf  die  Winkelabweichungen  anwendbar 
ist,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  s'  in  demselben  weg- 
lässl.  Wir  müssen  uns  ferner  erinnern,  was  durch  die  Winkelab- 
weichungen eigentlich  ausgedrückt  wurde.  In  dem  Hnitpistrahle, 
welcher  Anfangs  als  Axc  des  dazu  gehörigen  Strahlcnbündels  an- 
genommen worden  war,  halten  wir  nämlich  einen  willkührlichen 
Punkt  gewählt,  dem  die  Abscisse  ar  zugehört,  und  von  diesem  Punkte 
in  Gedanken  einen  hypothetischen  Strahl  nach  dem  .\uge  gezogen. 
Wir  hatten  ferner  durch  den  Hauptstrahl  »wei  coordinirte  Ebenen 
gelegt  und  auf  diese  den  Winkel  projicirt,  welchen  der  allgejneine 
farbige  Strahl  mit  dem  hypothetischen  Strahle  bildet ;  die  so  proji- 
cirten  Winkel  hatten  wir  sodann  die  Winkelahweichungen  genannt. 
Da  aber  später  der  Hauptstrahl  mit  der  Axe  des  Strablenbundets 
verwechselt  wurde,  so  liegt  der  der  Abscisse  s  entsprechende  Punkt 
nunmehr  auf  der  letzteren  Axe.  Wird  daher  e  auf  die  Winkelab- 
weichungen bezogen,  so  drückt  es  die  mit  einer  Constante  multipli- 
cirte  Summe  der  Quadrate  derjenigen  Winkel  aus.  welche  die  ver- 
schiedenen zu  dem  Strahtenbündel  gehörigen  Strahlen  mit  den  cor- 
respondirenden  hypothetischen  Strahlen  machen.  Bestimmen  wir 
nun  s  so,  dass  o  ein  Minimum  wird,  so  geben  wir  dadurch  dem 
willkübrlich  angenommenen  Vereinigungspunkte  der  hypothetischen 
Strahlen  eine  solche  Lage,  dass  die  Winkel  derselben  mit  den 
wirklichen  Strahlen  so  klein  als  möglich  werden.  Da  aber  diese 
Winkel  diejenigen  sind,  unter  welchen  die  Abweichungen  dem  Auge 
erscheinen,  wenn  es  das  letzte  von  dem  Instrumente  herxorgeb rächte 
Bild  betrachtet,  ko  scheinen  ihm  in  dit^em  Falle  die  wirklichen 
Strahlen  so  genau,  als  es  wegen  der  Abweichungen  möglich   ist, 
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von  dem  durch  die  Abscisse  «  bestimmteii  Punkt  in  der  A\e  des 
Strahlenbündels  auszugehen ;  wir  können  mithin  diesen  Punkt  als  da» 
Bild  ansehen ,  welches  dem  entsprechenden  Punkte  des  Gegenstandes 
zugehört    Bestimmen  wir  daher  den  Ort  desselben. 

Nach  dem  oben  Gesagten  erbült  man  aus  (h)  von  Nro.  82  den- 
jenigen Werth  von  9^  welcher  den  Winkelabweichungen  entspricht, 
dadurch,  dass  man  den  gemeinschaftliehen  Factor  %^  weglasst. 

Diess  giebt 

-^[-+(«-4)'] «, 

Sucht  man  das  Minimam  hiervon  in  Bezug'  auf  »,  so  wird 

T^-J  •    •    •    • ^^^ 

woraus  folgt,  dass  die  in  Nro.  83  erhaltenen  Resultate  auch  allgemein 
gültig  sind,  wenn  der  Ort  des  Bildes  nach  den  Winkelabweiehungen 
bestimmt  wird. 

Wir  können  jedoch  hierbei  noch  einige  Bemerkungen  machen, 
welche  uns  in  der  Folge  nützlich  seyn  werden.  Wir  haben  nämlich 
aus  der  Gleichung 


W  ^ // 


1= .  _.[(«±A[+.O^ir)(f)-+l^©'].  cc, 

welche  wir  in  (0  von  Nro.  83  für  die  erzeugende  Curve  der  Bild- 
fläche gefunden  haben,  geschlossen,  dass  diese  Fläche  zum  Theil 
diesseits,  zum  Theil  jenseits  einer  durch  ihren  Scheitel  gelegten, 
auf  der  Axe  des  Instrumentes  senkrecht  stehenden  Ebene  liegt  und 
dem  Auge  theils  ihre  convexe,  theils  ihre  concave  Seite  zukehrt, 

wenn  die  Coefficienten  von  (~j   nnd  (-^J  in  der  vorhergehenden 

Gleichung  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Diese  Gestalt  der  Bild- 
fläche bringt  in  dem  Auge  einen  sehr  unangenehmen  Eindruck  her- 
vor, indem  dadurch  ein  ähnliches  Gefühl  erregt  wird,  als  wxnn 
man  die  Gegenstände  durch  nicht  geschliffene,  wellenförmige  Fenster- 
scheiben betrachtet.  So  oft  daher  dieser  Fall  vorkommt,  muss  man 
zur  Beseitigung   des   erwähnten    Nachtheiles  die  Dimensionen  des 

Instrumentes   so  bestimmen,   dass  der  Coefficient  von  (—)    ver- 

(f,  X  -*  • 

—j  nicht  ==  0  werden  kann. 

Hierdurch  erhalt  man  die  Gleichung 

0  =^1-^+4  (?Ä»Ä* (dj 

und  die  Gleichun^^  für  die  erzeugende  Curve  der  Bildfläche  wird 
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60  dass  nunmehr  jene  Flache  in  «Ileii  ilirf  o  Theilen  dem  Auge  ent- 
weder nur  ihre  Convesilat  oder  nur  ilire  Concnvitat  zukehrt. 

Kann  dagegen  der  Cocfßcienl  von  (  — )  in  der  Gleichung  (e) 
verschwinden,  so  ist  enlucder 

0  =  0 

oder  , , 

A=0  " 

und  die  Gleichung  für  die  erzeugende  Curve  der  Btldflache : 

i'i-'i^^Xi)' <^' 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  ik)  von  Nro.  83  überein  5  jene  C'urve 
wird  daher,  wie  wir  daselbst  gesehen  haben,  ein  Kegelschnitt  und 
der  erwähnte  Aachtheil  ist  nicht  vorbanden. 

Der  letztere  Fall  tritt  bei  allen  Instrumenten  ein,  welche  mit 
einem  gewöhnlichen  achromaijschen  Objective  versehen  sind,  wofern 
die  Hauplblendung  an  diesem  angebracht  isl.  Vcrmügc  (.dl  und  (f) 
von  \ro.  22  ist  niimlich  alüdann  A%  oder  K,  nach  di-r  dortigen  Be- 
zeichnung ,  eine  Grösse  von  derselben  Ordnung ,  wie  die  Entfernungen 
der  zum  Objective  gehiirigen  brechenden  Flaciien  von  einander,  welche 
in  den  Gliedern  der  dritten  Ordnung  =  U  gesetzt  werden  können.  Bei 
jenen  Instrumenten  ist  daher  der  angeführte  ^Nachtheil  nie  zu  besorgen. 

Yergleichung  der  in  Besag  auf  die  VndeutUchkeit  titid  den 
Ort  der  Bilder  erhaltenen  Resultate. 

87^  Stellen  wir  jetzt  die  Resultate  zusammen,  welche  wir  in 
Bezug  auf  die  Undeutlichkeit  und  den  daraus  abgeleiteten  Ort  der 
Bilder  erhallen  haben,  so  sind  es  die  folgenden: 

1)  Die  Undeutlichkeit  kann  zuerst  nach  der  Summe  der  O^sdrate 
der  in  absolutem  Maasse  ausgedrückten  Entfernungen  geschätzt  wer- 
den, welche  zwischen  der  Axe  des  Strahlenbündels  und  den  ver- 
schiedenen dazu  gehörigen  Strahlen  an  derjenigen  Stelle  stattfinden, 
wo  die  Undeutlichkeit  bestimmt  werden  soll.  Die  auf  diese  Weise 
bestimmte  Undeutlichkeit  haben  wir  die  absolute  genannt^  sie  ist 
'durch  die  Formel  (k)  von  \ro.  81   unmittelbar  gegeben. 

2)  Oividirt  man  die  absolute  Undeutlichkeit  durch  das  Quadrat 
der  absoluten  Vergrösserung.  so  entsteht  das.  was  wir  die  relative 
Undeutlichkeit  genannt  haben.  Bei  unveränderter  Grösse  des  Gegen- 
standes giebt  sie  das  Resultat  an,  welches  erhalten  wird,  wenn  man 
die  in  I)  erwähnten  Entfernungen  nicht  in  absolutem  iMaasse,  sondern 
in  ali((uoten  Theilen  von  dem  Halbmesser  des  ganzen  durch  das  Instru- 
ment hervorgebrachten  Bilden  ausdrückt,  im  Uebrigcn  aber  ebenso  wie 
bei  der  absoluten  Undeutlichkeit  verfahrt.     Die  Formel  tk)  von  Nro.  81 
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ist  auf  die  relative  Undeotlichkeit  ebenfalls  anwendbar,  wenn  man 

(V  %\^ 
1   mit  c?  verwechselt. 

33  Untersucht  man  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  un- 
mittelbar das  nach,  der  letzten  Brechung  enmehende  Bild,  welches 
von  dem  Auge  betrachtet  wird,  und  schätzt  die  Fehler  nicht  nach 
ihrer  absoluten  Grösse,  sondern  nach  derjenigen,  unter  welcher  sie 
dem  Auge  erscheinen,  d.  h.  nach  der  Grösse  der  Winkelabweichungen, 
80  drückt  auch  bei  dieser  Voraussetzung  die  Formel  (k)  von  Nro.  Si 
die   Undeutlichkeit  aus,    wenn  man  darin   den   gemeinschaftlichen 

—  1  mit  (  —  1    verwechselt 

43  Was  das,  einem  Punkte  des  Gegenstandes  entsprechende 
Bild  betrifft,  so  kann  statt  desselben  diejenige  Stelle  des  dazu  ge- 
hörigen Strahlenbündels  genommen  werden,  wo  die  Undeutlichkeit, 
wenn  sie  nach  einer  der  drei  vorhergehenden  Methoden  geschätzt 
wird ,  so  klein  als  möglieh  ist.  Bei  massigen  Entfernungen  des  Bildes 
geben  jene  Methoden  in  Bezug  auf  die  Bestimmung  der  Lage  des- 
selben sämmtiich  einerlei  Resultate,  welche  in  Nro.  83  entwickelt 
and.  Bei  sehr  grossen  Entfernungen  stimmen  die  Resultate  der 
beiden  letzten  Methoden  ebenfalls  hiermit  überein.  Die  erste  Methode 
dagegen  liefert  ein  abweichendes  Resultat,  welches  die  Nachtheile 
hat,  dass  die  Entfernung  des  Bildes  nicht  nach  Willkühr  vergrössert 
werden  kann,  sondern  in  gewissen  Grenzen  eingeschlossen  ist,  dass 
ferner  auf  die  Absonderung  der  den  verschiedenen  Punkten  des 
Gegenstandes  entsprechenden  Bilder  keine  Rücksicht  genommen 
wurde,  daher  sich  dieselben  in  diesem  Falle  mit  einander  confundiren. 
Hiernach  verdienen  die  in  Nro.  83  erhaltenen  Bestimmungen  in  allen 
Fällen  den  Vorzug. 

Undeutlichkeit  und  Ort  der  Bilder  bei  homogenem  Lichte. 

883  Die  vorhergehenden  Formeln  sind  unter  der  Voraussetzung 
entwickelt  worden,  dass  jeder  in  das  Instrument  fallende  Lichtstrahl 
aus  einer  unzähligen  Menge  verschieden  gefärbter  Strahlen  zusammen- 
gesetzt sey.  Es  kann  jedoch  die  Frage  entstehen,  welche  Aende- 
mngen  die  erhaltenen  Resultate  erleiden  würden,  wenn  man  das 
einfallende  Licht  als  homogen,  d.  h.  von  einerlei  Brechbarkeit  und 
Farbe  annähme.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  um  desswillen 
von  Interesse,  weil  sie  uns  eine  deutliche  Einsicht  von  der  Wirkung 
verschafft,  welche  die  verschiedenen,  von  der  Farbenzerstreuung 
abhängigen  Glieder  auf  die  Undeutlichkeit  äussern.  Wir  könnten 
die  dazu  erforderlichen  Formeln  nach  derselben  Methode  entwickeln, 
welche  wir  in  den  vorhergehenden  Nummern  angewandt  haben;  da 
jedoch  hierdurch  ziemlich  weitläuftige  Rechnungen  veranlasst  werden, 
so  ist  es  einfacher,  sich  dabei  einer  anderen  Methode  zu  bedienen. 


8IRBKNTB9   KAPITBL.  4M 

Berechnen  wir  zo  dem  Ende  zuerst  die  Formeln  fSr  die  Axe  des 
Strahlenbündels  und  für  die  absolute  Undeutlichkelt  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  das  sämmtliche  einfallende  Licht  von  mittlerer  Brech- 
barkeit sey.  Dieser  Fall  lässt  sich  aus  dem  oben  betrachteten  sehr 
leicht  ableiten.  Wir  hatten  nämlich  angenommen,  dass  sich  bei 
demjenigen  Körper,  welcher  zur  Yergleichung  der  übrigen  diente, 
das  Brechungsverhältniss  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  von  dem 
mittleren  Brechungsverhältnisse  v  nur  darch  das  dem  letzteren  hin- 
zugefügte Glied  ^v  unterschiede ,  und  dass  dadurch  bei  allen  übrigen 
Körpern  analoge  Veränderungen  im  Brechungsverhältnisse  entständen, 
welche  als  Functionen  von  ^v  angesehen  \vurden. 

Setzt  man  daher  in  den  gefundenen  Formeln 

8v  =  0 

so  fuhrt  man  sie  auf  die  Hypothese  zurück,  dass  das  sämmtliche 
einfallende  Licht  von  mittlerer  Brechbarkeit  seyn  soll.  Vermöge  (c) 
von  Nro.  79  und  (h)  von  Nro.  80  erhält  man  aber  hieraus  ferner 

=  0"  /X  dSv 

=  o~  a# 

folglich«  da  9^  die  in  einem  einfallenden  Strahle  enthaltene  Licht- 
menge  bezeichnet,  mithin  eine  Constante  ist, 

g  =  ^  =  e  =  0 

welche  Werthe  in  den  Formeln  von  Nro.  81  substituirt  werden  müssen. 

Da  der  Hauptstrahl  schon  bei  den  früheren  Rechnungen  von 
mittlerer  Brechbarkeit  angenommen  wurde ,  mithin  die  Ordinate  des- 
selben (y)  ungeändert  bleibt,  so  geben  die  Formeln  (d),  (g)und  (i) 
jener  Nummer  die  Gleichungen  füt  die  Axe  des  Strahlenbündels, 
nämlich 


l+^^  +  (?.il*Ä, 


j-  =  0 


4-  [^-^V  (Ä).-K.>1  +[(Ä).-Ä.T(AijL| 
+  [Pi  +3  (?.  Ä« Ä?  +  CP).  a1]  <f? 


Ferner j  erhalten  wir  aus  ck)  derselben  Nonuner  die  absolnte 
Undeotlichkeit 


0 
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Endlich  ist  vermöge  (b)  von  Nro.  83  die  Abscisse  des  Bildes 
durch  den  Ausdruck  gegeben: 

Diese  Formeln  beziehen  sich-  nach  der  bisherigen  Annahme  auf 
Strahlen  von  mittlerer  Brechbarkeit ;  da  sich  jedoch  diese  von  anderen 
homogenen  LichtetraUen  bloss  durch  ein  verändertes  Brechungsver- 
hältniss  unterscheiden,  so  können  jene  Formeln  auch  unmittelbar  auf 
jedes  homogene  Licht  angewandt  werden,  wenn  man  nur  die  in 
denselbeii  enthaltenen  Brechungsverjhialtnisse  so  bestimmt,  dass  sie 
dem  letzteren  entsprechen.  Um  jedoch  den  Unterschied  deutlich  sehen 
zb  können ,  welcher  bei  homogenem  Lichte  durch  ein  verändertes 
Brechungsverhältniss  hervorgebracht  wird,  ist  es  vortheilbaf t ,  die 
obigen  Formeln  bloss  auf  Licht  von  mittlerer  Brechbarkeit  zu  be- 
ziehen, dagegen  die  Yeründerungen  zu  berechnen,  welche^^sie  bei 
einem  anderen  homogenen  Liebte  erleiden.  Hierzu  ist  weiter  nichts 
erforderlich,  als  in  denselben  v  mit  v-^^v  ixl  verwechseln  und  bei 
allen  äbrigen  Brecfaimgsverhältnissen  die  analogen  Veränderungen 
eintreten  zu  lassen.  Die  bei  den  übrigen  Grössen  dadurch  ent- 
stekenden  Veränderungen  haben  wir  früher  mit  der  Characteristik  ^ 
bezeichnet,  welche  Bezeichnung  ich  beibehalte.  Ausserdem  müssen 
wir  bemerken,  dass  nach  den  aagenommenen  Grundsätzen  jene  Ver- 
änderui^gen  in  den  von  Q  abhängigen  Gliedern  vernachlässigt  wer- 
den^ dass  ferner  L,  M,  A^  und  O,  obgleich  ursprünglich  von  der 
zweiten  Ordnung,  durch  die  Wirkung  des  Objectivs  auf  kleine  Grössen 
reducirt  sind,  deren  Pfoducte  in  ^v  nicht  berücksichtigt  werden, 
dass  endlich  ein  Gleiches  bei  {  stattfindet,  weil  diese  sonst  zur  ersten 
Ordnung  gehörige  Grösse  in  der  Nähe  des  Bildes  von  der  dritten 
Ordnung  ist.  Da  wir  nun  in  den  ursprünglich  zur  ersten  Ordnung 
gezählten  Grössen  auch  noch  die  von  9v^  abhängigen  Glieder  beibe- 
halten haben,  welche  mit  der  Characteristik  9^  bezeichnet  werden, 
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SO  können  wir  ons  leicht  uhetzeügeny  dass  es  hinreieht,  in  d^n  vor- 
hergehenden Formeln  . 

i   mit  j     +  »i  +  »*i 


—  mit  —  +  *~  +  »«— 
S'  9  9  9 


(d) 


L  mit  L  +  »L 

JW  mit  ilf  +  »ilf. 
JV  mit  JV  +  ^N 

O  mit  O  +  ^  <? 
zu  verwechseln.    Entwickeln  wir  ^fther  diese  Grössen. 

Nach  der  früher  gemachten  Annahme  bezeichnet  (y)  die  Ordinale 
des  Hauptstrahles  oder  diejenigen  Glieder  19  dem  Ausdrucke  von  y\  t 
welche  von  (p^  allein  abhCngen.  Dabei  wurden  jedoch  die  mit  »v 
multiplicirten  Glieder  weggelassen,  weil  wir  den  Hauptstrahl  von  mitt- 
lerer Brechbarkeit  voraosgeaetl^t  hkttenj^  oii  in  e  alle  Glieder  M  ver- 
einigen, welche  auf  die  UndentliehkeitiJEiaflusa  haben.  Gegenwärtig 
aber,  wo  sfimmtliche  Strahlen^ivon  einerlei  Brechbarkeit. angenommen 
werden^  mässen  wir  die  letotei^en  Glieder  in  dem  Aasdrucke  von  (ff ) 
beibehalten ,  wo  sie  die  oben  fiAt  9Cy}  ^-^^  (y}  beeeiehneten  Verände^ 
rangen  bilden.  Hiernach  werden  «diesiÄben  leicht  aas  (a)  von  Nro.  81 
erhalten,  wenn  man  darin  mr  die' von  f\  und  9v  zugleich  abhängigen 
Glieder  berücksichtigt.    Diess  giebl*  ^ 

a(y)  +  aMy)  =  ^'![^'-^"^'^F:]'^'*^(   .   .   (e) 

oder  nach  der  in  (b)  von  Nro.  68  angenommenen  Bezeichnang 


ei  ft 


*(y)  +  **(y)  =  — [T<j>a»-f /^»»«  +  lf  ^'a»-.!  .   (0 


Vermöge  (d)  von  Nro.  TS  ist  ferner 

<-G-4).+''a4). 


g        «yi  '        \g 

«i  bezeichnet  aber  die  willkuhrliche  Entfernung ,  für  welche  die  Lage 
der  Strahlen  bestimmt  werden  soll,  und  ist  mithin  von  8v  unabhängig; 
sodann  werden  in  den  mit  der  Characteristik  D  bezeichneten  Grössen 
die  durch  dv  hervorgebrachten  Yeränderungeh  vernachlässigt;  der 
vorhergehende  Ausdrack  von  {  gi^bt  dfher     .       . 

^i  +  ^U  =  ^j:^^^'j;  •  .    •  •  •. f«^ 

Nach  der  in  Nro.  26  gemachten  Zusammenstellung  ist 
1  F' 

y\  Vi 

I  F» 

g\  Vi 


48t  fBummTES"  kacttbl« 

Bei  diesen  Formeln  ist  jedoch  die  naehher  eingeführte  Ver- 
finderung  in  der  Entfernung  des  Gegenstandes  noch  nicht  berück- 
sichtigt. Vermöge  (i)  von  Nro*  30  kommt  hierdurch  zu  S^  noch 
das  Glied  .  . 

D«i  =  2(»).  Af  =  -2T.  Ai- 

Setzt  !man  es  8i  zu.  substituirt  sodann  die  Werthe  von  9 — 
1  9i 

und  ^*—  in  (g),  so  wird 
9i 


(h) 


oder  nach  der  Bezeichnung  von  Nro.  68 

8i  +  d^i^8^+^X^,jlSav  +  s8v^^   .  .  .  .  (i) 

Bei  der  Berechnung  der  von  der  Abweichung  wegen  der  Gestalt 
und  der  Farbenzerstreoung  zugleich  abhängigen  Glieder,  wozu  die 
mit  8L  etc.  multiplidrten  gehören  y  sind  wir  in  Nro.  19  von  der  Vor- 
aussetzung ausgegangen,  dass  alle  ^Glieder  vernachlässigt  werden, 
welche  den  Ocolaren  angehören,  und  öberdiess  noch  diejenigen,  die 
sich  auf  das  Objectiv  beziehen,  und  ursprünglich  mit  6  oder  f  multi- 
plicirt  waren  ^  wir  müssen  4^er  jetzt  iiaeh  demselben  Grundsatze 
verfahren«    Hiernach  sind  die  Formeln  (bJvojQ  Nro*  11  anwendbar. 

Sie  geben  * 

Jlf(-)  =  2Kt  L^-' 

^ 

Da  die  von  den  Ocularen  herrdhrenden  Glieder  vernachlässigt 
werden,  so  braucht  man  die  Summen  jener  Grössen  nur  bis  zur 
letzten  Fläche  des  Objectivs  auszudehnen,  deren  Index  früher  mit  e 
bezeichnet  wurde.    Diess  giebt 

£^      SBSS    L« 

0,  =  8Ä?Ii. 


,  ■   f  «  • 


Bemerken  wir  ferner ,  dass  L,  ^rch  die  Wirkung  des  Objectiv« 
auf  eine  kleine  Grösse  reducirt  ist^  deren  Product  in  Jv  vernach- 
lissigt  wird,  so  erhalten  wir 

auf,  =  2Kt9L, 
9Ni  =  K\9L. 
9  0,  ^^  9K\  9  L. 
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Den  Wcirth  von  iL,  findet  man  aas  (f)  von  Nro.  19,  wenn 
man  darin  t  mit  e  verwechselt.    Hierdurch  wird 

ajv,=   Äj  r.ay  ' 

Bezeichnen  wir  nan  durch 

dy,  d  tgo  und  S —  die  Aendenin^en  welche  y,  tgö  und  —  bei 

homogenem  Lichte  erleiden,   wenn  das  Brechungsverhäitniss 
des  zur  Veröle ichung  dienenden  Körpers  um  dv  zunimmt, 

80  ist  vermöge  (a) 


M 


folglich,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  snbstituirt, 

Da  /y«  der  Coef&cient  von  s  In  dem  Alisdrucke  von  y  ist,  so 
erhiUt  man  hieraus 

'''\-\-W,<tMSv+U.K^R*<p,iv         !  .    .    (m) 
Femer  giebt  die  Gleichung  Cc) 

welcher  Ausdruck  sich  durch  Substitution  der  vorhergehenden  Werthe 
in  den  folgenden  verwandelt: 

=  ^[«+*a*+v(|ii*+tÄ>')] 

Endlich  erhalten  wir  aus  (b)  vermittelst  der  in  (d)  angegebenen 
Verwechselungen  denjenigen  Werlh  von  o^  welcher  bei  homogenem 
Lichte  dem  Brechungsverhillnisse  (y'\-iv)  entspricht,  niimlich 


9 
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f[L+(?(|il«+6JP.,.')+UJ.]' 

L  ^*[ö=JV+8(?Ä«(ll'+ÄV')+l7ÄMv]'| 


\1 


Bedeutung  der  verschiedenen  Glieder,  welche  in  dem 
Ausdrucke  der  Undeutlichkeit  vorkommen. 

89)  Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Nommern  die  Formeln 
entwickelt  haben,  welche  sowohl  bei  gewöhnlichem,  ,als  bei  homogenem 
Lichte  die  Undeutlichkeit  and  den  Ort  der  Bilder  bestimmen,  können 
wir  die  Bedeutung  der  verschiedenen  Glieder  des  Ausdruckes  auf- 
suchen, der  in  (k)  von  Nro.  81  für  die  Undeutlichkeit  gefunden  wurde. 

Wir  haben  in  Nro.  68  gesehen ,  dass  die  bedeutendsten  Glieder, 
welche  in  den  Aasdrücken  (d)  der  Seitenabweichungen  vorkommen 
und  sich  auf  die  Abweichungen  wegen  der  Gestalt  und  Farbenzer- 
streuung in  und  ausser  der  Axe  beziehen^  diejenigen  sind,  die  von 
L,  ikf ,  JV,  O,  iSf  und  T  abhängen,  dass  dagegen  die  mit  (?,  «,  U^ 
l  und  W  multiplicirten  Glieder  kleine  Correctionen  enthalten,  welche 
an  den  ersteren  angebracht  weiden  müssen,  um  die  Grössen  der 
dritten  Ordnung  zu  berücksichtigen.  Vergleicht  man  nun  jene  Aus- 
drücke der  Seitenabweichungen  mit  dem  von  o,  so  sieht  man,  dass 
in  dem  letzteren  analoge  Glieder  mit  quadratischen  Factoren  vor- 
kommen, welche  sich  im  Wesentlichen  auf  eine  der  Abweichungen 
besonders  beziehen ,  und  ans  den  Coef&cientei^  der  correspondirenden 
Glieder  der  Seitenabweichungen  durch  Combinationen  und  Anbringung 
von  Correctionen  abgeleitet  werden. 

Hiernach  beziehen  sich  die  Glieder 

(^y^^+eCI  «•+•«■*•)]' "> 

auf  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt  in  der  Axe, 
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auf  die  Abweichnng  wegen  der  Gestalt  aasser  der  Axe, 

-(l^)'t«![s+,.+i;(| !,.+.*.,.)]•.  .  .  (c, 

auf  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe, 

(£?ye^»[T+,/+IF<f>*+,rÄlP]« (d) 

auf  den  farbigen  Rand. 

Diese  Glieder  sind  die  bedeutendsten,  da  sie  von  den  Grossen 
der  zweiten  Ordnung  abhängen,  an  d^nen  nur  Correctionen  vermiUelst 
der  Grössen  der  dritten  Ordnung  angebracht  sind.  Dazu  kommen 
femer  die  folgenden  Glieder  der  dritten  Ordnung: 

welche  Correctioneir  enthalten,  die  von  den  Abweichungen  wegen 
der  Gestalt  in  und  ausser  der  Axe  herrühren, 

wodurch  Correctionen  ausgedrückt  werden ,  die  sich  auf  die  Farben- 
zerstreuung beziehen  und  aus  denjenigen  Grössen  der  dritten  Ordnung 
entstehen,  welche  den  Einfluss  des  Quadrates  von  dv  und  der  Ab- 
weichung wegen  der  Gestalt  auf  die  Farbenzerstreuung  bestimmen. 

Das  letsle  Glied 


(g) 


endlich  hängt  von  den  in  {  enthaltenen,  mit  der  Characteristik  D  be- 
zeichneten Veränderungen  im  Instrumente  und  Auge  ab. 

Obgleich  nach  dieser  Auseinandersetzung  die  Bedeutung  der 
verschiedenen  Glieder  in  dem  Ausdrucke  von  b  keinem  Zweifel 
unterliegt,  so  wird  es  doch  nicht  am  unrechten  Orte  seyn,  noch  einige 
Bemerkungen  hinzuzufügen,  wozu  die  in  den  vorhergehenden  Num- 
mern gefundenen  Resultate  Veranlassung  geben ,  da  uns  dieselben  in 
den  8tand  setzen,  zu  einer  genaueren  Kenntniss  in  dieser  Sache  zu 
gelangen. 

Zuerst  zeigt  uns  die  Formel  (n)  der  vorhergehenden  Nummer, 
dass  die  Entfernung  «  des  Bildes  nicht  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
von  demjenigen   homogenen  Lichte,    welchem  das  Brechnngsver- 
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der  vorhergehenden  Nammer  gefunden,  dass  aosser  der  Aendenuig, 
welche  die  Abscisse  des  Bildes  durch  die  verschiedene  Brechbarkeit 
der  farbigen  Strahlen  erleidet,  hierdurch  auch  eine  analoge  Aenderung 
in  der  Ordinate  eines  beliebigen,  in  der  Axe  des  Strahlenbändels 
liegenden  Punktes  hervorgebracht  wird ,  welche  durch  den  Ausdruck 

gegeben  ist. 

Werden  jetzt  die  Strahlen  durch  eine  Projeetionsfläche  aufge- 
fangen ,  so  fallen  die  Mittelpunkte  der  verschiedenen  farbigen  Bilder 
nicht  mehr  in  einem  Punkte  zusammen,  wie  es  bei  der  obigen  Vor- 
aussetzung der  Fall  seyn  wurde,  sondern  sie  liegen  neben  einander 
und  ihre  Entfernung  von  demjenigen,  welchem  das  Brechungsver- 
hältniss  v  entspricht,  wird  durch  die  Formel  (1)  ausgedrückt.  Hieraus 
folgt  daher,  dass  die  farbigen  Bilder  selbst  ebenfalls  neben  einander 
liegen,  wegen  ihrer  bemerkbaren  Grösse  aber  ineinander  theilweise 
eingreifen,  so  dass  von  ihnen  zusammengenommen  ein  längliches 
Bild  entsteht,  welches  an  den  beiden  Enden  verschieden  gefärbt  ist, 
im  Innern  aber  durch  allmählige  Abstufungen  von  der  einen  jener 
Farben  zu  der  anderen  übergeht,  ungefähr  so,  wie  es  bei  dem 
Spectrum  der  Fall  ist,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Farben 
wegen  des  Ineinandergreifens  der  einzelnen  farbigen  Bilder  nicht 
die  reinen  F^arben  des  Spectrums  sind ,  sondern  aus  Mischungen  der- 
selben bestehen. 

Es  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  wir  auch  hier  zu  demselben 
Resultate  gelangen,  wenn  wir  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art 
das  letzte  von  denselben  entworfene  Bild  unmittelbar  untersuchen. 
Wir  haben  nämlich  in  Nro.  81  gesehen,  dass  der  Mittelpunkt  jenes 
Bildes  von  dem  Auge  nach  einer  Linie  gesehen  wird,  welche  mit 
der  Axe  des  Instrumentes  den  Winkel  ö  bildet  Vermöge  (m)  der 
vorhergehenden  Nummer  nimmt  aber  die  Tangente  dieses  Winkels 
um  die  Grösse 

zu,  wenn  sich  das  Brechungsverhältniss  r  um  ^r  verändert.  Hieraus 
folgt  also ,  dass  die  verschiedenen  farbigen  Bilder  nicht  nach  derselben 
Richtung  von  dem  Auge  gesehen  werden,  sondern  nach  Richtungen, 
welche  die  vorhergehende  Gleichung  bestimmt,  wenn  man  darin 
statt  ^v  den  jeder  Farbenttnte  entsprechenden  Werth  nimmt.  Jene 
Bilder  werden  daher  neben  einander  zu  liegen  scheinen  und  zu- 
sammengenommen im  Auge  denselben  Eindruck  hervorbringen,  welchen 
ein  längliches,  an  beiden  Enden  verschieden  gefärbtes  Bild  verur- 
sachen würde. 

Besteht  der  Gegenstand  aus  einer  gleichförmig  gefärbten  und 
erleuchteten  Ebene,  so  bringt  die  hier  betrachtete  Abweichung  im 
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Inneren  keine  bemerkbare  Färbung:  hervor,  weil  das  Bild  eines  Jeden 
I  Punktes  in  die  Bilder  der  benaHibarten  Punkte  eingreift  und  hier- 
durch eine  Minchun^  und  Compensation  der  Farben  entsteht.  An  den 
Rändern  des  Gegenstandes  aber  ra^en  die  Tarbi^en  Bilder  der  letzten 
Punkte  vor  den  übri;^en  theilwei^e  hervor,  ohne  von  Tolgenden  Bil- 
dern vollslündig  eoinpeiisirt  zu  werden.  Es  entstehen  daher  farbige 
Bänder  an  dem  Gegenstände. 

Ua  die  Ordinate  x  bei  allen  farbigen  Bildern  =  0  ist ,  so  zeigen 
sieh   die  farbigen   Rander   !<tets  an    denjenigen  Seiten  des   Gegen- 
standes, welche  dem  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  zu-  und  von  ihm 
pbgekehrt  sind.    Auf  weleher  Seite  aber  Jedes  der  einzelnen  farbigen 
Bilder   liegt   und  welche  F'ärbung  durch  die  Vermischung  derselben 
,  entsteht,  hangt  von  dem  Zeichen  und  der  Grosse  der  in  den  Formeln 
I  (Ij  und  1.10)  eulhaltenen  Coefficienten  ab.     Ausserdem  ist  aus  diesen 
I  Formeln  ersichtlich,  dass  der  farbige  Rand  eine  Function  von  ^  ist, 
,  welche  mit  dieser  Grösse  zugleich  verschwindet   und  ihr  sehr  naiie 
L  {iroporliuiial  ist,  wofern  nicht  T  so  klein  wird,  dass  es  als  eine 
iGrösse  der  dritten  Ordnung  zu  betrachten  ist.    iliernach  fallt  der 
'  farbige  Hand  in  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  weg  und  nimmt  von 
'  1  nach  dem  Rande  desselben  beständig  zu. 

Wir  können  jetzt  in  Bezug  auf  den  farbigen  Rand  ähnliche 

Betrachtungen  wie  bei  der  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  anstellen. 

Wären  nämlich  nur  zweierlei  Gattungen  von  homogenem  Lichte  vur- 

Jianden,    weichen   die   Brechungsverhallnisse    i-    und   iv+Sv)    ent- 

I  frechen,  so  würde  der  farbige  Rand  wegfallen,  wenn  3y  oder  3igL 

I  verschwände,  wodurch  die  Gleichung  entstände: 

0  =^  T+ I3v~\-  IVf' -i-  UKR' (n) 

Wegen  der  unzahligen  Menge  der  farbigen  Strahlen  kann  aber 
I  iueh  diese  Gleichung  nicht  für  sie  alle  zugleich  erfüllt  werden,  daher 
statt  3v  ein  gewisser  mittlerer  Werlh  genommen  werden  muss.  Zu 
diesem  Ende  wurde  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in 
dem  Ausdrucke  der  Undeutlichkeit,  das  Glied  (d)  nebst  der  dazu  ge- 
\  hörigen  in  (D  enthaltenen  Correction  eingeführt.  Sie  geben,  wenn 
Inan  bei  ihnen  ebenso  verfährt  wie  bei  (e),  sehr  nahe  die  Gleichung 

0  =  T-i-xt+Wf-\'UKR' (0) 

1  welche  ans  der  Gleichung  (n)  entsteht,  wenn  man  darin  3f  mit  tj 
verwechselt.  Wird  daher  jene  Gleichung  erfüllt,  so  ist  der  farbige 
Rand  für  diejenige  Gattung  von  farbigen  Strahlen  vollkommen  ge- 
hoben, bei  denen 

Bei  allen  übrigen  Strahlen  dagegen  fuidet  dieses  nur  nähenings- 
I  weise  und  so  gut  es  bei  ihnen  zusammengenommen  im  Mittel  geschehen 
I  kann  statt.    Hiemach  drückt  also  das  Glied  (d)  mit  der  dazu  ge- 
hörigen Correction  aus,    dass   die   verschiedenen  farbigen   BilJ«  > 
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welche  einein  und  demselben  leuchtenden  Punkte  zugehören,  so  nahe 
wie  möglich  bei  einer  durch  das  Auge  gezogenen  geraden  Linie,  der 
Axe  des  Strahlenböndels ,  liegen,  wenn  jene  Glieder  einen  mögUchst 
kleinen  Werth  erhalten. 

Ich  gehe  jetzt  zu  der  Abweichung  wegen  der  Gestalt  aber, 
aufweiche  sich  die  Glieder  (a),  (b)  und  (e)  beziehen. 

Die  Vergleichung  dieser  Glieder  mit  (b)  und  (o)  der  vorher- 
gehenden Nummer  zeigt,  dass  dieselben  eigentlich  nur  für  Strahlen 
von  mittlerer  Brechbarkeit  gültig  sind  und  dass  für  andere  farbige 
Strahlen  in  den  inclavirten  Factoren  der  drei  ersten  Glieder  kleine 
Correctionen  hinzukommen,  welche  mit  U8v  multiplicirt  sind.  Da 
nun  8v  für  jede  Farbentinte  einen  besonderen  Werth  erhält,  so  ist 
es  nicht  möglich,  die  willkuhrlichen  Grössen  so  zu  bestimmen,  dass 
Jene  Glieder  für  alle  Gattungen  von  farbigen  Strahlen  so  klein  als 
möglich  werden.  Diess  kann  vielmehr,  ebenso  wie  in  den  vorher- 
gehenden Fällen,  nur  für  einen  gewissen  mittleren  Werth  von  9v 
geschehen.  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  thut  dieses,  indem 
sie  in  den  erwähnten  Gliedern  iv  =  0  setzt,  dem  Ausdrucke  von  e 
dagegen  das  von  U  abhängige  Glied  in  (f)  hinzufügt.  Dieses  ^ebt 
daher  den  Einfiuss  an,  den  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt  und 
die  Farbenzerstreunng  auf  einander  ausüben,  wie  oben  bereits  er- 
wähnt wurde. 

Es  bleibt  endlich  noch  übrig,  das  letzte  Glied  (g)  in  dem  Aus- 
drucke von  g  zu  betrachten.  Wir  haben  in  den  vorhergehenden 
Nummern  gesehen,  dass  dieses  Glied  dazu  dient,  diejenige  Stelle 
des  Strahlenbündels  zu  finden,  wo  die  Undeutlichkeit  so  klein  als 
möglich  wird 'und  welche  wir  als  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes 
angenommen  haben. 

Werden  nun  die  Strahlen  von  einer  Projectionsflächef  aufge- 
fangen, so  ist  ihre  Entfernung  «  nach  demjenigen,  was  wir  in  Nro.  78 
angeführt  haben,  als  unveränderlich  zu  betrachten,  indem  etwa  statt- 
findende kleine  Verschiebungen  derselben  in  der  mit  }  bezeichneten 
Grösse  begriffen  wurden. 

Untersucht  man  dagegen  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art 
das  letzte  von  ihnen  entworfene  Bild  unmittelbar  mit  Rücksicht  auf 
die  Winkelabweichungen,  so  fällt  in  (g)  der  gemeinschaftliche 
Factor  »>  weg. 

In  beiden  Fällen  wird  daher  g  in  Bezug  auf  das  in  (g)  ange- 
gebene Glied  ein  Minimum ,  wenn  die  in  }  enthaltenen  willkuhrlichen 
Veränderungen  so  bestimmt  werden ,  dass  der  inclavirte.  Factor  des- 
selben verschwindet,  wodurch  man  die  Gleichung  erhält: 

(»4  N  i     •     •     •     •     ^P^ 
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Hieraus  folget  ferner,  wenn  man  statt  }  seinen  Werth  aus  (d) 
von  Nro.  78  substituirt  und  die  in  (d)  von  Nro.  82  eingeführte  Be- 
zeichnung gebraucht , 

h  D —  =  — f- (q) 

Je  nachdem  die  Lage  der  Strahlen  auf  eine  Projectionsfliche 
bezogen  oder  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  das  letzte 
Bild  unmittelbar  untersucht  wird,  zeigt  die  Gleichung  (q),  verglichen 
mit  (a)  von  Nro.  83,  dass,  zur  Erhaltung  der  grösstmögUchen  Deut- 
lichkeit, das  nach  den  Formeln  dieser  Nummer  bestimmte  Bild  durch 
die  im  Instrumente  vorzunelimenden  Yerinderungen  an  diejenige 
Stelle  gebracht  werden  muss ,  wo  sich  entweder  die  Projectionsflüche 
nach  einer  zur  genauen  Einstellung  etwa  erforderlichen  Verschiebung 
derselben  befindet,  oder  wo  das  letzte  von  dem  Instrumente  ent- 
worfene Bild ,  dessen  Entfernung  als  gegeben  betrachtet  wird ,  liegen 
solL  In  beiden  Fällen  verschwindet  das  in  (g)  angegebene  Glied 
und  braucht  daher  in  dem  Ausdrucke  von  e  nicht  weiter  berück- 
sichtigt zu  werden. 


Achtes  Kapitel. 


Undeiitllelikelt  im  dem  BUde  des  gtuamen  €^isenmtmnA 


Von  der  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  betrachteten  Undeat- 
lichkeit  in  dem  Bilde  eines  einzelnen  Punktes  können  wir  nunmehr 
zu  der  Undeutlichkeit  übergehen,  welche  in  dem  Bilde  des  ganzen 
Gegenstandes  stattfindet  Die  Untersuchung  hierüber  wird  uns  später 
in  den  Stand  setzen,  die  Mittel  anzugeben,  wodurch  jenes  Bild  so 
Tollkommen  als  möglich  gemacht  werden  kann.  Vorher  ist  es  jedoch 
nothwendig,  auf  einige  Nebenumstande  Rucksicht  zu  nehmen ,  welche 
hierbei  in  Betracht  kommen,  und  die  Formeln  so  auszudrücken,  dass 
sie  in  allen  Fällen  mit  Leichtigkeit  angewendet  werden  können. 

Mittlere  Undeutlichkeit  des  Instrumentes. 

903  Der  Ausdruck  von  q  kann  dazu  gebraucht  werden, 
diejenigen  Grössen,  welche  bei  der  Construction  des  Instrumentes 
der  Willkühr  überlassen  bleiben,  so  zu  bestimmen,  dass  das  BildV, 

welches  von  dem  den  Coordinaten  —  und  tpi  zugehörigen  Punkte 

entworfen  wird,  die  grösstmögliche  Deutlichkeit  bekommt.  Da  jedoch 
jener  Ausdruck  die  Grösse  (p  enthält ,  so  sind  die  dadurch  gefundenen 
Werthe  der  willkührlichen  Grössen  ebenfalls  von  <f>  abhängig  und 
gelten  daher  nur  für  die  dem  angenommenen  Werthe  von  if>  ent- 
sprechenden Punkte  des  Gegenstandes.  Das  Instrument  soll  jedoch 
bei  unveränderter  Einrichtimg  nicht  bloss  für  eine  beschränkte  Anzahl 
von  Punkten,  sondern  für  das  ganze  Gesichtsfeld  gebraucht  werden. 
Hiernach  wird  also  diejenige  Einrichtung  desselben  die  beste  seyn, 
bei  welcher  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  nicht  für  einen 
bestimmten  Punkt,  sondern  für  sämmtliche  Punkte  des  Gegenstandes 
so  klein  als  möglich  wird.    Suchen  wir  daher  diese  Summe. 

Der  durch  den  Ausdruck  (k)  von  Nro.  81  gegebene  Werth 
von    e    enthält    die    Summe    der    Quadrate    der    Fehler    für   alle 

Strahlen,  welche  von  dem  durch  die  Coordinaten  ~  und  <f>^  be- 
stimmten Punkte  des  Gegenstandes  ausgehen,  dividirt  durch  die 
Anzahl  dieser  Strahlen  und  mit  Rücksicht  auf  ihre  verschiedene 
Wirksamkeit.    Bei  der  anfänglichen  Entwickelung  war  zwar  zur 
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Erleichterung  der  Rechnung  die  Lage  der  Coordinatenaxen  so  an- 
genommen worden,  dass  die  Ebene  der  y»  durch  jenen  Punkt  gieng; 
durch  die  spätere  Rechnung  ist  aber  e  von  der  Lage  der  Coordinaten- 
axen unabhängig  geworden ,  so  wie  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt, 
da  hier  die  Abweichungen  der  Strahlen  nicht  nach  Richtungen  be- 
stimmt werden,  wMche  mit  gewissen  Coordinatenaxen  parallel  laufen, 
sondern  nach  der  jedesmaligen  Richtung  des  Radius  vector,  der 
zwischen  den  Durchschnittspunkten  des  allgemeinen  Strahles  und 
der  Axe  des  Strahlenbündels  gezogen,  mithin  von  der  Lage  der 
Coordinatenaxen  unabhängig  ist.  Hieraus  folgt  also,  dass  e  für  alle 
Punkte  des  Gegenstandes  einerlei  ist.  bei  welchen  tp  denselben  Werth 
hat,  ohne  Rücksicht  darauf,  welche  Lage  dieselben  gegen  die  An- 
fangs gewählten  Coordinatenaxen  haben. 

Denken  wir  uns  den  Gegenstand,  wie  bisher,  als  eine  kreis- 
förmige Ebene,  welche  senkrecht  auf  der  Axe  des  Instrumentes  steht 
und  gleichförmig  mit  leuchtenden  Punkten  übersäet  ist,  so  ist  der 
Abstand  eines  dieser  Punkte  von  ^er  Axe  nach  (k)  von  Nro.  4  s=s 

Da  nun  Cj  oder  die  Äbscisse  des  leuchtenden  Punktes  bei  der- 
selben Lage  des  Gegenstandes  unveränderlich  ist,  so  ist  <p  für  alle 
Punkte  einerlei,  welche  gleich  weit  von  der  Axe  entfernt  sind. 
Beschreibt  man  daher  mit  dem  Halbmesser  6^  einen  Kreis,  so  hat  in 
allen  Punkten  seines  Umfänges  <f>  und  folglich  auch  e  denselben  Werth. 

Nennen  wir,  wie  in  Nro.  65,  93  die  Anzahl  von  leuchtenden 
Punkten,  die  in  der  Einheit  des  Flächenmaasses  enthalten  sind,  so 
ist  die  Anzahl  derjenigen,  welche  in  dem  unendlich  schmalen  Ringe 
des  Gegenstandes  txb^  db^  liegen  = 

=  ^.tub^db^  =  f6d{K.t(pd<p  —  ^cXi?id.<p^ 

Jedem  dieser  Punkte  gehört  ein  e  zu;  folglich  ist  die  jenem 
Ringe  zugehörige  Summe  der  e 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  von  ^  =  0  bis  zu  demjenigen 
Werthe,  welcher  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  entspricht,  so  erhält 
man  die  Summe  der  e  für  den  ganzen  Gegenstand.   Wird  daher  diese 

Summe  mit  H^'  bezeichnet,  so  ist 

• 

r^»  =  «Bc!«/o*«rf.<^» (a) 

worin  (f>  nach  der  Integration  den  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  ent- 
sprechenden Werth,  d.  h.  die  Tangente  des  halben  Gesichtsfeldes 
bezeichnet. 

Statt  der  Grösse  H^*  können  wir  jedoch  eine  andere  einführen, 
welche  von  dem  unbekannten  Factor  93  unabhängig  ist,  ebenso  wie 
es  oben  in  Bezug  auf  %  geschehen  ist  Dividiren  wir  nämlich  r^* 
durch  die  Anzahl  der  in  dem  Gegenstande  enthaltenen  leuchtenden 
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Punkte  d.  h.  durch  SB  c'  jr  f ,  so  erhalten  wir  das  arithmetische  Mittel 
aus  den  verschiedenen  Werthen  von  e,  welche  den  sämmtlichen 
Punkten  des  Gegenstandes  zugehören.  Dieses  arithmetische  Mittel 
hat  jedoch  noch  eine  andere  Bedeutung,  welche  wir  aufsuchen  wollen. 

Zuerst  müssen  wir  uns  erinnern,  dass  e  die  Summe  der  Qua- 
drate der  r'  für  die  zu  einem  Strahlenbündel  gehörigen  Strahlen, 
dividirt  durch  die  Anzahl  derselben,  bezeichnet  Vermöge  (1)  von 
Nro.  79  ist  aber  diese  Anzahl  = 

Ferner  ist  aus  (e)  jener  Nummer  ersichtlich,  dass  der  äusserste 
Werth  von  JB,  welcher  in  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  unter  R 
verstanden  wird,  von  <p  unabhängig,  mithin  der  Divisor  von  e  bei 
der  in  der  Formel  (ßO  angedeuteten  Integration  als  eina  Constante 
zu  betrachten  ist 

Dividiren  wir  daher  noch  r^'  durch  die  Anzahl  der  Strahlen- 
bündel oder  der  in  dem  Gegenstande  enthaltenen  leuchtenden  Punkte, 
so  ist  jene  Grösse  zuerst  durch  die  Anzahl  der  zu  einem  Strahlen- 
bündel gehörigen  Strahlen  und  dann  durch  die  Anzahl  der  Strahlen- 
bündel, mithin  durch  die  Anzahl  s&mmtlicher  Strahlen  dividirt  worden, 
welche  von  allen  Punkten  des  Gegenstandes  in  das  Instrument  fallen; 
f^*  enthält  aber  im  Zähler  die  Summe  der  r*  für  dieselben  Strahlen» 
Der  durch  die  Division  erhaltene  Quotient  ist  daher  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  r*,  welche  den  sämmtlichen  Punkten  des  Gegen- 
standes zugehören ,  mit  Rücksicht  auf  die  verschiedene  Wirksamkeit 
der  Strahlen.  Dieses  arithmetische  Mittel  soll,  um  es  von  demjenigen 
zu  unterscheiden,  welches  mit  e  bezeichnet  wurde  und  sich  nur  auf 
einen  einzigen  Punkt  des  Gegenstandes  bezog,  die  tiüUlere  Undeut- 
üchkeit  des  Instrumentes  genannt  und  durch  n  bezeichnet  werden. 

Hiemach  erhalten  wir  die  letztere  Grösse  ans  dem  in  (a)  ge- 
fundenen Ausdrucke  von  H^' ,  wenn  wir  denselben  durch  fddxf^ 
dividiren.    Diess  giebt 

n-'*^?^ *) 

Der  allegirte  Ausdruck  von  e  steigt,  dass  darin  nur  gerade 
Potenzen  von  (f>  vorkommen.  Denken  wir  uns  daher  die  darin  ent- 
haltenen Quadrate  entwickelt ,  so  besteht  Jener  Ausdruck  aus  lauter 
Gliedern  von  der  Form 

Vermöge  (b)  folgt  aber  aus  jedem  dieser  Glieder  das  corre- 
spondirende  Glied  von  n,  nämlich 
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Uoi  daher  von  e  auf  n  überzugehen,  ist  weiter  niehts  erforderlich, 
als  in  ersterer  Grösse ,  wenn  sie  in  Bezug  auf  <p  in  einfache  Glieder 
entwickelt  ist,  welche  jedesmal  nur  eine  Potenz  von  f  enthalten, 
alle  Potenzen  <^*'"  durch  (m-fl)  asu  dividiren. 

Um  jedoch  dem  Ausdrucke  von  n  eine  ähnliche  Gestalt  zu  ^ben, 
wie  es  hinsichtlich  des  Ausdruckes  von  e  geschehen  ist,  ohnenöthig 
zu  haben,  nochmals  analoge  Reductionen  vorzunehmen,  ist  es  zweck- 
massig, zu  untersuchen,  welche  Aenderungen  in  dem  reducirten  Aus- 
drucke von  9  vorgenommen  werden  müssen,  um  daraus  einen  ähnlichen 
für  n  zu  erhalten.  Ausser  den  Gliedern,  welche  in  Bezug  auf  f 
entwickelt  sind ,  enthält  die  Formel  (k)  von  Nro.  81  nur  Grössen  von 
einer  der  nachstehenden  Formen: 

(p^CA  +  B  <|^«)* 
tp^  CA  +  B  <|^»)* 

Entwickeln  wir  die  Quadrate,  dividiren  die  Potenzen  von  f 
durch  die  angegebenen  Grössen  und  verwandeln  die  so  erhaltenen 
Ausdrücke  nach  der  oben  gebrauchten  Methode  in  vollständige  Qua- 
drate, so  entsteht 

au8(^  +  BÄ«)* 

aus  (f>*iA-j-B  <p^y 

A^<p^      tAB(p^       »tp*  _^^  C  MX  *Btp^^       B^(f>* 
2     "^  "~3         ^  ~4  «■  V    +      3     y    ■*"  "36" ' 

aus  f *  CA  +  B  f«)« 

aus  C A  +  B  (f>^ -^  C  ({>*:)* 

A-  +  tAif  +  tA^+S^  +  *SC£,_^_C^^ 

=(A+'-f+£±y+^(ä±c^'+^. 

Hierdurch  verwandeln  sich  die  nachstehenden  Glieder  des  in- 
clavirten  Factors  von  e  in  die  folgenden : 
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^  [tT^ + «  0  ÄHÄ« + Ä«  ««)]*  in 

'^  Leoü  "•■     «ü     '''     6     "+"     12    J  • 

— 2 —    bleibt  nngeindert.    Ferner  verwandeln  sich 


8 
> 


Q^tp  in  -2^, 


'l+O'C-T +  '■'"' ♦■  +  "'♦')  +  "  \ 

Vereinigt  mau   die  mit  Q*   multiplicirten   Glieder,   so  ist  ihre 
Summe  = 

Ferner  ist  die  Summe  der  mit  (/*  multiplieirten  Glieder  = 


.  „.  [H- +  Hl^  +  51KVJ  . 


Endlich  können  die  von  O  und  N  abhängigen  Glieder  unter 
eine  einfachere  Gestalt  gebracht  werden;  es  ist  nämlich,  wie  man 
sich  durch  die  Entwickelung  der  Quadrate  leicht  überzeugen  kann, 
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Die  vorher^henden  Werthe  zusammen^nommen  geben  den 
folgenden  Ausdruck  für  die  mittlere  Undeutlidikeit  des  Instrumentes : 

,    eir»it* 

Bei  dieser  Formel  gelten  dieselben  Bemerkungen,  welehe  wir 
oben  in  Bezug  auf  den  Ausdruck  von  e  gemacht  haben  und  deren 
Resultate  in  Nro.  87  zusammengestellt  worden  sind.  Da  nämlich  die 
Aenderung,  welche  e  in  den  verschiedenen  Fällen  erleidet,  bloss  in 

der  Yenvechselung  des  gemeinschaftlichen  Factors  ( j  mit  einem 

anderen ,  ebenfalls  von  (f>  unabhängigen  Factor  besteht ,  so  hat  diese 
Aenderung  auf  die  Integration  nach  0,  durch  welche  man  von  e  auf  n 
übergeht,  keinen  Einfluss  und  die  letztere  Grösse  hat  jedesmal  den- 
selben gemeinschaftlichen  Factor,  welcher  bei  der  ersteren  ange- 
nommen wird« 
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Hiernach  bezieht  sich  die  Formel  (cj  anmittelbar  auf  die  absolute 

—  ) 

mit  c\  oder  f  —  V  verwechselt  werden,  je  nachdem  die  relative  oder 

die  nach  den  Winkelabweichun/f^en  geschätzte  Undeutlichkeit  dabei 
zu  Griuld  gelegt  werden  soll. 

Mittlerer  Ort  des  Bildes. 

9t3  Wir  haben  in  Nro.  86  und  86  gesehen,  dass  man  znr  Be- 
stimmung des  Ortes  der  Bilder,  welche  den  verschiedenen  Punkten 
des  Gegenstandes  zagehören,  entweder  die  relative  Undeutlichkeit 
oder  diejenige  gebraachen  muss ,  wobei  die  Fehler  nach  den  Winkel- 
abweichungen geschätzt  werden.  Ans  den  in  Nro.  83  enthaltenen 
Resultaten  dieser  Bestimmung  ist  aber  ersichtlich,  dass  die  hierdurch 
gefundene  Entfernung  des  Bildes  von  <p  abhängt,  mithin  für  die  ver- 
schiedenen Punkte  des  Gegenstandes  nicht  einerlei  ist.    Suchen  wir 

daher  den  mittleren  Werth  von  —  in  Bezug  auf  jene  Entfernungen. 

Wir  erhalten  denselben  sehr  leicht  aus  (b)  von  Nro.  83,  wenn 
wir  damit  ebenso  verfahren ,  wie  es  in  der  vorhergehenden  Nummer 
geschehen  ist,  um  von  e  auf  n  tiberzugehen,  d.  h*  wenn  wir  0* 
durch  2  und  ^^  durch  3  dividiren.    Diess  giebt 

In  der  Formel  (a)  dräekt  —  das  arithmetische  Mittel  aus  allen 

Werthen  dieser  Grösse  aus,  welche  den  verschiedenen  Punkten  des 
Gegenstandes  zugehören. 

Man  gelangt  übrigens  zu  demselben  Resultate ,  wenn  man  in  (c) 
der  vorl^ergehenden  Nummer  znerst  den  gemeinschaftlichen  Factor 

{ — j  in  Ct  verwandelt,  um  dieFormd  auf  die  relative  Deutlichkeit 

zu  beziehen,  dann  statt  j  seinen  Werth 

•US  (d)  von  Nro.  78  snbstitoirt  and  endlich  das  Minimum  von  n  in 
Bezug  auf«  sucht,  so  wie  in  Nro.  85  mit  ^  verfahren  wurde.  Hier- 
aus folgt  also ,  dass  man  den  in  (a)  gefundenen  Werth  von  —  auch 

erhält ,  wenn  man  die  Entfernung  des  Bildes  für  einen  Strahlenbändel 
sncBt ,  bei  welchem  e^  das  arithmetische  Mittel  aus  sämmtlichen ,  den 
verschiedenen  Punkten  des  Gegenstandes  entsprechenden  Werthen 
dieser  Grösse  ist.  Den  durch  die  Formel  (a)  gegebenen  Werth  von  % 
werde  ich  die  mUUere  Entfernung  des  Bildes  nennen. 
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Vergleichen  wir  jetzt  den  Werth  von  —  mit  dem  Von''  -^ii^I*, 

welchen  wir^  in  (d)  von  Nro.  83  gefunden  haben.  Bei  3em  letzteren 
bezog  Siich  (p  auf  einen  beliebigen  Punkt  des  Gegenstai)des,  statt 
dass  es  bei  dem  er^te^ren  denjenigen  Werth  bezeichnet  ^  wc^Iehe^  dfj^ 
Grenze  des  Gesichtsfeldes  zugrehört.    Verwechseln  wir  daher  in  dem 

Ausdrucke  von   -^ —  zur  Uaterscheidung  beider  Werthe  tp  mit  <f^:^ 

so  giebt  die  allegirte  l^^örttiel 

_L  «  i  +  x,i+  ^\j''^\  ^^^  '^        •  ':;,;;' 

Setei  miihMferiö  '      ' 

i 

Der  unterschied  2swischen  den  in  '(>)  und  (b)  geflmd^'en 
Grössen  ist 

Die  drei  in  dieser  Permel  enthaltenen  Glieder  sind  kleine  Grösscil 
der  dritten  Ordnung,  von  denen  sich  die  beiden  ersten  auf  die^  Ab«* 
weicbung  wegen  der  Gestalt  in  und  ausser  der  Axe,  die  »letzte 
dagegen  auf  die  Farbensserstreuung  beziehen. 

Nehmen  wir  daher  einen  Punkt  des  Gegenstandes ,  lur  welche 

I.'.T 

"Ist,  bestimmen  w^ir  sodann  die  Durehschnittspunkte  zweier  voif  jeit^ 
Punkte  ausgehenden  Paare  von  Strahlen  von  mittlerer  Bredhbariteh) 
welche  in  der  Entfernung  i  i    ♦  > 

von  der  \%t  anf  die  erste  brechende  Fliehe  fallen,  und  fär  die  einmal 

$  =  0  und  ip  =  »  \^ 

und  dann 

W  «  J  und  W  =  ^ 

ist.  so  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Werthen  von  — •,  wefcM 

den  erwähnten  Durchschnittspunkten  zugehören,  sehr  nahe  der|eii|f4 
Werth,  welcher  der  mittleren  Entfernung  des  Bildes  entspricht. 
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Bedeutung  der  verschiedenen  Glieder  ^  welche  in  dem  Aus- 
drucke der  mittleren  Undeutlichkeit  vorkommen. 

923  Die  Glieder,  welche  in  dem  Aosdrncke  von  e  vorkommeii, 
haben,  wie  in  Nro.  89  gezeigt  wurde,  besondere  Bedeutungen.  Da 
nun  durch  die  Methode,  vermittelst  welcher  wir  von  o  zu  n  über-> 
gegangen  sind,  jene  Glieder  im  Wesentlichen  beibehalten  wurden 
und  nur  Modificationen  erlitten,  um  statt  des  Werthes,  welcher  sich 
auf  einen  bestimmten  Punkt  des  Gegenstandes  bezog,  ihren  mittleren 
Werth  zu  erhalten,  so  ist  es  leicht,  die  Bedeutung  der  in  dem  Aus- 
drucke von  n  enthaltenen  Glieder  auf  ähnliche  Weise  anzugeben , 
wie  es  in  Bezug  auf  den  Ausdruck  von  e  geschehen  ist. 

Hiernach  sind  die  bedeutendsten  Glieder  diejenigen,  welche  die 
zur  zweiten  Ordnung  gehörigen  Grössen  L,  M^  N^  0^8  und  T 
enthalten,  und  von  denen  sich 

das  erste,  von  L  abhängige,  auf  die  Abweichung  wegen  der  Gestali 
in  der  Axe, 

die  drei  folgenden,  Jlf,  iVund  0  enthaltenden,  auf  die  Abweichung 
Wiegen  der  Gestalt  ausser  der  Axe, 

.  ifts  vierte,  von  8  abhängige,  auf  die  Farbenzerstreuung  in  der 
Axe, 

das  fünfte,  T  enthaltende,  auf  den  farbigen  Rand  beziehen. 

Femer  kommen  in  dem  Ausdrucke  von  n  die  kleinen  zur  dritten 
Ordnung  gehörigen  Correctionen  vor,  welche  mit  Q^^  '*?  ^^9  V^ 
und  W^  multiplieirt  sind,  und  deren  erste  von  der  Abweichung  wegen 
der  Gestalt,  die  übrigen  von  der  Farbenzerstreuung  herrühren. 

Das  letzte  Glied  endlieh  hängt  von  den  in  {  enthaltenen,  mit 
der  Characteristik  D  bezeichneten  Veränderungen  im  Instrumente 
und  Auge  ab.  Diese  Veränderungen  sind  uns  zwar  nicht  mit  der 
zur  Rechnung  erforderlichen  Genauigkeit  bekannt;  die  folgende  Be- 
trachtung zeigt  aber,  dass  demungeachtet  j  für  die  in  der  Aus- 
übung vorkommenden  Fälle  durch  bekannte  Grössen  ausgedrückt 
werden  kann. 

Die  Instrumente  werden  nämlich,  ebenso  wie  das  Auge,  bei 
dem  jedesmaligen  Gebrauche  so  gestellt,  dass  man  die  grösstmögliche 
Deutlichkeit  erhält;  es  ist  daher  anzunehmen^  dass  hierbei  j  durch 
l'Atonnement  so  bestimmt  wird,  wie  es  die  grösste  Deutlichkeit  er- 
fordert. Wir  müssen  jedoch  in  dieser  Beziehung  zwei  Fälle  unter- 
scheiden, je  nachdem  das  Einstellen  des  Instrumentes  so  vorgenommen 
wird,  dass  man  entweder  das  ganze  Gesichtsfeld  im  Mittel  oder  den 
in  der  Axe  liegenden  Punkt  des  Gegenstandes  mit  der  grösstmöglichen 
Deutlichkeit  sieht.  Beschäftigen  wir  uns  daher  mit  diesen  beiden 
Fällen. 
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Mätlere  ÜnHeuHichkeif  des  Instrumentes ,  wenn  dasselbe  für 
das  ganze  Gesichtsfeld  im  Mittfit  eingestellt  ist. 

93)  Setzen  wir  voraus,  dass  das  Instrumt'nt  für  das  ^anze 
Gesichtsfeld  im  Mittel  so  gut  wie  möglich  eiiigestellt  worden  ist,  so 
müssen  wir  annehmen,  dass  hierdurch  j  vermöge  der  darin  ent- 
haltenen willkübrlichen  Veränderungen  einen  Werlh  bekommen  hat, 
M'elclier  jener  mittleren  Deutlichkeit  so  vollkommen  als  möglich  ent- 
spricht. Da  nun  n  die  Undeutlichkeit  für  sämmiliche  Punkte  des 
Gesichtsfeldes  im  Mittel  angiebt,  so  wird  offenbar  die  grösste  mittlere 
Deutlichkeit  durch  denjenigen  Werth  von  j  erhalten,  welcher  n  7.u 
einem  Minimum  macht.  Suchen  wir  daher  das  letztere  in  Bezug 
auf  i,  so  wird  dadurch 


C^^' 


.)+. 


seinen  Werlh  aus  (dj 


Hieraus   folgt   ferner,  wenn  man  statt  j 
von  Nro.  78  substituirt. 

Wenden  wir  jetzt  auf  diese  Gleichung  dasselbe  Ratsonnement 
an ,  welches  wir  am  Ende  von  Nro.  89  gebraucht  haben ,  so  zeigt  nns 
jene  Gleichung,  dass  die  durch  die  Formel  (a)  der  vorhergehenden 
-Nummer  bestimmte  mittlere  Entfernung  des  Bildes  derjenigen  gleich 
'seyn  muss.  in  welcher  sich  entweder  die  Projectionsflache  nach  einer 
zur  genauen  Einstellung  etwa  erforderlichen  Verschiebung  derselben 
befindet,  oder  in  welcher  das  letzte  von  dem  Instrumente  ent- 
worfene Bild ,  dessen  Entfernung  als  gegeben  betrachtet  wird ,  liegen 
soll.  8ubslilutren  wir  ferner  den  in  (a)  gefundenen  Werth  in  dem 
Ausdrucke  von  n,  so  fällt  dadurch  das  letzte  Glied  desselben  weg. 
Setzt  man  daher  zur  Abkürzung,  da  der  Buchstabe  G  in  seiner 
früheren  Bedeutung  nicht  mehr  gebraucht  wird, 


O  — 3JV  I 


CO 


80  verwandelt  sich  die  Formel  (c)  von  Nro.  90  unter  der  gegen- 
wartigen Voraussetzung  in  die  folgende,  welche  daher  die  mittlere 
Undeullicfikeil  des  Instrumenlcs  in  dem  Falle  ausdruckt,  wenn 
dasselbe  für  das  ganve  Gesichtsfeld  im  Mittel  so  gut  tele  möglich 
eingestellt  wird : 
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n=Q^yl+  '-f  [T+,i-}.lwf-{-UKR*J  \(d) 

l+^LeiJö"'     «ü     '      i^"""      T"""     «5~J| 

"^       «      "^       36 

1 

In  Bezug  auf  die  Berechnung  der  in  (c)  eingeführten  Grössen 
O  und  H  müssen  wir  noch  folgendes  bemerken.  Vermöge  (b)  von 
Nro.  68  ist 

iv  =  >^  +  (JV),  a1    . 


foiglicb 


O  z=  O,  +  3CiV),  A;J- 


8 
Setzt  man  daher 

fll  = § 

and  substitairt  statt  JV^'^  und  0^"'  ihre  Werthe  aas  Nro.  37,  so  erhält 
man  die  folgenden  Formeln  zur  Börechnang  von  6  und  H: 

HC.)  =  (D-^C\ 

V     8v     y«.  / (e) 

G  ='  G,  +  (JV).  aI 

wobei  nach  der  eüigeföbrteD  Bezeichnung  6^  und  17i  die  von  f  bis  i 
genommenen  Summen  der  Grössen  G^"^  und  fl^"^  ausdrucken. 
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Mittlere  Undeutlichkeit  des  Instruments,  wenn  dasselke  für 
einen  in  der  Axe  liegenden  Punkt  eingestellt  wird. 

943  Sehr  häufijB:  werden  die  Instrumente  nicht  auf  die  Weise 
gestellt,  wie  es  in  der  vorhergehenden  Nummer  angenommen  wurde, 
sondern  so,  dass  der  m  der  Axe  liegende  Punkt  des  Gegenstandes 
mit  der  grössten  Deutlichkeit  gesehen  werden  kann.  Es  entsteht 
daher  die  Frage,  welche  Aenderung  der  in  (e)  von  Nro.  90  gefundene 
Ausdruck  von  n  bei  der  letzteren  Voraussetzung  erleidet.  Um  diese 
Frage  zu  beantworten,  müssen  wir  bei  der  Bestimmung  von  j 

setzen,  um  bloss  denjenigen  Punkt  zu  berScksicfatigen ,  welcher  sich 
in  der  Axe  befindet.  Hierdurch  wird  die  in  (a)  der  vorhergehenden 
Nummer  erlialtene  Gleichuhg  zur  Bestimmung  ?pn  j: 

Jj+-|lä»+2^  +  at  =0 Ca) 

Um  nun  die  mittlere  Undeutlichkeit  in  ße'^ug  auf  sämmtliche 
Punkte  des  Gegenstandes  zu  erhalten,  müssen  wir  den  ans  der 
vorhergehenden  Gleichuog  restdtirenden  Werth  von  )  in  dem  Aus- 
drucke von  n  substituiren.  Das  letzte  Glied  desselben  reducirt  sich 
alsdann  auf    = 

Es  kann  mit  den  beiden  anderen  von  O  und  N  abhängigen 
Gliedern  vereinigt  werden,  wodurch  mail  erhalt: 

Vereinigt  man  das  letzte,  mit  Q*  multiplicirte  Glied  mit  dem 
eorrespondirenden ,  welches  bereits  in  dem  Ausdrucke  von  n  vor- 
kommt, so  geben  beide 

Q'R'K^cp'       Q'R'K'tp'        iJQ'R^K'tp^ 

«ü  "^  32  160 
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der  vorhergehenden  Numnier  bedienen,  welche  vm  desswillen  den 
Vwzvtg  verdient,  weil  die  Rüeksieht,  welche  die  Abweichan^^en 
ausserhalb  der  Axe  erfordern,  höchstens  nnt- darin  bestehen  kann, 
dass  sie  bei  einer  mittleren  Einstellung  des  Instmmentes  den  Ab- 
weichungen in  der  Axe  gleich  geachtet  \verden,  was  bei  jener 
Formel  vorausgesetzt  ist.  Wird  alsdann  ein  darnach  construirtes 
Instrument  so  eingestellt^  dass  der  in  der  Axe  befindliche  Punkt 
mit  der  grösstmögficiien  Deutlichkeit  erscheint,  so  wird  man  diesen 
Punkt  etwas  besser,  die  ausserhalb  der  Axe  liegenden  Punkte 
dagegen  etwas  schlechter  sehen,  als  es  der  Ball  seyn  würde,  wenn 
die  obige  Formel  (c)  zu  Grund  gelegt  worden  wäre.  Dieses  ist  aber 
mit  keinem  Nachtheile  verbunden,  da  die  Einstellung  auf  die  letztere 
Weise  bloss  in  der  Absicht  geschieht,  die  grösste  Deutlichkeit  in 
der  Axe  zu  erhalten. 

'  Hiernach  Ist  dfi  Formel  (d)  der  vorhergehenden  Nummer  als 
die  Grondformel  zu  betrachten,  welche  bei  der  Construction  der 
öptfsctien  Instrumente  angewendet  werden  muss.  in  so  fern  man  nur 
ihre  Deutlichkeit  berdcksichtigt;  es  ist  Jedoch  noth wendig,  noch  die 
Blodiflcationen  anzugeben^  welche  dieselbe  in  manchen  Fällen  erleidet. 


» .  ■ ' 


Ungleiche  Berücksichtigung  der  verschiedenen  Punkte  des 

Gesichtsfeldes. 

953  Der  Ausdruck  voh  n  ist  unter  der  Voraussetzung  berechnet, 
däs^  ülle  Punkte  des  Geisichtsfeldes  gfeich  geachtet  werden.  Soll 
diese  Voraussetzung  nicht  stattlSnden^  soll  ^  B«  mehr  Afioksicht 
auf  dJiC  Mitte  des  Gesichtsfeldes  als  auf  den  Rand  desselben  genommen 
werden,  so  ist  weiter  nichts  erforderlich,  als  den  Zähler  und  Nenner 
von  n  vor  der  Integration  nach  <p  mit  einem  Factor  (<p)  zu  mnlti- 
pKciren,'  welcher  eine  Function  von  <p  ist  u!nd  das  Gewieht  ausdruckt, 
wbtche.^'  man  den  verschiedenen  Punkten  des  Gesichtsfeldes  beilegt. 

Nach  Nro.  iBO  besteht  der  Ausdruck  von  ii  aus  Gliedern  von 
der  Form 

f^d.tp^ 

Multipliciren  wir  diess  im  Zähler  und  Nenner  unter  dem  Inle- 
grati(^nszeichen  mit  ((^),  so  entsteht  d,arau8 

fS'Cf')d.<p^ 

Bei  der  vorhergehenden,  Rechouag,  bei  welcbec  i(f>}  =s  1  ange- 
^ßmlmu  war,  wurde  das  correspondürende  Glmd 


»  1 » 
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gefunden.  Wenn  daher  anf  das  verlBderlidie  Gewicht  (^)  Rück- 
sicht genommen  werden  soll,  so  kann  diess  dadurch  geschehen, 
dass  man  in  dem  Ausdrucke  von  n  nach  der  Entwickelung  der  von  tp 
abhängigen  Glieder  jede  Potenz  (^'"^  mit 

verwechselt. 

Da  jedoch  die  Function  r<^)  der  Willkühr  überlassen  bleibt, 
und  es  nicht  sowohl  darauf  ankommt^  welche  Gewichte  den  ver- 
schiedenen Punkten  beigelegt  werden ,  als  darauf,  dass  die  Deutlich- 
keit so  gross  wird,  als  es  die  Umstände  gestatten,  so  gelangt  man 
auf  einem  einfacheren  und  sichereren  Wege  zum  Ziele,  wenn  man  den 
Ausdruck  von  ja  ungeändert  beibehält  und  beL^er  Bestimmung  der 
wilLkührlichen  Grössen  desselben  darauf  Bedaw  nimmt,  dass  die 
Coefficienten  der  verschiedenen  Glieder  keine  bedeutende  Werthe 
erhalten,  wobei  es  leicht  ist,  nach  Willkühr  entweder  die  Mitte  oder 
den  Band  des  Gesiditsfeldea  mehr  zu  .berücksj,chtigen.  . 

Corrtgirtes  ZerstreuungsverhaUfW9*  • 

96}  Die  Grössen  tis  und  ift  enthalten  Glieder,  welche  von  y^ 
abhängen.  Statt  diese  Glieder  abgasönd^ert  zu  berechnen,  ist  es 
bequemer,  sie. mit  den  correspondirenden  Gliedern  von  iS  und  T  zu 
vereinigen^  wodurch  nur  eine  an  o,.  anzubringende  Correction  entsteht. 

Nach  Cb)  von  Nro«  68  ist  nämlich  .) . .    . 

«=  «,  —  T.  A-- 

,  ; (a) 

t  =  ti. 

Ferner  ist  naeh  den  früher  gefondenen  Werthen  der  Coefficienten, 
welche  in  Nro.  37  zusammengestellt  sind, 

t,  =«,«,  +  2j  [TX»)  r.  +  Ä<-)  T^,  («,  ^  «^,)J 

10 

ßm  ^m   Pm— I 

«m  W„  Äm-I 

Hiemach  enthalten  (Ä'  +  v*)  und  (T-f  iy/)  die  folgenden  Glie- 
der, welche  in  (Äi  +  v^i)  "«<*  C^' +  ';0  vorkommen: 
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S  4- ,,  =  si  iSc»)  Ci  +  ,  r«)  = 

oder  wenn  man 

tf«  =  a«  +  i7i8« CC) 

selKt , 


Ä -f  1^«  ==  2i  —  'y\]i^  f *'■  —  ^ *'"»-*^ 


cd) 


Die  yergleicbin|r  dieser  Wertbe  mit  denen  von  8i  und  T^  zeigt  ^ 
dass  sich  die  letzteren  in  die  ersteren  verwandeln,  wenn  darin  a« 
mit  <y«  verwechselt  wird.  Wir  können  daher  bei  der  Berechnung 
von  (Ä  +  17*)  und  (Trf-i?^  so  verfahren,  dass  wir  jSj  und  T,  zwar 
nach  den  früher  ge^benen  Formeln  berechnen ,  darin  aber  a«  statt  a« 
gebrauchen,  sodann  in  Si  und  A  die  von  /»  abhüngigen  Glieder  weg- 
lassen.   Hierdurch  wird 

In  den  Gliedern  der  dritten  Ordnung  kann  die  Verwecbsdung 
von  am  mit  «r«  ebenfalls  vorgenommen  werden,  da  durch  dieselbe  nur 
Grössen  entstehen ,  welche  wir  nach  den  angenommenen  Grundsätzen 
vernachlässigen. 

Dagegen  müssen  wir  in  den  Gliedern  — - —  und  — ^ ,  welche 

in  dem  Ausdrucke  von  n  vorkommen,  die  von  /»  abhängigen  Glieder 
beibehalten,  mithin  die  in  (b)  gegebenen  Werthe  von  «i  und  A  ge- 
brauchen. 

Wir  können  jedoch  dabei  die  Bemerkung  machen,  dass   die 

Glieder  ijs  und  — - —  nur  dann  ihre  Anwendung  finden,  wenn  das 

Instrument  mit  einem  achromatischen  Objective  versehen  ist.  In 
diesem  Falle  werden  aber  durch  die  Wirkung  des  letzteren  sowohl 
Si  als  S^t  in  Bezug  auf  die  Flächen  der  Oculare  so  vermindert, 
dass  sie  nach  den  angenommenen  Grundsätzen  in  den  Gliedern  der 
dritten  Ordnung  vernachlässigt  werden  können.  Dasselbe  gilt  von 
Ä^"),  welches  von  einerlei  Ordnung  mit  CA  —  Ä«__i)  ist.  Es  ist  daher 
erlaubt,  die  in  s  enthaltenen  Summen  allein  auf  die  Flächen  des  Ob- 
jectivs  zu  beschränken,  so  wie  bei  anderen  Gliedern  der  dritten  Ord- 
nung verfahren  wurde.    Mithin  ist  zur  Berechnung  von  iS  +  rjS^ 

«  =  2;-JSCWSi.i Cfj 
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und  zur  Berechnung  von  . 

*  =  2i(S(-)r..-fr(-)fir2_i) cg) 

Bei  den  gewöhnlichen  achromatischen  Objectiven ,  deren  Flächen 
sich  so  nahe  bei  einander  befinden,  dass  ihre .  Entfernungen  in  den 
Gliedern  der, dritten  Ordnung  vernachl&sigt  werden  können,  ist 

ÄC-)  =  0 
folglich  wird  der  erste  Werth 

«  =  0 (h) 

der  zweite  dagegen 

a  =  z;«(-)y. Ci) 

Was  den  Werth  von  /  betrifft,  so  niuss  er  im  Allgemeinen 
nach  den  Formeln  (h)  und  (e)  berechnet  wer^pn,  da  wir  die  Pro- 
ducte  von  Si  und  iSL^t  in  den  Gliedern  der  dritten  Ordnung,  welche 
sich  auf  den  farbigen  Rand  beziehen ,  beibehalten  haben.  Nur  bei 
denjenigen  Instrumenten  mit  achromatischen  Objectiven,  bei  welchen 
die  von  den  Ocularen  herrührenden  Glieder  auch  in  Bezug  auf  den 
farbigen  Rand  vernachlässigt  werden  können ,  reducirt  sich  /  vermöge 
der  angegebenen  Werthe 

bei  dem  Gliede  (7  +  i;0  auf 

^  =  2:rÄ(->T«^i(«i-«^0 Ck) 

bei  dem  Gliede  — —^  dagegen  auf 

/=  2iT(»)y,  +  2;ÄC-)T_,(«i  — ««-0 (1) 

Bei  Instrumenten  mit  gewöhnlichen  achromatischen  Objectiven, 
für  welche  ÜC^")  =  0  ist,  verwandelt  sich  der  erste  Werth  in 

^==0 (m) 

der  zweite  dagegen  in 

*=2iTC»)7. .    .    .    (n) 

In  Nro.  17  haben  wir  die  Grösse 

das  Zerstreunngsverhältoiss  in  Bezug  auf  denjenigen  farbigen  Strahl 
genannt,  welchem  Sv  zugehört.  Der  vorhergehende  Ausdruck  von  or» 
zeigt  daher ,  dass  a.  das  Zerstreuungsverhältniss  desjenigen  Strahles 
ausdrückt,  für  welchen 

ist.  Ohne  Rücksicht  auf  die  Grössen  der  dritten  Ordnung  würde 
das  Zerstreuungsverhältniss  für  alle  farbige  Strahlen  =  o«  seyn. 
Da  nun  a^  hieraus  durch  Anbringung  der  kleinen  Correction  17 jL 
erhalten  wird ,  so  werde  ich  a„,  das  corrigirte  ZerslreuungsverhdUnüs 
nennen,  welches  nach  dem  Vorhergehenden  stets  bei  der  Berechnung 
der  Instrumente  gebraucht  werden  muss. 
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Eirtfluss  der  verschiedenen  Entfernung  des  Gegenstandes  auf 

die  Deutlichkeit. 

973  Bei  Fernröhren  kommt  in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit  ein  Um- 
^tilind  in  Betracht,  aufweichen  zuerst  Herschel  aufmerksam  gemacht 
hat.')  Die  Fernrohre  werden  nämlich  gewöhnh'ch  so  berechnet,  wie  es 
ihr  Gebrauch  in  der  Astronomie  erfordert,  dass  die  Entfernung  des 
Gegenstandes,  welche  wir  mit  c,  bezeichnet  haben,  als  unendlich 
angesehen  wird.  Soll  nun  ein  solches  Fernrohr  zu  terrestrischem 
Gegenständen  gebraucht  werden,  so  sind  die  Abweichungen,  deren 
Coefficienten  Functionen  von  c,  sind,  nicht  so  genau  aufgehoben, 
als  bei  unendlich  entfernten  Gegenständen,  für  welche  das  Fernrohr 
berechnet  ist.  Andere  Fernröhre  werden  !&war  nicht  zu  astrono- 
mischen Gegenständen  verwendet^  demungeachtet  tritt  auch  bei 
diesen  derselbe  FalKein,  weil  die  Entfernung  der  irdischen  Gegen- 
stände sehr  terscHteden  ist,  das  Femrohr  aber  nur  fär  eine  bestiihmte 
Entfernung  berechnet  werden  kann. 

Es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  man  dem  Instrumente  nicht 
eine  solche  Einrichtung  geben  kann,  dass  jener  Fehler  wenigstens 
grösstehtheils  wegfällt.  Wir  haben  in  den  vorhergehenden  Formeln 
bereits  auf  diesen  Umstand  Rücksicht  genommen,  es  bleibt  daher 
nur  noch  übrig,  dass  wir  die  nöthigen  Folgerungen  daraus  ziehen, 
um  den  Einfluss  besser  beurtheilen  zu  können,  welchen  eine  Ver- 
änderung in  der  Entfernung  des  Gegenstandes  auf  den  Ausdruck 
von  j7  hat. 

Wir  müssen  uns. zu  dem  Elnde  an  die  Voraussetzungen  erinnern, 
von  welchen  wir  in  Nro.  87  ausgegangen  sind,  wo  wir  die  bei  dieser 
Untersuchung  zu  Grund  gelegten  Formeln  ausführlich  entwickelt  haben. 
Es  wurde  näitilich  daselbst  angenommeh,  dass  das  Instrument  ur^ 
«prünglich  für  eine  gewisse,  durch  e^  bezeichnete  Entfernung  des 
Gegenstandes  berechnet  sey,  über  deren  Grösse  jedoch  keine  Bestim- 
mung gemacht  wurde,  dass  sodann  — um  eine  ebenfalls  unbestimmte 

1  ^1 

Grösse  A —  zunehme.    Hierdurch  kamen  zu  den  Coefficienten  in  den 

^1  I 

Ausdrücken  der  Seitenabweichungen  noch  Glieder,  welche  mit  A — 

^1 

multiplicirt  sind.    Diese  Glieder  habea  wir  nachher  mit  den  corre- 

spondirenden ,  von  A —  unabhängigen  Gliedern  vereinigt,  wodurch 

die  in  (b)  von  Nro.  68  und  (e)  von  Nro.  93  angegebenen  Coefficienten 
entstanden,  welche  in  den  Ausdruck  von  ji  übergiengen,  nämlich 

L  =  L,  +  (L).  A^- 


Cx 


ilf  =  ilf ,  +  (itf ).  AjJ: 


'j  Phil.  traoMct.  1821 ,  part  IL  pag.  888.    Herschel,  vom  Licht,  uberi.  von  Schmidt, 
pag.  889. 


▲CHEffBa  XAFHBU  461 

O  «  ft  +  (iV).  A^- 

S  =  S.  +  2i8x  a1  -=  «f|-«T.  a1 

Die  Coefficienten  in  dem  Aasdrocke  von  n  sind  demnach  ur- 
sprünglich für  die  Entfernung  c^  berechnet,  durch  angehracbte  Cor- 
rectionen  aber  auf  diejenige  lintfeTOung  angewendet  worden^  bei 

welcher  sich  —  in( f-A— 1  verwandelt. 

Ich  nehme  nun  an,  dass  das  für  c^  berechnete  Instrument  bei 

verschiedenen  Entfernungen  gebraucht  werden  soll ,  für  welche  A — 

innerhalb  der  Grenzen  A —  und  A —  liegt.    Jeder  dieser  Eiüffeir- 

nungen  gehört  ein  Werth  von  ff  tu^  den  man  aas  dem  allgemeinen 

Ausdrücke  jener  Grösse  erhält,  wenn  man  «tatt  A-*-  den  besondeären 

Werth  nimmt,  welcher  der  jedesmaligen  Eatfernwg  wtspricht  Ver** 
fahren  wir  daher  hier  nach  demselben  Grundsatze,  welchen  wir 
oben  bei  der  Berechnung  von  zt  angewandt  halben,  so  müssen  wir 

zuerst  das  einem  jeden  Werthe  von  A—  zugehörige  ff  mit  einem 
Factor  multipliciren,  welcher  das  demseloen  beigelegte  Gewicht  aus- 
drückt und  als  eine  Function  von  A— -    zu   betrachten  ist.     Sodann 

müssen  wir  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  Werthen  jenes  Pro- 
ductes  nehmen,  welche  den  sämmtlichen  Entfernungen  zugehören 
und  auf  die  angegebene  Weise  gefunden  werden  können«, 

Zur  Abkürzung  schreibe  ich  c  statt  A —  und  bezeichne  durch 
(0  das  zu  c  gehörige  Gewicht.  ^ 

Hierdurch  wird  das  erwähnte  arithmetische  Mittel  nach  der  oben 
gebrauchten  Methode  = 

/(O/rrfc 
/(Orfc 

innerhalb  der  angegebenen  Grenzen,  d.  h. 

von  c  =  c"  =  A —  bis  zu  c  =—  c'  «=  A —  genommen. 

Substituirt  man  darin  statt  ff  seinen  Werth  aus  (d)  von  Nro.  93, 

so  bleiben  die  von  A —  unabhängigen  Glieder  ungeäodert,  so  dass 

es  nur  nöthig  ist,  diejenigen  Glieder  weiter  zu  entwickeln,  in  wel^ 

chen  A —  vorkommt.    Sie  haben  in  dem  Ausdrucke  von  ff  sämmtlich 

die  Gestalt  CA-j-Bo**^  aus  jedem  derselben  entsteht  folglich  in  dem 
arithmetischen  Mittel  eines  von  der  Form 

/COrfc 
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Dnrch  die  Entwickelong  des  zweitheiligen  Quadrates  kann  dieser 
Ausdruck  unter  die  Gestalt  gebracht  werden : 

^  /(c)rfc  ^       /(Orfc 

_  ^^  4.  B  IS^liäSVA.  B«  rXS^^^^    rfcocdc\*-\ 
-  K.-^-^"  /iodJ  -^"  lJZöd7~K.Jic)d^J  J 

Die  angedeuteten  Integrale  lassen  sich  dann  erst  berechnen, 
wenn  (c)  in  Function  von  c  gegeben  ist    Setzt  man  daher  einstweilen 

.,  _  /(c)crfc 

~  ^^'^^'  )  (a) 

/(Orfc 
80  wird 

woraus  folgt,  dass  es  zur  Berechnung  des  mittleren  Werthes  von  n 

in  Bezog  auf  simmtliche  Entfernungen  des  Gegenstandes  hinreicht, 

in  jedem  von  A —  abh&ngigen  Gliede,  welches  die  Form  (A-{-BA-') 

hat,  die  Grösse  A—  mit  A'  zu  verwechseln  und  das  correspondirende 

Glied  B^  A*  zuzusetzen. 

Um  dieses  zu  realisiren,  indere  ich  die  früher  gebrauchte  Be- 
zeichnung dahin  ab,  dass  nunmehr 

L      =  Li 
M     MSS  Mi 

G    =Gi 
B    ^  H, 

S    =  Si 

T    =^T,  )    .    .    . (b) 

(L)  =  (L). 
(«)===  (ilf). 
(AT)  -=  (AT). 
(«)  =  («).=— T. 

bezeichnet. 

Ausserdem  ist  es  der  ferneren  Entwickelung  wegen  zweck- 
mässig, den  Buchstaben  Fund  v  von  jetzt  an  eine  andere  Bedeutung 
zu  geben.  Nach  Nro.  68  bezeichneten  nämlich  V  und  v  bisher  die 
Grössen  F,  und  v, ,  welche  nach  Nro.  73  und  75  bei  den  Instrumenten 
der  zweiten  Art  für  das  Instrument  und  Auge  zusammengenommen 
berechnet  werden  müssen,  wenn  die  Abweichungen  auf  die  Netzhaut 
des  hinter  dem  Instrumente  befindlichen  Auges  bezogen  werden. 
Setzen  wir  daher,  um  diejenigen  Grössen  abzusondern,  welche  sich 
auf  das  Instrument  beziehen, 
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Vi  I  für  die  letzte  Flache  des  In- ' 
I  slrumenles  berechnet  1 


V, 

'^'   1  brauchten  Bezeicimungen,  | 


(«) 


so  muss  das  bisherige  V  nunmehr  mit  V  V,,  das  bisherige  v  mit  v  v, 
viTwerhselt  und  V,  ^  v,  ^  l  gesetzt  werden,  wenn  sich  die  Ab- 
weichungen auf  das  letzte  von  dem  Instrumente  hervorgebrachte  Bild 
bczieiien. 

Vermittelst  der  in  (b)  und  (c>  angenommenen  Werthe  erballen 
wir  nach  der  oben  gemachten  Bemerkung  aus  (d)  von  N'ro.  93  den 
folgenden  Ausdruck  für  die  mittlere  Undeutlicbkeit  des  Instnimcnte», 
im  Mittel  für  die  verschiedenen  Entfernungen  des  Gegenstandes: 


mvy/»':''       1    iJV).H.,)>'A' 


ll 


i»b«i'"       \->-SX.\[fi+QK-(tie+^K;/)+{K)yJ+B' 


J+ 


Hierbei  kann  jedoch  die  folgende  Bemerkung  gemacht  werdeiL 
Die  Coefficienten  L  etc.  sind  unter  der  Voraussetzung  berechnet, 
dass  sich  der  Gegenstand  in  der  Entfernung  c,  befindet.  Dagegen 
drücken  (L;iA'  etc.  die  Corrcctionen  aus.  welche  an  jenen  Coeffi- 
cienten angebracht  werden  müssen,  um  sie  auf  diejenige  Entfernung 
zu  reduciren,  welcher  Ä'  entspricht.  Für  diese  Entfernung  ver- 
wandelt sich  aber  —  in  f h  ^' )  ■ 

Berechnet  man  daher  gleich  Anfangs  die  Coefficienten  L  etc. 
für  diesen  Werth  von  — ,  so  fallen  die  von  A'  abhangigen  Glieder 
in  dem  Ausdrucke  von  n  weg. 
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Es  bleibt  jetzt  Jii|ch  übrig,  na  überle^ea,  wdche  Werthe  den 
Gewichten  zu  gebep  sind. 

Sollep  zuerst  alle  Entfernongen,  bei  denen  das  Instrument  ge- 
braucht wird,  gleiche  Derüeksichtigung  finden,  so  ist  (c)  constant 
und  kann  =  1  gesetlst  werden,  da  alle  bestindige  Factoren  dieser 
Grösse  sich  im  Zahler  und  Nenner  von  A'  und  A*  wegstreichen. 

Diess^iebt  .,     ,    ,     ,  ,        , 

('■  ^     ■•.:       \^'    ■'•.*■''      qg 

foIfflMi  ■'  ■'■'..)''■■         ••■■■,      ........ 

A«  =  V  ,    '  ^    »  ±    A—  ~  A— 

Femer  ist  derjenige  Werth  <v^n  -^ ,  für  welchen  die  CoefBcien- 
ten  L  etc.  berechnet  werden  müssen,  wenn  die  von  A'  abhängigen 
Glieder  wegfallen  sollen. 

Er  ist  folgjlicti  das  arrtfametiscbe  Mittel  aus  den  beiden  Werthen 
von  ^-^,  w^khedetgfösst^n^und  der  kleintsen  Entfernung  entsprechen. 


Ausserdem  kann  der  Ausdruck  von  A*   unter  die  Gestalt  gebracht 
werden : 

A*  ist  daher  der  zwölfte  Theil  von  deitt  Quadrate  des  Unterschiedes 
zwischen  denjenigen  Werthen  von  — ' ,  welche  sich  auf  die  kleinste 


Ci 


md  die  gr(taisle  Eatfertiung  des  Gegenstandes  beziehen. 

^    .Sind  ^ie^iC^^^clentea  L  ete.  für  die  in  (0  angegebene  Ent- 
fernung ber9|öl\^t,,ap  ist 

'■    "        A— '=  — A  — 

A'  =  0  } (h) 

Sind  dagejifM  jene  €oefleienten  für  die  grösste  Entfernung  be- 
rechnet, so  ist  . 


4M 
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SO  dass  diese  Grössen  selbst  bei  der  bedeutenden  Abnahme  der  Ge- 
wichte 5  welche  die  Formel  (i)  mit  sich  brin^^t,  nur  um  weniges 
kleiner  geworden  sind,  als  in  dem  Falle,  wo  den  sämmtlichen  Elnt- 
fernungen  gleiche  Gewichte  gegeben  werden« 

Mittlere  Undeutlichkeit ,  durch  die  Tangente  des  halben 
vergrösserten  Gesichtsfeldes  ausgedrückt 

983  Wir  haben  bereits  in  Nro.  66  angeführt,  dass  die  Grösse 
f\  welche  die  Tangente  des  halben  Gesichtsfeldes  ausdrückt,  oft 
nicht  unmittelbar«  gegeben  ist,  sondern  von  dem  vergrösserten  Ge- 
sichtsfelde abhängt,  welches  nach  dem  letzten  von  dem  Instrumente 
entworfenen  Bilde  bestimmt  wird  und  gewöhnlich  eine  bekannte 
Grösse  ist.    Es  ist  daher  zweckmässig,  in  der  für  die  Undeutlichkeit 

Sefundenen  Formel  die  erstere  Grösse  durch  die  letztere  auszudrücken, 
fennt  man  demnach 

^  die  Tangente  des  halben  vergrösserten  Gesichtsfeldes,  so  Ist 
vfsrmöge  (b)  der  allegirten  .Nummer 

f  =  ir (•> 

Dnrch  Subslitntion  dieses  Werthes  verwandelt  sich  der  in  (d) 
von  Nro.  97  für  die  mittlere  Undeutlichkeit  erhaltene  Ausdruck  in 
den  folgenden: 

EL«!,  ff  j- /> /^  6  n«  .  31^'^!*'^  _L ^ r  ^  A/T 


+ 


(Jlf )»  Ä*  **  A» 


+ 


1« 


+ 


»V*R 


ZV* 


1+  ^[t  +  v/+^5;^+  l/ÄÄ.-C«)A'Jj 


•(b) 


^» 


-f- 


«  (?«)•  **  A» 


,    rtJ«<H)f»  "T"        «U        +         4V* 


/ 


4P 


+ 


•7 


+ 


2v* 


20  I 


I 


^       Laß»«  3      ^ 

«      "■       36  V* 


V»  R*  K*  .f* 


] 


/ 
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Mittlere  IJndeutlichkeit,  durch  die  Tangente  des  halben  ver- 
grösserten  Gesichtsfeldes  und  den  Oeffnungshattnnesser  der 
letzten  brechenden  Fläche  ausgedruckt. 

993  Bei  denjenigen  Instrumenten,  welche  eine  so  grosse  Oeif- 
nimg  haben,  dass  die  dnreh  dieselben  gehenden  Strahlen  nicht  alle 
durch  die  Pupille  des  hinter  ihnen  befindlichen  Auges  gelassen  wer- 
den, vertritt,  wie  schon  in  Nro.  22  erwähnt  wurde,  die  Pupille  die 
Stelle  der  Hauptblendung.  In  diesem  Falle  ist  es  bequem,  in  dem 
Ausdracke  von  n  statt  R  den  correspondirenden  Halbmesser  in  Bezug 
auf  die  letzte  brechende  Fläche  des  lastrumentes  einzuführen,  da 
dieser  aus  dem  bekannten  Halbmesser  der  Pupille  leicht  gefunden 
werden  kann. 

Nennen  wir  daher 

r  den  Oeffnungshalbmesser  der  letzten  brechenden  Fläche  des  In- 
strumentes wegen  der  Helligkeit,  oder  ^  nach  der  früheren 
Bezeichnung, 

ei  den  Halbmesser  der  Pupille, 

80  ist  vermöge  (a)  von  Nro.  58  und  (f)  von  Nrop  62,  da  das  dortige  it, 
hier  mit  R  bezeichnet  ist, 

Ä=  Fr 


=0^7), 


niCt  > (a) 

;;      Kl 


y—ff^     91 

Fallen  die  Strahlen  parallel  in  das  Auge,  wie  es  bei  der  Be- 
rechnung der  optischen  Werkzeuge  gewöhnlich  angenommen  wird, 
so  ist  j^i  ==  OD  und  die  vorhergehende  Formel  giebt  nach  den  in 
Nro.  61  angenommenen  Werthen 

r  =  1,1  e, 

mithin   ist  r  in  diesem  Falle  nur  wenig  von  dem  Halbmesser  der 
Pupille  verschieden. 

Verträgt  das  Instrument  der  Deutlichkeit  wegen  keine  so  grosse 
Oeffnung,  als  sie  nach  der  Pupille  möglich  wäre,  so  dass  es  noth- 
wendig  wird,  vor  dem  Auge  eine  Blendung  anzubringen,  so  muss  r 
nach  der  Stellung  und  Oefiiung  der  letzteren  berechnet  werden, 
welche  in  diesem  Falle  als  Hauptblendung  zu  betrachten  ist. 

Substitoiren  wir  nun  den  vorhergehenden  Werth  von  R  in  Cb) 
der  vorhergehenden  Nummer,  so  erhalten  wir 


^' 
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^ 12 


+  3 


>(b) 


,    «(»)'»*A* 

,  ^lÖÜÜ»^  ■*■  20  "^  " 

(■f"  4         +      20F« 

+        2r« 

3 + 


V*r»K***l 


\ 


+•"■[£>+ 


r«^r«K^"| 


Die  Coef&cieoten  A,  L  etc.  bestehen  aus  Smninen  mehrerer 
Glieder,  welche  theils  im  Zähler,  theils  im  Nenner  eine  gewisse 
Anzahl  von  den  mit  F«  und  v„,  bezeichneten  Grössen  als  Factoren 
enthalten,  wobei  der  Index  m  alle  Werthe  von  1  bis  t  haben  kann. 
Uniersucht  man  nun,  welche  Dimensionen  die  erwähnten  Coefficienten 
in  Bezug  auf  jene  Grössen ,  ohne  Rücksicht  auf  den  Index  derselben, 
haben,  so  ist  aus  der  in  Nro.  37  enthaltenen  Zusammenstellung  und 
aus  (e)  von  Nro.  93  ersichtlich,  dass  diese  Dimensionen  diejenigen 
sind,  j(velche  die  folgende  Tafel  angiebt.  Da  es  ausserdem,  wie  wir 
später  sehen  werden,  auch  nöthig  ist,  die  Dimensionen  jener  Coef- 
ficienten in  Ansehung  der  darin  vorkommenden  linearischen  Grössen 
Omy  c«,  g^  und  d^  zu  kennen,  so  fuge  ich  auch  diese  hinzu,  indem 
ich  eine  der  letzteren  Grössen  mit  I  bezeichne. 
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Hiernach  ist 

K  von  der  Dimension  .... 


M* 


M 


N,  O,  G  and  H 


i  uad  1/ 


üL). 

cm 


[PI,  [P"J  und  [P'n 


S 


(«) 


(Tj,  tt  und  (u) 

1/ 

w 

W 


Vit 

Vm 

Vi? 

1 

TT? 
I 

1 
I 


(P)  und  [P] Zil 


^das  von  7.  abhingig^e  Glied    .    . 

idas  andere  Glied 

idas  von  7_  abhingige  Glied     .    . 
/die  tlbrigen  Glieder  .    ^    .    .    .    . 


vi 


1 

Vm 
1 

TTT 
1 


VmVil 
1 


1 


v* 


Vm 

Vit 

rl 

1 

TTF 

vi 


(c) 
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Dividirt  man  daher  sammtliche  F.  einschliesslich  F, ,  welches 
s=  1  ist,  diureh  F|  =  V  und  sammtliche  Vm  durch  v-,  =  y,  gebraucht 
sodann  diese  Werthe  von  F«  und  v«  statt  der  früheren  bei  der  Be- 
rechnung der  Coefficienten  K^  L  etc.  und  bezeichnet  die  hierdurch 
erhaltenen  neuen  Werthe,  indem  man  die  früher  gebrauchten  Bach- 
staben unterstreicht,  so  wird 

V 

,  vli 


und  ebenso  erhalten  alle  übrige  Coefficienten  einen  Factor,  welcher 
aus  der  vorhergehenden  Tafel  gefunden  wird,  wenn  man  F.  und  r„ 
mit  F  und  v  verwechselt  und  (  =  1  setzt.    Hultiplicirt  man  endlich 

F* 

A  und  A'  mit   —  , 

y«  mit   r, 
V    mit  — , 
1 


mit 


e    mit 


1 


80  wird 


A'= 


_  2" 

y 
ij  =  v'± 

e  =  v*e 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  dem  vorhergehenden  Aas- 
drucke von  n  fallen  alle  F  und  v  weg  und  derselbe  erhält  einerlei 
Form  mit  (d)  von  Nro.  97;  nur  sind  darin 

\  vv,  y        \  V,  y 

R  mit  r 

^  mit  ^ 

Ä,  L  etc.,  A,  A',  7«,  V,  •  und  e  mit  ihren  neuen  Werthen  ver- 
wechselt 
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Wir  können  hieraus  die  folgenden  Regeln  abslrahiren^  um  deii 
Ausdruck  (d)  von  Nro.  97  unmittelbar  auf  den  gegenwärtigen  Fall 
anzuwenden.  Zuerst  müssen  statt  der  früheren  Grössen  F„  und  v^ 
die  folgenden  gebraucht  werden:  n-, 

9m'"»gi^i   ' '.    .    (d) 


— 1 — \ 


woraus  man  F«  und  v«  für  sämmtliche  Wert)ie  des  Index  leicht  er- 
hält, wenn  man  von  V^  und  v,  ausgeht;  denn  es  ist 

K,  =  1 

iw— 1    ~  " 

r.  =  t       ^""'      > <«^ 

Mit  den  so  erhaltenen  Werthen  berechnet  man  sodann  die  sämmt- 
lichen  Coefficienten  ÜC,  L  etc.  nach  den  früheren. Formeln. 

Endlich  verwechselt  man 


C^)'  -'  C^)' 


R  mit  r 
<p  mit  ^ 
A  mit  -|75- 

r  I 

A'mit 


Vi 

r.mit  — 

'<7  mit  vq-ü 

•    mit  ^ot 

6  mit  yj« 
wobei' F|   und  vo  in  der  neuen  Bedeutung  genommen   sind,   nach 
weicher  sie  den  früheren  j^  und  — » correspoindireik 

Mittlere  ündeutlichkeit,  durch  die  Oeffnungshdlhmesser  wegen 
der  Helligkeit  und  des  Gesichtsfeldes  ausgedrückt. 

1003  Die  in  dem  Ausdrucke  der  Undentlichkeit  mit  R  bezeichnete 
Grösse  ist  in  Bezug  auf  die  erste  brechende  Fläche  dasjenige,  was 
wir  in  Nro.  58  den  Oeffnungshalbmesser  wegen  der  Helligkeit  ge- 
nannt haben.  Es  ist  leicM,  «udi  den  zweiten  Theil,  welcher  in 
Verbindung  mit  R  den  gesammten  Oeffnungshalbmesser  jener  Flftciiß 
bildet  und  am  angeführten  Orte  der  Oeffnungshalbmesser  wegen  des 
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Gesichtsfeldes  genanot  und  mit  Y^  bezeichnet  wurde^  in  dem   er- 
wähnten Aasdrocke  einzuführen. 

Da  die  zur  Unterscheidung  beigesetzten  Zeichen  gegenwärtig 
nicht  mehr  nöthig  sind,  so  lasse  ich  sie  weg^  wie  es  in  Ansehung 
der  übrigen  Buchstaben  geschehen  ist  und  nenne  demnach 

y  den  OeiTnungshalbmesser  wegen  des  Gesichtsfeldes  in  Bezug 
auf  die  erste  brechende  Fläche. 

Vermöge  (a)  der  allegirten  Nummer  ist  derselbe  nach  den  gegen- 
wärtigen Bezeichnungen 

Y  =  K(f> (a) 

woraus  umgekehrt 

«p^x ^"»J 

folgt. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  {A)  von  Nro.  97,  so  wird 


+ 


(itf)«  w  y«  A« 


(JV)»  Ä«  y*  A« 


3A' 


\  vVf  y  \ 


^^[8  +  v*-\-u(^R'+Y*')  +  i(8)A^l 


'(C) 


^     9    L     K      ^     3K*    T^*-"  aJ 


+ 


r 


t  («)*  y«  A« 

2Ä» 


^^  Leoo  ^    Jü    ^     4     "^     4     ^    «ü  Jl 
»**  R* 


L36    '       3 


.r.r£ 


R*Y*  ,  Ä«y* 


L36  ^       «       *" 


] 


Hat  das  Instrument  die  in  der  vorhergehenden  Nummer  ange- 
gebene Einrichtung,  so  mnss  A  nach  der  dortigen  Formel  berecimet 
werden. 
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Instrumente,  welche  aus  zwei  Systemen  bestehen. 

1013  Bei  zusammengesetzten  Instrumenten  wird  die  Rechnung 
oft  bedeutend  erleichtert^  wenn  man  das  Instrument  in  mehrere  Sy- 
steme^ z.  B.  Objectiv  und  Oculare,  theilt  und  jedes  System  abge- 
sondert berechnet;  wir  müssen  daher  untersuchen,  wie  man  die 
Resultate  dieser  abgesonderten  Rechnungen  verbinden  und  dadurch 
zu  dem  ganzen  Instrumente  übergehen  kann. 

Zu  dem  Ende  nehme  ich  an,  dass  dais  Instrument  aus  zwei 
Systemen  besteht,  deren  erstes  bis  zur  m^  Flache  einschh'esslich 
geht.  Denken  wir  uns  nun  an  der  Stelle,  wo  die  Hauptstrahlen 
nach  der  m*"  Brechung  die  Axe  des  Instrumentes  durchschneiden  ^ 
eine  brechende  Fläche ,  deren  Brechungsverhältniss  =  1  ist,  so  wird 
die  Lage  der  Strahlen  durch  diese  hypothetische  Fläche  durchaus 
nicht  abgeändert  und  wir  können  dieselbe  als  zum  zweiten  Systeme 
gehörig  betrachten. 

Berechnet  man  jetzt  das  zweite  System  abgesondert .  so  ist  die 
hypothetische  Fläche  die  erste  desselben;  wird  dagegen  das  ganze 
Instiiiment  zusammengenommen  berechnet  und  die  hypothetische  Fläche 
mitgezählt,  so  ist  sie  die  (m-f- IV*  Fläche  des  Instrumentes.  Hieraus 
folgt,  dass  allgemein  die  m^  Fläche  des  zweiten  Systems  die  (1114-111)"* 
des  ganzen  Instrumentes  bildet. 

Wir  haben  in  Nro.  51  mit  g^  die  Yereinigungsweite  der  Haupt- 
strahlen  nach  der  nf^  Brechung,  vor  der  m***  brechenden  Fläche 
angenommen,  bezeichnet. 

Da  sich  nun  der  Voraussetzung  nach  die  hypothetische,  (m-f  1)** 
Fläche  an  der  Stelle  befinden  soll ,  wo  die  Hauptstrahlen  die  Axe  und 
folglich  auch  sich  wechselseitig  durchschneiden,  die  Entfernung  der 
(m4-l)^  Fläche  von  der  m^  aber  in  den  allgemeinen  Formeln  dL 
genannt  und  hinter  der  m'"^  Fläche  vorausgesetzt  wurde,  so  ist 

d^  =  —  9,n     .     .     .     . (a) 

Bezeichnet  man  ferner  alle  Grössen ,  welche  sich  auf  das  ganze 
Instrument  beziehen,  auf  die  bisherige  Weise,  diejenigen  dagegen, 
welche  dem  zweiten  Systeme,  abgesondert  berechnet,  entsprechen, 
mit  eckigen  Parenthesen,  den  dem  letzteren  Systeme  zugehörigen 
Index  mit  römischen  Ziffern  und  deutschen  Buchstaben,  und  nennt 

d  die  Entfernung  der  (m  +  i/)*"  Fläche  von  der  m*~,  welche  die 
auf  einander  folgenden  wirklichen  Flächen  des  Instrumentes  sind, 

80  erhält  man  nach  der  bereits  in  Nro.  62  gebrauchten  Methode  die 
folgenden  Relationen  zwischen  den  beiderlei  Grössen. 

Zuerst  ist ,  da  der  Voraussetzung  nach  die  hypothetische  Fläche 
keine  Brechung  verursacht, 

y«ti  =  Ü^li  =  c^fi  =  g^  +  d^  =  (9  — ^)- j  .^ 

d^i  =  [dh  "^^  9m  +  d 
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Sodann  ist  allgemein* 

W«^„  =  [«]„,  ) (C) 

»T-  _.   ifl  '  ••  •  ym^afl  «  *  «  «  y«fin-1 

C^  •  •  •  •  Cmfl  Caifll  •  •  •  •  Cbi^qi 

Zur  Berechnung  von  K^„  geben  die  Formeln  (q)  von  Nro.  4. 
wenn  man  den  laufenden  Index  mit  n  bezeichnet  und  K^^i  als  be- 
kannt aiitiimmt, 


n 


Vermöge  (q)  von  Nro.  51  ist  aber,  da  sich  die  Hauptstrahlen 
im  Scheitel   der  im  +  /)^   brechenden  Fl&che   schneiden,    mithin 

S'U  =  0  ist, 

JV^xi    =    f/ V 

Der  vorhergehende  Ausdruck  von  K^xn  verwandelt  sich  daher 
durch  Substitution  der  in  (c)  gefundenen  Werthe  in  den  folgenden: 

K       =  ~  Z^tiK^"'  [F]„,.  [F]„  rrf]„,t 

n 

Bei  dem  zweiten  Systeme  Hegt  derDurckschnittspunkt  der  Haupt- 
strahlen im  Scheitel  der  ersten  Fläche,  folglich  ist 

[Ä]i  «=  0  J 

[Kl     =        y<"m,-i[nn[rfln-ij (d) 

n 

Die  Vergleichung  der  beiden  Ausdräcke  von  K^m  wnd  [J0„  giebt 

Ä.t«  =  -^  [««. (e) 

Aus  den  in  (b),  (c)  und  (e)  erhaltenen  Formeln  ist  ersichtlich, 
dass  alle  Grössen,  welche  sich  auf  das  zweite  System  abgesondert 
beziehen,  mit  Ausnahme  von  Mm,  [F]„,  und  [/if]«,  dieselben  Werthe 
haben,  die  sie  bekommen  wurden,  wenn  sie  als  zu  dem  gesammten  In- 
strumente gehörig  betrachtet  würden,  und  dass  sie  sich  in  beiden  Fällen 
nur  durch  den  veränderten  Index  unterscheiden,  dass  dagegen  [v\^ 

mit  y.,  [F]„  mit  V^^i  und  [£]«  mit  — =^  raultiplicirt  werden  müssen^ 

um  daraus  die  eorrespondirenden  Werthe  in  Bezug  auf  das  ganze 
Instrument  zu  erhalten. 
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Diese  Resultate  geben  uns  ein  Mittel  an  die  Hand,  wodurch  wir 
in  den  Stand  gesetzt  werden,  in  den  Formeln  (d)  von  Nro.  97,  (b) 
von  Nro.  98  und  (c)  von  Nro.  100  diejenigen  Grössen,  welche  dem 
ersten  und  zweiten  Systeme  zugehören,  abge8ondert  zu  berechnen 
und  daraus  die  correspondirenden  Grössen  in  Bezug  auf  das  ganze 
Instrument  abzuleiten. 

Zuerst  müssen  wir  bemerken,  dass  v  und  F,  so  oft  sie  in  jenen 
Formeln  explicite  vorkommen,  für  die  letzte  Flache,  K  dagegen  fiir 
die  erste  Fläche  des  Instrumentes  berechnet  sind.  Bezieht  man  da- 
her m  auf  die  letzte  Fläche  des  zweiten  Systems,  so  ist 

r=  F„x„=  F^.[FlJ  .  , Cf) 

K  =  K^  \ 

Was  sodann  die  ursprünglich  zur  zweiten  Ordnung  gehörigen' 
Coefficienten   L  eic.  betrifft,  so  besteht  jeder  von  ihnen  aus   der 
Summe  der  Glieder,  welche  sich  auf  das  erste  und  zweite  System 
beziehen,  oder  es  ist,  wenn  n,  wie  oben,  den  laufenden  Index  be- 
zeichnet, nach  der  in  Nro.  W  enthaltenen  Zusammenstellung 

L  =  L^  =  L.  +  iL^-L^^  =  L.  +  21"  L^-^»> 

A^tL  hängt  bloss  von  n^n^  ^fn  imd  c^xq  ab  und  bleibt  mithin 
ungeändert,  mag  es  auf  das  ganze  Instrument  oder  auf  das  letzte 
System  bezogen  werden,  d.  h.  es  ist 

4»tB  =  Win 

Femer  ist  vermöge  (c) 

Vm^VL  •  ■•+1       l*  Jn 

folglich 

VU  '    IKJI 


L  =  L,  +  ^, 


[■^]n  M, 


8 

Wird  das  zweite  System  abgesondert  berechnet,  so  ist  auf 
gleiche  Weise 

n  n 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  verwandelt  sich  der  verlier«- 
gehende  Ausdruck  von  L  in  den  folgenden; 


V 


mH 
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L„  and  [L]^  bezeichnen  die  Werthe  von  L,  welche  fär  das 
erste  und  zweite  System  abgesondert  berechnet  sind ,  [Ll„  ist  femer 
mit  einem  Factor  multiplicirt,  welcher  mit  dem  in  (c)  von  Nro.  99 
angegebenen  übereinstimmt,  wenn  man  das  dortige  F„  mit  F„|i  ver- 
wechselt und  (  =  1  setzet.  Die  Summe  von  diesem  Producte  und  !#. 
bildet  sodann  den  für  das  ganze  Instrument  berechneten  Werth  von  L. 
Dasselbe  gilt  von  allen  ursprünglich  zur  zweiten  Ordnung  gehörigen 
Coefficienten ,  wonach  wir  die  folgenden  Werthe  derselben  erhalten: 

V  \ 

-W  =  JW „  +  Yr»—  .  [^]mi 

G  =  G.+  -L.[G]„ 

ebenso  ff,  N  und  0       ) (g) 

p  =  p„  +  1%L  .  [Pj^l 

Hierbei  mnss  bemerkt  werden,  dass  die  hypothetische  Fläche 
nichts  zu  den  Werthen  von  [L]n  etc.  beiträgt,  weil  sie  der  Voraus- 
setzung nach  keine  Brechung  verursacht,  mithin  [LY^  etc.  =»  0 
sind.  Die  in  [Ll^  etc.  enthaltenen  Summen  können  daher  von  n  =  If 
bis  n  =  m  genommen,  d.  h.  auf  die  ir?rA/icAen  Flächen  des  zweiten 
Systems,  mit  Weglassung  der  hypothetischen,  beschränkt  werden. 

Die  ursprünglich  zur  dritten  Ordnung  gehörigen  Coefücienten 
lassen  keine  so  leichte  Reduction  zu ,  da  sie  nicht  bloss  aus  der  Summe 
der  den  verschiedenen  brechenden  Flächen  entsprechenden  Grlieder 
bestehen ,  sondern  dergleichen  Summen  schon  in  den  jeder  einzelnen 
Fläche  zugehörigen  Gliedern  als  Factoren  enthalten  und  von  neuem 
Summationen  erfordern,  um  endlich  zu  dem  Werthe  jener  Coefficienten 
zu  gelangen.  Es  ist  daher  noth wendig,  jeden  Factor  nach  der  an- 
gegebenen Methode  zu  reduciren  und  dann  die  Summationen  vorzu- 
nehmen. Ich  unterlasse,  die  hierdurch  entstehenden  weitläuftigen 
Formeln  zu  schreiben,  weil  es  zweckmässig  erscheint,  diess  bis  zq 
den  speciellen  Anwendungen  zu  verschieben,  um  alsdann  sogleich 
diejenigen  Abkürzungen  der  Formeln  eintreten  zu  lassen,  welche 
die  besonderen  Relationen  möglich  machen. 

Besteht  das  zweite  System  lediglich  aus  Ocularen,  so  fallen 
in  Bezug  auf  dasselbe  alle  Coefficienten  der  dritten  Ordnung,  mit 
Ausnahme  der  dem  farbigen  Rande  entsprechenden,  weg,  weil  die 
übrigen  bloss  für  das  Objectiv  entwickelt  wurden  und  bei  den  Ocu- 
laren nach  den  angenommenen  Grundsätzen  vernachlässigt  werden. 


^nfcfl    
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Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Relationen  aofapsochen ,  welche 

in  Bezug  auf  Ä ,  r ,  <^  und  4>  bei  den  zwei  Systemen  stattfinden. 

Für  die  (m  +  /)"*  Fläche  ist  vermöge  (a)  von  Nro.  U8  und  (a> 

von  Nro.  99 

R 

Vmil 

weil  ft.^  =  1 ,  mithin  v»^i  =  vm  ist 

Bei  dem  zweiten  Systeme  ist  die  im-^iy  Fläche  die  erste 
und  das  derselben  zugehörige  Bild  als  der  Gegenstand  zu  betrachten, 
wenn  jenes  System  abgesondert  berechnet  wird;  man  hat  daher 

y'"J. Chi 

Vm  1 

Femer  ist  in  Bezug  auf  die  letzte  Fläche  des  zweiten  Systems 

wodurch  jene  Grössen  wechselseitig  durch  einander  ausgedruckt 
werden  können. 

In  den  Ausdrücken  von  n  beziehen  sich  R  und  <p  auf  die  erste 
Fläche  und  sind  folglich  einerlei  mit  den  Grössen,  welche  hier  mit 
denselben  Buchstaben  bezeichnet  werden.  Dagegen  entsprechen  r 
und  ^  in  jenen  Ausdrücken  der  letzten  Fläche  des  Instrumentes; 
daher  man  sie  nach  def  obigen  Bezeichnung  mit  [r]  und  [4»1  ver- 
wechseln muss. 

Wir  werden  bei  den  speciellen  Anwendungen  sehen,  dass  es 
oft  bequem  ist,  bei  der  abgesonderten  Berechnung  des  zweiten  Sy-* 
stems  eine  Einheit  des  Längenmaasses  zu  Grund  zu  legen,  welche 
von  der  bei  dem  ersten  Systeme  gebrauchten  verschieden  ist,  und 
ausserdem  die  sämmtlichen  zum  zweiten  Systeme  gehörigen  V  durch 
eine  beständige  Grösse  zu  dividiren.    Bezeichnen  wir  daher  durch 

(  den  Factor,  womit  die  dem  zweiten  Systeme  zugehörigen  linea- 
rischen Grössen  multiplicirt  werden  müssen,  um  sie  auf  die  bei 
dem  ersten  Systeme  gebrauchte  Einheit  des  Längenmaasses 
zu  reduciren, 

t>  die  Constante,  durch  welche  die  zum  zweiten  Systeme  ge- 
hörigen V  dividirt  worden  sind, 

so  müssen  wir  die  Coefficienten  des  zweiten  Systems  mit  Factorea 
multiplieiren ,  welche  aus  (c)  von  Nro.  99  erhalten  werden,  wenn 
man  darin  F»  mit  k>  verwechselt  und  i%»  =  1  setzt 


im 
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Hiernach  ^erden   vermöge  (g)  die  ursprüRglich  zur  zweiten 
Ordnung  gehörigen  Coefficienten : 

L  =  L«  +  •pr-jTp  •  [^Im 

G  =  G»  +  -V  .  [G]„ 

ebenso  JJ,  JV  und  O  ) (k) 

vi 

Vm 

In  Ansehung  der  ursprünglich  zur  dritten  Ordnung  gehörigen 
Coefficienten  gelten  auch  hier  die  oben  gemachten  Bemerkungen. 

Den  Coefficienten  (  findet  man,  wenn  er  nicht  ohnehin  bekannt 
ist,  sehr  leicht  dadurch,  dass  man  eine  den  beiden  Systemen  ge- 
neinschafüiche  Grösse  für  jedes  derselben  berechnet  und  die  auf 
diese  Weise  erhaltenen  Werthe  in  einander  dividirt.  Eine  solche 
Grösse  ist  y«  i  =  (g — ^)™,  welche  in  Bezug  auf  das  zweite  System 
mit  [g]i  bezeichnet  wurde.  Wählt  man  daher  diese  zur  Bestimmung 
von  [,  so  wird 

[ffh         [gh       \'^ 

Vergleichung  der  Undeutlichkeit  hei  mehreren  Instrumenten 
mit  gleichen  und  verschiedenen  Vergrösserungen. 

1023  Am  Ende  von  Nro.  9()  haben  wir  bereits  bemerkt,  dass 
die  für  die  mittlere  Undeutlichkeit  gefundene  Formel  durch  Verän- 
derung ihres  gemeinschaftlichen  Factors  auf  die  verschiedenen  Me- 
thoden, die  Deutlichkeit  zu  schätzen,  angewandt  werden  kann.  Es 
ist  jedoch  einleuchtend,  dass  der  Unterschied,  welchen  wir  früher 
zwischen  absoluter  und  relativer  Deutlichkeit  zu  machen  genötbij^t 
waren,  um  eine  in  allen  F'allen  brauchbare  Bestimmung  über  die 
Lage  des  Bildes  zu  erhalten,  nicht  berücksichtigt  zu  werden  braucht, 
sobald  wir  mehrere  Einrichtungen  eines  Instrumentes  mit  einander 
vergleichen,  welche  einerlei  Vergrösserung  hervorbringen,  um  die 
vortheilhafteste  derselben  auszuwählen. 

Wir  haben  nämlich  in  (k)  von  Nro.  85  gefunden,  dass  die  re* 
lative  Undeutlichkeit  erhalten  wird,  wenn  man  die  absolute  Undeut- 
Hchkeit  durch  das  Quadrat  der  absoluten  Vergrösserong  dividirt, 
welche  bei  dem  letzten  Bilde  stattfindet.  Wird  nun  dieses  Bild  von 
den  Instrumenten,   welche  mit  einander  verglichen  werden  soUen, 
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auf  oiner  ProjcctioiisUHclie  entworfen,  worunter  bei  den  Iniilruinenlen 
der  zweiten  Art  aucli  die  Netzhaut  des  liinler  ihnen  belmdliclien  Au^ch 
,be;g;riiren  wird,  so  zeigen  die  Formeln  (_g)  und  (u)  von  Nru.  Ot,  Ahah 
die  absolute  Ver^rösserunff  des  Bildc:^  unverfinderhrh  ist,  wenn  bei 
jenen  Instritineiiteu  eine  gleiche  Ver^rösscrung'  voruuKgeselzt  wird, 
ma^  darunter  die  Absolute  oder  die  scheinbare  verslandea  werden. 
Hieraus  Tol^l,  da.ss  es  in  dein  gegenwärtigen  Falle  gleieh^iillig  ist, 
ob  man  die  erwJilmle  Division  vornimint  oder  nicht,  weil  der  Hivisor 
eine  beständige  Grösse  ist,  welche  bei  der  Anwendung  der  Methode 
der  kleinsten  (Quadrate  nicht  in  Betrncht  kommt. 

Untersuchen  wir  ferner  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art 
das  letzte  von  ibnen  hervorgebrachte  Bild  unmittelbar,  ohne  es  auf 
die  Netzhaut  zu  reduciren,  so  kommt  nichts  darauf  an.  ob  wir  uns 
hierzu  der  Winkelabweichiingen  bedienen,  oder  das  Uild  auf  einer 
Projeelionsebene  entworfen  denken,  welche  sich  in  der  nach  Xro.  91 
bestimmten  mittleren  Entfernung  von  der  letzten  brechenden  Fläche 
befindet.  Beide  Voraussetzungen  unterscheiden  sich  nümlich  nur 
dadurch,  dass  bei  der  letzleren  der  Ausdruck  von  ji  mit  x'  mitlti- 
plicirt  ist,  welcher  Factor  bei  der  eraleren  Voraussetzung  wegfäiit; 
dn  aber  derselbe  eine  beständige  Grösse  ist,  so  braucht  er  nicht  be- 
rückKicbligt  zu  werden. 

Sobald  wir  daher  nur  solche  Einrichtungen  eines  JnstnimenleA 
%'ergleichcn ,  welche  einerlei  Vergrösserung  hervorbringen,  können 
wir  in  allen  Fallen  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  von  n  ungehindert 
I  ^eibeballen;  dabei  ist  es  jedoch  gestaltet,  alle  bestandige  Grossen 
wegzulassen,  welche  in  den  gemeinschaftlichen  Facloren  derselben 
.yorkommen. 

Anders  verhält  sich  dagegen  die  Sache,  wenn  verschiedene 
r  Instrumente,  oder  verschiedene  Einrichtungen  desselben  Instrumentes 
I  mit  einander  verglichen  werden  sollen,  bei  denen  die  Vergrösserung 
[  nicht  einerlei  ist.  Wir  haben  nämlich  in  Nro.  Sä  auseinander  gesetzt, 
I  ^ass  man  bei  einer  stärkeren  Vergrösserung ,  abgesehen  von  der 
f  Grösse  des  Bildes,  nur  dann  an  demselben  mehr  erkennen  kann.  aU 
I  Jirf  einer  schwriclieren  Vergrösserung,  wenn  sich  bei  der  ersteren 
k  die  den  einzelnen  Punkten  des  Gegenstandes  zugehörigen  Bilder 
i  verbal  tu  las  massig  mehr  von  einander  absondern,  mithin  die  relative 
[  Dndcutlichkeit  kleiner  ist,  als  bei  der  schwächeren  Vergrösserung. 
I  Um  daher  zu  untersuchen,  ob  eine  stärkere  Vergrösserung  in  Ver- 
I  ^leichung  mit  einer  als  brauchbar  befundenen  schwächeren  von  Nutzen 
f  ^yn  kann,  muss  mnn  bei  beiden  die  relative  Undeullichkeit  berechnen 
1  als  eine  nothwendige  Forderung,  welche  an  die  stärkere  Ver- 
I  grösserung  gemacht  werden  inuss,  die  ansehen,  dass  die  relative 
L  Uodeutlichkeit  bei  derselben  kleiner  als  bei  der  schwächeren  Ver- 
r  grosse rung  isl^  es  reicht  Jedoch  hin,  im  höchsten  Falle  eine  gleiche 
I  jibi^olute  Deutlichkeit  zu  verlangen.  8oll  dagegen  eine  stärkere  Ver- 
I  frösserung  zu  Grund  gelegt  und  danach  eine  schwächere  construirt 
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werden ,  so  is(  eine  gleiche  absolute  Deutlichkeit  die  ic^ringste  For- 
derung un4  eine  gleiche  relative  Deutlichkeit  die  höchste  Forderung^ 
welche  an  die  schwächere  Yergrösserung  gemacht  werden  kann. 
Demnach  sind  also  die  gleiche  relative  und  die  gleiche  absolute  Un- 
deutlichkeit  als  die  Grenzen  zu  betrachten,  innerhalb  welcher  die 
LFndeutlichkeit  bei  verschiedenen  Vergrösserungen  fallen  muss,  wenn 
dieselben  brauchbar  seyn  sollen. 

Uebrigens  dtirfen  wir  nicht  vergessen ,  dass  bei  den  Instrumenten 
ausser  der  Deutlichkeit  noch  andere  Dinge  in  Betracht  kommen, 
z.  B.  eine  den  Vergrösserungen  angemessene  Lichtstärke  etc. ,  welche 
daher  benutzt  werden  müssen,  um  zu  überlegen,  wie  weit  man  sich 
in  jedem  einzelnen  Falle  von  den  angegebenen  Grenzen  entfernen  darf. 

Instrumente  mit  mehreren  Oculareinsdtzen. 

1033  Die  Fernröhre  und  zusammengesetzten  Microscope  haben 
oft  die  Einrichtung,  dass  bei  unverändertem  Objective  mehrere  Ocalar- 
einsätze  gebraucht  werden  sollen.  In  diesem  Falle  ist  es  nicht  möglich, 
die  Dimensionen  des  Objectives  so  zu  bestimmen,  dass  der  Anstlmck 
von  n  für  jeden  Oeulareinsatz  besonders  zu  einem  Minimum  wird, 
weil,  die  von  den  Ocularen  herrührenden  Grössen  für  jeden  Oeular- 
einsatz andere  Wertlie  bekommen ,  daher  auch  das  Objectiv  für  jeden 
derselben  eine  andere  Einrichtung  erhalten  müsste,  um  dem  Minimum 
zu  entsprechen.  Es  bleibt  mithin  nichts  Anderes  übrig,  als  das  Ob- 
jectiv so  zu  construiren,  dass  jt  für  sämmtliche  Oculareinsätze  zu- 
sammengenommen zu  einem  Minimum  wird.  Nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  gelangt  man  dazu,  wenn  man  das  einem  jeden 
Oculareinsätze  zügehörige  jt  mit  einem  Factor  multipiicirt,  weicher 
das  demselben  beigelegte  Gewicht  ausdrückt  und  als  eine  Function 
der  Yergrösserung  betrachtet  werden  kann,  wenn  man  femer  die 
Summe  der  so  erhaltenen  Producte  zu  einem  Minimum  macht. 

Hierzu  ist  es  nothwendig,  in  den  ursprünglich  zur  zweiten  Ord- 
nung gehörigen  Coefficienten  L,  M,  G,  fl,  iS  und  T,  in  denen  die 
von  den  Ocularen  herrührenden  Glieder  allein  vorkommen,  die  letz- 
teren von  denjenigen  abzusondern,  welche  sich  auf  das  Objectiv  be- 
ziehen.   Nennt  man  daher 

(F)  das  einem  jeden  Oculareinsätze  beigelegte  Gewicht, 
L  den  dem  Objective  zugehörigen  Theil  von  Li, 
L,  den  von  den  Ocularen  herrührenden  Theil  von  L| 
und  ebenso  in  Bezug  auf  die  übrigen  Coefficienten ,  wobei  jedoch,  V, 
und   Vf   die  bisherige  Bedeutung   behalten,   bezeichnet  man  femer 
durch 

Z  die  Summe  aller  ähnlichen  Grössen  für  sämmtliche  Ocularein- 
sätze, 

so  muss  man  in  (d)  von  Nro.97  L,  M  etc.  mit  CL+L,^^  (ilf  +  ilf^) 
etc.  verwechseln,  sodann  den  ganzen  Ausdruck  mit  (F)  multipliciren 
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und  die  durch  Z  angedeutete  Summe  nehmen,  um  die  Summe  der  a 
für  sämmtliche  Oculareinsätze  mit  Rücksicht  auf  die  ihnen  beigelegten 
Gewichte  zu  erhalten. 

Da  wir  jedoch  bisher  stets  das  arithmetische  Mittel  ans  der 
Summe  der  Quadrate  der  Fehler  mit  Rücksicht  auf  die  ihnen  beige- 
legten Gewichte  genommen  haben,  so  können  wir  auch  hier  so  ver-> 
fahren,  wozu  es  hinreicht,  den  auf  die  vorhergehende  Weise  er- 
haltenen Ausdruck  durch  Z(F)  zu  dividiren.. 

Wir  müssen  aber  hierbei  zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem 
die  Hauptblendung  an  dem  Objective  oder  an  den  Ocularen  angebracht 
ist;  ich  betrachte  jedoch  gegenwärtig  nur  den  ersten  derselben,  da 
bei  dem  zweiten  zum  Theil  andere  Principien  in  Anwendung  kommen. 
In  jenem  Falle  ist  ans  fd)  von  Nro.  ti  ersichtlich,  dass  ÜT^,  1^| 
und  Xj  und  mithin  auch  K  und  R  bloss  von  dem  Objective  abhängen 
und  daher  ebenso  wie  L  etc.  in  Bezug  auf  das  Zeichen  Z  constant 
sind.  Dasselbe  gilt  von  den  Coefficienten  (?,  «,  U^  (L),  (üf),  CA% 
iS)^  ti,  und  von  /  in  dem  Gliede  (T-j-i^O^  da  in  ihnen  bloss  die  von 
dem  Objective  herrührenden  Glieder  beibehalten  worden  sind. 

Dagegen  ändern  sich  f^   W  und  t  in  dem  Gliede  — ^^  bei 

jedem  Oculareinsätze,  so  dass  diese  Grössen,  ebenso  wie  L,  etc., 
in  Ansehung  des  Zeichens  Z  als  veränderlich  betrachtet  werden 
müssen. 

Nimmt  man  nun  in  (d)  von  Nro.  97  die  angegebenen  Substi- 
tutionen vor,  multiplicirt  den  ganzen  Ausdruck  mit  (F),  nimmt  die 
angedeutete  Summe  und  dividirt  dieselbe  durch  ^iV)^  so  entstehen 
dadurch  Glieder  von  zweierlei  Form. 

Die  ersten  derselben  enthalten  die  ursprünglich  zur  zweiten 

Ordnung  gehörigen  Grössen  L,  üf ,  G,  J7,  fif  und  T  und  haben  mit 

(V  %\^ 
— ^  j 

oieuesiaii:  ''^''^ 

Z^a(JB  +  6)» 

zTF)  ^•^ 

wobei  A  und  B  in  Bezug  auf  das  Zeichen  Z  constant,  a  und  b  da- 
gegen veränderlich  sind.  Durch  die  Entwickelung  des  zweitheiligen 
Quadrates  entstehen  hieraus  die  Glieder : 

^2:ar„,  ,  2Bl,ab    ,    Za6n 

welche  durch  Additfon  und  Subtraction  von  ( -= — )  in  dem  incla^ 
virten  Factor  auch  unter  die  Gestalt  gebracht  werden  können : 

ztF)!L*+ztJ  +  ^t-'V.zt>)  i 

Die  beiden  letzten  Glieder  dieses  Ausdrucks  enthalten  bloss 
Grössen,  welche  in  Bezug  auf  das  Objectiv  constant  sind.    Da  nun 
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der  Zweck  der  gegenwärtigen  Untersuchung  nur  der  ist,  die  Di-» 
mensionen  des  Objectivs  so  zu  bestimmen,  dass  es  den  Oculareio- 
Sätzen  zusammengenommen  so  gut  als  möglich  entspricht,  wobei 
vorausgesetzt  wird,  dass  die  Dimensionen  der  Oculare  bereits  auf 
andere  Weise  bestimmt  worden  sind,  so  haben  jene  beständigen  Glieder 
keinen  Einfluss  auf  das  Minimum  von  n  und  können  daher  wegge- 
lassen werden.  Hierdurch  reducirt  sich  der  vorhergehende  Aus- 
druck auf 

^2a  r«  .   2ö61» 


S(F) 


[»+%?]' <►> 

woraus  ersichtlich  ist ,  dass  jedes  Glied  von  der  in  (a)  angenommenen 
Form  ein  correspondirendes  giebt,   welches  daraus  erhalten  wird, 

wenn  man  a  mit  Za,  6  mit  -= —  verwechselt  und  das  Summations- 
zeichen  weglässt. 

Behandeln  wir  hiernach  die  verschiedenen  Glieder,  welche  in 
dem  Ausdrucke  von  n  vorkommen ,  so  giebt  das  erste  derselben  das 
ihm  entsprechende  Glied 

das  zweite  giebt 

das  dritte 

das  vierte 

R*Z(V)V*<p*r,w  ■   ^(.V)V<p*.H,-\> 

das  fünfte 
das  sechste 

*  ^'^^^  L  Tmww — ^J  / 

Der  zweite  Theil  der  in  dem  Ausdrucke  von  n  enthaltenen 
Glieder  begreift  diejenigen  in  sich,  welche  ursprünglich  zur  dritten 
Ordnung  gehören  und  mit  (L)»,  (Jlf)«,  (JV)»,  («)»,  u^^  (?»,  *»,  1/*,  !• 
oder   W*  multiplicirt  sind.     Sie  haben  mit  Ausnahme  der  beiden 


m 
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sammuicn  oie  rorm:  **"^ 

wobei  A  in  Bezog  auf  das  Zeichen  S  constant  ist    Sie  geben  daher 
die  correspondirenden  Glieder: 

^       S(F)        ^* 

In  den  beiden  letzten  jener  Glieder  endlich  flind  t*  und  W* 
Terinderlich :  es  entstehen  mithin  ans  denselben  mit  Weglassung  des 

gemeinschaftlichen  Factors  K—^—j  die  folgenden : 


36 


2(r) 


Sammeln  wir  jetzt  die.  in  CO,  (d)  and  (e)  erhaltenen  Glieder, 
indem  wir  in  (d)  statt  A  nnd  n  die  ihnen  entsprechenden  Werthe 

ans  Cd)  von  Nro.  97  substitniren ,  setzen  wir  sodann  \-^—j     ^  .|f> 

als  gemeinschaftlichen  Factor  heraus,  behalten  den  Buchstaben  n 
för  den  hiemach  umgeänderten  Werth  dieser  Grösse  bei  und  ge- 
brauchen zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen: 


^,  = 
V  «= 

M'  = 

O'  1= 

H'  = 

f    = 


S{V)V*  \ 

•äf  (  K)  V*  <P' 

Jf  ( V)  V* 
£{V)V*<p*  M, 

Z{V)V*f* 
X(V)V*<p*G, 

Z(  V)  V*  f* 

Z(V)V*8, 
£{V)V*<f>*T\ 
X(V)V*t*<p* 
X(V)V*W<p* 

X{  V)  V*  w*  *• 


0) 
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80  erhalten  wir  den  folgenden  Ausdruck  für  die  mittlere  Undeutlich« 
keil  des  Instrumentes  im  Mittel  für  die  verschiedenen  Entfernun^n 
des  Geg^enstandes  und  die  verschiedenen  Oculareinsätze : 

1^[L+L'  +  (?(fÄ'+3Ä>)+(L)A']*        ^ 
(L)»Ä*A» 


+ 


36 


+  Ä«[lf+Af/+(?K(3ll'+i^)+(.Tf)A']* 


+ 


1« 


+  — s — 

^  "»''  ^+8.(fir)*ii»A« 

+  1$:[t+  T-\-r,t  +  I  W^'+  UüfÄ*-(«)A']" 

"•■  8 


+  0 


J600  "*"        «0        "^         4 


+ 


4 


i  + 


Die  Yergleichung  der  vorhergehenden  Formel  mit  (d)  von  Nro.  87 
zeigt,  dass  die  erstere  aus  der  letzteren  durch  mehrere  Yerwechse* 
lungen  entstanden  ist. 

Zuerst  hat  sich  die  Grösse  F,  welche  fSr  einen  Oculareinsats 
galt  und  bei  Fernröhren  die  Yergrösserung  ausdrückt,  nunmehr  in  V^ 
verwandelt  Sodann  wurde  oben  vorausgesetzt,  dass  die  ursprünglich 
zur  zweiten  Ordnung  gehörigen  CoefScienten  L  etc.  für  jeden  Oca-> 
lareinsatz  aus  den  beiden  Theilen  L  und  Lf  etc.  bestehen,  wovon 
der  erste  sich  auf  das  Objectiv,  der  zweite  auf  die  Ocnlare  besieht. 
An  die  Stelle  von  L,  etc.  sind  jetzt  L'  etc.  getreten. 
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Ferner  sind  die  Potenzen  von  (p  mit  den  daraus  abgeleiteten 
Grössen  fn  und  znm  Theil  mit  Quotienten  von  diesen  vertauscht 
worden. 

Endlich  haben  die  auf  den  farbigen  Rand  sich  beziehenden  Cor- 
rectionen  W(p*^  /»<p*  und  W^f*  die  veränderten  Werthe  IT',  t 
und  W^^  erhalten. 

Alle  diese  Grössen  können  vermittelst  der  Formeln  (f)  berechnet 
werden,  wenn  die  Dimensionen  eines  jeden  Oculareinsatzes  zuvor 
bestimmt  worden  sind.  Sie  sind  zu  betrachten,  als  gehörten  sie 
einem  mittleren  Ocnlareinsatze  zu ,  welcher  bei  Berechnung  des  Ob- 
jectivs  gebraucht  werden  muss,  um  die  Dimensionen  desselben  auf 
eine  solche  Weise  zu  bestimmen,  dass  es  den  sammtlichen  Ocular- 
einsatzen  zusammengenommen  im  Mittel  so  gut  wie  möglich  entspricht, 
mit  Rücksicht  auf  die  Gewichte,  welche  den  letzteren  beigelegt  wer- 
den. Macht  man  daher  den  Ausdruck  (g)  von^n  in  Bezug  auf  die 
Dimensionen  des  Objectivs  zu  einem  Minimum,  so  wird  die  Undeut- 
lichkeit,  welche  er  ausdrückt,  im  Mittel  für  alle  Oculareinsätze  so 
klein  als  möglich. 

Wir  müssen  uns  dabei  erinnern,  dass  sich  jener  Ausdruck  un- 
mittelbar auf  die  absolute  Undentlichkeit  bezieht.    Um  ihn  auf  die 

VV  % 
relative  Undentlichkeit  anzuwenden,  mnss  man  ^—  ndt  e^  ver- 
wechseln, mithin                                                     ^^^ 

setzen,  welcher  Werth  in  Bezug  auf  das  Zeichen  2  constant  ist. 

Sollen  alle  Oculareinsätze  gleich  berücksichtigt  werden,  so 
müssen  sie  einerlei  Gewicht  erhalten,  wodurch 

Wird. 

Bezeichnen  wir  durch 

m  die  Anzahl  der  Oculareinsätze, 

so  ist  bei  dieser  Annahme 

^(F)  =  m 

Hierdurch  erhalten  wir  aus  (f)  die  folgenden  Formeln  für  den 
Fall,  dass  bei  gleicher  Berücksichtigung  der  verschiedenen  Ocular- 
einsätze, die  absolute  Undentlichkeit  für  sie  zusammengenommen  so 
klein  als  möglich  werden  soll : 

ZV* 


V^  = 


m 


z  F«  A" 

_  zytL,      ' ^^ 

—      JTF* 
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G' 


H'  = 


S'  = 


r  = 


:sV*<p*G, 
s  V*  <p*  H, 

£V»8, 

S£V* 


EYl^Ii.]  . (h) 


xv*<p* 


w= 


Setzen  wir  dagegen  voraas,  dass  sämmtliche  Oculareinsätxe,  bei 
gleichen  Gewichten ,  zusammengenommen  die  kleinstmöglicbe  relativ« 
Undeutlichkeit  erhallen  sollen,  so  geben  die  Formeln  (0 


L'  = 
Jlf'  = 
G'  = 

8' 


y«  v*,  c\ 

m 
m 

^8, 


(I) 


T'  = 


m 

Ifl 

.  m 


IT'« 


Es  ist  hieraas  ersichtlich,  dass  die  stfirkeren  Tergrösserongen 
mehr  bei  der  Annahme  der  ersten  als  der  zweiten  der  vorhergehen- 
den Werthe  berücksichtigt  werden,  indem  diejenigen  Grössen,  welche 
in  den  Summen  der  letzteren  vorkommen,  jedesmal  mit  F*  multiplicirt 
werden  müssen,  um  die  entsprechenden  Grössen  in  Bezug  auf  die 
ersteren  zu  erhalten. 
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Instrumente,    bei  welchen  nicht   sämmtliche  Strahlenhündel 

ungehinderten  Durchgang  finden. 

1043  Bei  den  bisherigen  Untersuchan^en  wurde  angenommen, 
dass  die  Strahlenbündel,  welche  von  sämmtliehen,  innerhalb  des 
Gesichtsfeldes  liegenden  Punkten  des  Gegenstandes  ausgehen  und 
deren  Lage  und  Querschnitt  durch  die  Uauptblendung  bestimmt  wer- 
den, ungehinderten  Durchgang  durch  das  Instrument  finden,  die 
Lichtstärke  mithin  für  das  ganze  Gesichtsfeld  unveränderlich  ist 
Wir  haben  jedoch  in  Nro.  59  und  65  gesehen,  dass  jene  Annahme 
in  zwei  Fällen  unstatthaft  ist,  einmal  wenn  kein  wirkliches  Bild  in 
dem  Instrumente  zu  Stande  kommt,  und  dann,  wenn  zwar  das 
letztere  stattfindet,  der  freie  Durchgang  sämmtlicher  Strahlenbändel 
aber  durch  eine  zu  enge  Blendung  verhindert  wird.  In  beiden  Fällen 
ist  die  Lichtstärke  nur  in  dem  inneren  Theile  des  Gesichtsfeldes 
unveränderlich,  dessen  Halbmesser  vermittelst  der  Formeln  (f)  von 
Nro.  59  berechnet  werden  kann;  von  da  an  nimmt  sie  aber  bis  zur 
äussersten  Grenze  des  Gesichtsfeldes  fortwährend  ab.  Untersuchen 
wir  daher,  welchen  Einfluss  dieser  Umstand  auf  die  Deutlichkeit 
äussert.    Zu  dem  Ende  sey 

q  der  Halbmesser  der  Blendung,  welche  im  ersten  Falle  das  Ge- 
sichtsfeld begrenzt,  im  zweiten  dagegen  eine  für  den  Durch- 
gang der  sämmtlichen  Strahlenbündel  unzureichende  Oeff- 
nung  hat, 

<f>  der  einem  beliebigen  Punkte  des  Gegenstandes  zugehörige 
Werth  von  <p, , 

«  die  in  der  Ebene  der  y%  liegende  Ordinate  des  Durchschnitts- 
punktes zwischen  dem  durch  (p  bestimmten  Hauptstrahle  und 
der  Ebene  der  Blendung, 

^'  die  in  der  Ebene  der  Blendung  gemessene  Entfernung  zwischen 
den  Durchschnittspunkten  des  Hauptstrahles  und  des  von  dem- 
selben Punkte  des  Gegenstandes  ausgehenden  allgemeinen 
farbigen  Strahles, 

9  der  Winkel,  welchen  ^'  mit  der  Verlängerung  von  v  macht. 

Zuerst  ist  es  nöthig,  die  Relationen  zwischen  v,  ^'  und  9 
and  denjenigen  Grössen  aufzusuchen,  durch  welche  die  Lage  der 
Strahlen  bisher  bestimmt  wurde.  Diese  Relationen  sind  in  den  Glei- 
chungen (a)  und  (b)  von  Nro.  59  enthalten,  wenn  darin  it,,  (^|, 
ei  und  V,  nach  der  gegenwärtigen  Bezeichnung  mit  JR,  (^,  ^'  und  v 
verwechselt  werden.  Da  die  übrigen  Grössen,  welche  in  jenen 
Gleichungen  vorkommen,  bei  einerlei  Einrichtung  des  Instrumentes 
unveränderlich  sind,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  daraus  folgenden 
Werthe  von  R  und  tp  unter  die  Gestalt  gebracht  werden  können : 

wobei  r  und  (  zwei  Constanten  bezeichnen. 
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Der  Winkel  9  ist  einerlei  mit  dem,  welcher  bisher  dnreh  dieses 
Buchstaben  bezeichnet  wurde. 

Nach  den  alle^irten  Gleichungen  ist,  je  nachdem  die^Stelliuig 
der  Blendung  auf  die  ihr  vorhergehende  oder  folgende  Fläche  be- 
zogen wird, 

Vj  (S  +  Oi 


f  = 


9i 

v,{g—g\  (y  +  Oi 


Cb) 


Vi  Cc  —  c)i+t  (c  —  <Oi+t 


Ff+i  cüi  (c  -  iOi+i 

worin  statt  t  der  Index  der,  der  Blendung  vorhergebenden  brechen- 
den Fläche  zu  nehmen  ist 

Substituirt  man  die  Werthe  (a)  in  den  Gleichungen  (d)  von 
Nro.  68,  so  behalten  dieselben  in  Bezug  auf  die  veränderlichen  Grössen 
einerlei  Gestalt;  nur  sind  darin 

R    mit    / 

<f>        •    •    •    V 

K  .  .  .  Kt 
L  .  .  .  Lr» 
M  .  .  .  Mx*t 

JV  .  .  .  NvT 
O    .  .  .  Ox*f 

(?    .  .  .  (?r*      ) Cc) 

8    •  •  •  8x 

9       .   .    .  8t 

U  .  .  .  Ux" 
T   .  .  .  Tvt 
i     .  .  .  ixt 
W  .  .  .  Wx'V 
J    .  .  .  Jx 

verwechselt.  Geben  wir  daher  den  beständigen  Coefficienten  diese 
neuen  Werthe,  so  können  wir  die  erwähnten  Gleichungen  ungeindeit 
beibehalten  und  nur  darin  R  mit  ^'  und  (p  mit  v  verwechseln.  Hier- 
durch werden  die  Gleichungen  der  gebrochenen  Strahlen  durch  Uater 
Grössen  ausgedrückt,  welche  sich  auf  die  Blendung  beziehen. 
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Um  auf  den  gegenwärtigen  Fall  die  in  Nro.  79  gebrauchte 
Methode  anzuwenden,  müssen  wir  aus  jenen  Oieichnngen  zuerst 

r*  =  y«  -|-  or« 

berechnen,  sodünn  diese  Grösse  mit  iddv  multipliciren  und  innerhalb 
der  angegebenen  Grenzen  integriren ,  wodurch  auch  hier  alle  Glieder 
wegfallen,  welche  die  erste  Potenz  von  8v  enthalten,  die  übrigen 
Potenzen  ^V"*  dagegen  sich  in  8^  verwandeln. 

•Der  auf  diese  Weise  abgeänderte  Ausdruck  von  r',  welchen 
wir  oben  mit  r^  bezeichnet  haben,  muss  nunmehr  mit 
^d.R^d^f  =  ar*rf.^'*rfW 

multiplicirt  und  zweimal,  sowohl  in  Bezug  auf  9  als  auf  ^',  integrirt 
werden.  Hinsichtlich  der  Grenzen  dieser  Integrale  können  wir  jedoch 
die  folgenden  Bemerkungen  machen. 

So  lange  nur  von  einem  leuchtenden  Punkte  die  Rede  ist,  hat  (p 
und  folglich  auch  v  einen  bestimmten  Werth.  Die  letztere  Grösse 
giebt  die  von  der  Axe  des  Instrumentes  aus  gemessene  Entfernung 
an,  in  welcher  die  Axe  des,  jenem  Werthe  von  <(>  und  der  Oeifnung 
und  Stellung  der  Hauptblendung  entsprechenden  Strahlenkegels  die 
Ebene  der  hier  betrachteten  Blendung  durchschneidet.  Denken  wir 
uns  nun  den  Querschnitt  des  Strahlenkegels  an  dieser  Stelle  in  un-* 
zählig  viele  concentrische  Ringe  getheilt,  so  drücken  ^'  und  d^^  den 
Halbmesser  und  die  Breite  eines  solchen  Ringes  aus.  Da  ferner  der 
Halbmesser  der  Blendung  =  ^  ist,  so  liegt  der  erwähnte  Ring  ganz 
innerhalb  der  Oeffnung  der  letzteren,  so  lange  ^'  kleiner  als  Q — v) 
ist.  In  diesem  Falle  gehen  sämmtliche  zu  dem  Ringe  gehörige 
Strahlen  ungehindert  durch  das  Instrument;  die  Integrale  in  Bezug 
auf  9  müssen  daher  ebenso  wie  in  Nro.  79  auf  den  ganzen  Ring 
ausgedehnt,  d.  h.  innerhalb  der  Grenzen  ¥  =  0  und  9  =i  2n  ge- 
nommen werden,  wodurch  auch  hier  die  darin  enthaltenen,  von  sin  W 
und  CO»  W  abhängigen  Glieder  wegfallen ,  in  den  übrigen  aber  sich  W 
in  2n  verwandelt. 

Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  q'  grösser  als  Q — v)  wird. 
In  diesem  Falle  liegt  ein  Theil  des  Ringes  ausserhalb  der  Oeffnung 
der  Blendung,  wodurch  die  zu  demselben  gehörigen  Strahlen  aufge- 
halten werden.  Die  Integrale  in  Bezug  auf  W  dürfen  daher  jetzt 
nur  auf  denjenigen  Theil  des  Ringes  ausgedehnt  werden ,  der  inner- 
halb der  Oeifhung  der  Blendung  liegt. 

Denken  wir  uns,  um  die  Grenzen  der  Integrale  hiernach  zu 
bestimmen,  ein  Dreieck  construirt,  dessen  Seiten  r,  ^  und  ^'  sind 
und  nennen  9  den  äusseren  Winkel ,  welchen  ^'  mit  der  Verlängerung 
von  V  bildet,  so  ist  ersichtlich,  dass  dieser  besondere  Werth  von  ¥ 
derjenige  ist,  welcher  dem  Durchschnitte  des  Ringes  mit  dem  Um- 
fange der  Blendung  zuge'hört  und  daher  die  erste  Grenze  der  Inte- 
grale bildet    Er  ist  durch  die  Gleichung  gegeben : 

coslf  =   ^~y~(^ ^4S 
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Um  die  zweite  Grenze  der  Integrale  za  finden,  müssen  wir  Auf 
der  entgeg:engesetzten  Seite  von  v  ein  symmetrisch  liegendes  Dreieck 
aus  denselben  Seiten  construirt  denken ;  der  ihm  entsprechende  Werth 
von  W  bestimmt  alsdann  den  zweiten  Durchschnitt  des  Ringes  mit 
dem  Umfange  der  Blendung  und  bildet  daher  die  zweite  Grenze  der 
Integrale.  Da  in  den  allgemeinen  Formeln  ¥  von  der  Verlängerung 
von  V  an  nach  einerlei  Richtung  bis  zu  2n  fortgezählt  wird,  so  ist 
dieser,  der  zweiten  Grenze  zugehörige  Werth  =  (2it  —  W),  wobei 
W,  ebenso  wie  bei  der  ersten  Grenze,  den  durch  die  Gleichung  (d) 
gegebenen  speciellen  Werth  bezeichnet. 

Wir  haben  in  (g)  und  (h)  von  Nro.  79  gesehen,  dass  die  all- 
gemeinen Integrale  in  Bezug  auf  W  nur  Glieder  von  folgenden  drei 
Formen  enthalten : 

a  W 

b  sin  W  co«**^'  ^f 

c  *m*"**  W 


#*_ 


f. 


das.  allgemeine  Integral  von  r*  d^  kann  daher  durch  den  Ausdruck 

dargestellt  werden ,  in  welchem  £  die  Summe  aller  ähnlichen  Glieder 
bezeichnet.  Nehmen  wir  jetzt  dasselbe  innerhalb  der  angegebenen 
Grenzen,  so  verwandelt  es  sich  in 

—  2-yc«tV-+*W  1 

worin  W  nunmehr  den  durch  die  Gleichung  (d)  bestimmten  Werth 
dieser  Grösse  bezeichnet. 

Die  von  9  unabhängigen  Coefficienten  a,  b  und  c  enthalten  als 
Factoren  verschiedene  Potenzen  von  ^'  und  v,  deren  Exponenten  der 
weiteren  Integration  wegen  näher  bestimmt  werden  müssen ,  so  weit 
es  im  Allgemeinen  geschehen  kann.  Hierzu  können  wir  die  folgen* 
den  Bi  mcrkun^en  machen. 

Die  Potenzen  von  ^',  mit  welchen  die  verschiedenen  Glieder  der 
Gleichungen  (d)  von  Nro.  68  nach  der  Verwechselung  von  R  und  (p 
mit  ^'  und  v  multiplicirt  sind,  haben  Exponenten,  welche  der  Summe 
der  Exponenten  der  in  denselben  Gliedern  enthaltenen  Potenzen  von 
stn?  und  co«?  entweder  gleich  sind,  oder  sie  um  ein  Vielfaches 
von  2  übertreffen.  Bei  dem  aus  jenen  Gleichungen  abgeleiteten  Aus- 
drucke von  r'  findet  daher  dasselbe  statt;  nur  vermindern  sich  die 
Dimensionen  von  «tnW  und  cos  9  in  manchen  Gliedern  um  2.  weil 
y  und  X  Glieder  von  der  Form  a  co«W  und  a  sinl^  haben,  welche 
in  r*  oder  (y^-j-x^)  nur  das  einzige  Glied  a*  hervorbringen.  Hier- 
durch wird  aber  die  angegebene  Relation  nicht  abgeändert.    Endlich 
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ist  ans  (g)  und  (h)  von  Nro.  79  ersichtlich ,  dass  nach  der  Integration 
in  Bezug  aof  ^  aus  jedem  Gliede  mehrere  andere  entstehen,  in  denen 
die  Dimensionen  in  Ansehnng  von  mt?  and  co^W  entweder  nnge- 
&ndert  bleiben  oder  um  ein  Vielfaches  von  2  abnehmen,  so  dass  auch 
hiernach  die  erwähnte  Relation  bestehen  bleibt.  Dasselbe  gilt,  wie 
man  sich  leicht  aus  den  zuerst  allegirten  Gleichungen  überzeugen 
kann ,  auch  von  den  Potenzen  von  v  Wenden  wir  daher  diese  Re- 
sultate auf  die  Coefflcienten  in  (f)  an ,  so  sehen  wir,  dass  sie  nur  die 
Gestalt  haben  können: 

b  =^  B  ^^^^  !,«+»-+•  ' (g) 

wobei  k  und  /  in  den  einzelnen  Gliedern  verschiedene  Werthe  er- 
halten.   Hierdurch  wird  das  Integral  (f) 

^        —  22 Äe'**  v"  Ce' u  sin  W)  (e'  V  C09  W)«-+V     •    •    *^ 
—  22  Ce'**  V*'  Ce'  t)  nn W)*-+*  \ 

Dieses  Integral  ist  für  alle  Ringe  gültig,  deren  Halbmesser  f 
grösser  als  (e  —  v)  ist  Bei  den  übrigen  Ringen,  welche  kleinere 
Halbmesser  haben ,  fallen  nach  dem  oben  Gesagten  alle  Glieder  weg, 
die  von  «m?  und  co^W  abhängen;  in  denjenigen  dagegen,  welche 
den  Bogen  9  enthalten,  verwandelt  sich  dieser  in  2k.  Hiernach 
bleibt  in  dem  vorhergehenden  Integrale  nur  das  erste  mit  2n  multi- 
plicirte  Glied  übrig  und  es  wird 

ß^r^dW  =  ZA^'^v''.2n (i) 

welches  Integral  für  alle  Ringe  gilt,  deren  Halbmesser  ^'  kleiner 
als  (^  —  v)  ist. 

1053  Die  in  (h)  und  (i)  der  vorhergehenden  Nummer  gefundenen 
Integrale  müssen  jetzt  mit  d .  ^^  multiplicirt  und  in  Bezug  auf  e'  in- 
tegrirt  werden,  um  sie  auf  den  ganzen  Strahlenbündel  auszudehnen. 

Da  das  Integral  (i)  für  alle  Ringe  gilt,  bei  welchen  <^  kleiner 
als  (e  — v)  ist,  das  Integral  (h)  dagegen  für  diejenigen,  bei  welchen  f 
grössere  Werthe  hat ,  so  sind  die  Grenzen  bei  dem  ersteren  Integrale 

e'  =  0  und  e'  =  (C  —  v) 
bei  dem  letzteren  Integrale  dagegen 

e'  =  (e— ti) 

und  der  äusserste  Werth  von  ^',  für  welchen  ich  diesen  Buchstaben 
nach  der  Integration  beibehalte. 

Man  findet  jenen  äussersten  Werth  sehr  leicht  aus  (a)  der  vor- 
hergehenden Nummer,  wenn  man  darin  statt  R  seinen  äussersten 
Werth  aus  (e)  von  Nro.  79  substituirt,  wonach 

<''=Ql^),"7='(7:^),f" f*' 

wird  und  r  durch  (bj  der  vorhergehenden  Nnmiaet  %«%<bVk«b.  Sax* 


'•« 


491  ACHTES  KAPITRL. 

Ferner  ist  v  bei  einem  nnd  demselben  Strahlenbflndel ,  niithki 
auch  bei  der  Integration  in  Bezug  auf  (^  constant. 

Wir  erhalten  daher  zuerst 

rf,g^^S.4g^t>«,t»  x=V  ^g  ^^_^^  .    .    .    .    Cb) 

Dieses  Integral  muss  in  (i)  von  e'  s=  0  bis  e'  =  (?  —  v)  ge- 
nommen werden ;  es  bildet  aber  auch  das  erste  Glied  von  (h) ,  wobei 
die  Grenzen  q'  =  (^  —  v)  und  e'  =:  e'  sind.  Vereinigt  man  diese 
beiden  Theile,  so  entsteht  daraus  weiter  nichts,  als  der  Ausdruck  (b) 
in  welchem  nunmehr  unter  q'  der  durch  (a)  gegebene  äusserste  Werth 
zu  verstehen  ist. 

Um  die  Integrale  in  Bezug  auf  die  übrigen  in  (h)  der  vorfaerw 
gehenden  Nummer  enthaltenen  Glieder  zu  finden,  muss  9  durch  ^ 
ausgedrückt  und  eine  die  Integration  erleichternde  Bezeichnung  ein- 
geführt werden.    Zu  diesem  Ende  setze  ich 

ar  =  e'*— (e*  +  v«J  • (c) 

Hierdurch  wird  mit  Rücksicht  auf  den  in  (d)  jener  Nummer 
gegebenen  Werth  von  cos^ 

e'»  =  e«  +  i;«  +  a? 
e'.co,w  =  _i«i^ 


e'v«nW  ==  — ^—^ 


An  der  ersten  Grenze  der  Integrale  ist 

€'  =  e— w 

folglich 

X  =  —  2qv 

W  =  0 

An  der  zweiten  Grenze  dagegen  bekommen  die  beiden  letzten 
Grössen  diejenigen  Werthe,  welche  aus  (c)  und  aus  (d)  der  vorher«» 
gehenden  Nummer  folgen,  wenn  darin  unter  ^  der  durch  (a)  ge- 
gebene fiusserste  Werth  dieser  Grösse  verstanden  wird.  Yermittelat 
jener  Werthe  erhalten  wir  daher 

fq'^^d.q'*  =  fce  +  v^-^x-)^  9dx  ^ 

=  — f+T J  — Trn — rf^     }  •  ^* 

■7 
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j 


.  (d) 


^  rrf J?  C<*  +  «*  +  ary  V(4  e»  v*—a*y^' 


Setzt  man  nun  zur  Abknrzon^ 
a  =  2«v 


(e) 


so  wird  die  Summe  der  ans  (h)  und  (i)  der  vorhergehenden  Nanuner 
entstehenden  Integrale  durch  Substitution  der  Werthe  (b),  cd)  und  (e) : 


/' 


Die  in  diesem  Ausdrucke  enthaltenen  Integrale  lassen  sich  leicht 
finden,  wenn  man  die  inclavirten  Factoren  entwickelt  und  dann  die 
einzelnen  Glieder  integrirt.    Sie  hängen  theils  von  r,  theils  von  dem 

Bo^en  ab^  dessen  Cosinas  = ist.    Nennt  man  diesen  Bogen  ^^y 

so  ist  ^  I    •       #• 

co,^  =  -- — %^^      (gy 

and  es  ist  ersichtlich ,  dass  ^p  den  Winkel  in  dem  oben  an^gebenen 
Dreiecke  bezeichnet,  weicher  der  Seite  ^  ^egen  ober  steht.  Sowohl 
r  als  ^  verschwinden  an  der  ersten  Grenze  der  Intej^rale;  an  der 
zweiten  dagegen  mass  in  den  Ausdrücken  derselben ,  ebenso  wie  bei 
den  äbrigen  Grössen,  statt  e'  der  äusserste  Werth  genommen  werden. 

Vermittelst  der  bekannten  Redactionsformeln  erhalten  wir  hier- 
nach die  folgenden  Aasdrocke,  in  denen  sämmthche  Integrale  be- 
grilTen  sind,  welche  nach  vorheriger  Entwickelang  in  den  einzelnen 
Gliedern  von  CO  vorkommen : 

r        ~        2n+l 

VY  tn  (2n— 2) (»n— ftt+2)  g*"  a?*^"  r 

2Ji      C«n+l)(2n— 1)....(2w— «n+D  /   -^"^ 


/ 


/ 


n 

dx 
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T      ~       '    2n 


VT^*  (»n— 1)  (»n— 8) (2n— 2n+l)  a'°  ar^ 

^i  «n  (2n— 8) ....  (2n— 2n) 

n 

(2n— I)  (2n--8)  ....8.1    ^ 
■^      2n(2n— 2} 4.2      *   "^ 


f^' 


2n+2m+3 

VT      2  n (2n— 2) (2 n— 2n+2)  g*"  ar*-*"  r*-^ 

-2.^1  (2n+2m+3)  (2n+«m+l) (2n+2ifi— 2n-f3)| 

f^^'dx^-^^^^^  )(h) 

_  Y^-»  (2  n— n  (2n-~3) ....  (2n— 2w+l )  g*"  a?»-»""^ . 
^Ijt     C2n+2m+2)  (2  n+2m) ....  (8«-f.2iii— 2n4-2j| 

"  (2n-l)(2n-3)....3.1.g«-        - 
^  C2n+2ifi+2)  (2n+2m) ....  (2m+4)  -^ 

yr»  (2m+l)  (2m— I) ....  (2m— 2w+3)  a'"  a?  r*-^"^^ 
■^  ^i  (2m+2)  2  m (2  m— 2n+2) 

n 

,    (2m+l)  (2m— !).... 3.1    ^^ 
"^      C2m+2)2m....4.2      "      "^ 

Werden  vermittelst  dieser  Formeln  die  in  (0  angedeuteten  Inte- 
grationen ausgeführt,  der  ganze  Ausdruck  sodann  mit  $(  r*  multiplicirl,  so  ' 
ist  das  Resultat  diejenige  Grösse ,  welche  in  Nro.  79  mit  f^  bezeichnet 
wurde.  Um  hieraus  e  abzuleiten ,  haben  wir  daselbst  r*  durch  die 
Anzahl  der  in  dem  Strahlenbändel  enthaltenen  Strahlen,  d.  h.  durch 
ilS^fd.R^ftmf  =3(A*2)r»o  dividirt,  da  diese  Grösse  bei  der 
folgenden  Integration  in  Bezug  auf  <(>  constant  war  und  der  Aasdruek 
von  e  dadurch  vereinfacht  wurde.  Im  gegenwärtigen  Falle  musste 
jener  Divisor  durch  31  r*Jo/rf.e''/rf'P  ersetzt  werden,  wenn  man 
auf  gleiche  Weise  verfahren  wollte,  welches  jedoch  nnzweckmässig 
ist,  da  die  angedeuteten  Integrale  innerhalb  der  oben  angegebenen 
Grenzen  genommen  werden  müssen  und  dadurch  von  v  abhängig 
werden.  Es  ist  daher  vorzuziehen,  r*  nur  durch  die  beständigen 
Factoren  des  erwähnten  Divisors ,  nämlich  durch  3(  r*  ^o  zu  dividiren, 
wodurch  sich  r*  in  das  Integral  (f)  verwandelt,   mit  der  einzigen 

Abänderung,  dass  darin  sämmtliche  9.  mit  -j^  verwechselt  werden. 

Nach  dieser  Verwechselung  vertritt  daher  das  Integral  CO  die 
Stelle  der  am  angeführten  Orte  mit  e  und  in  Nro.  81  mit  (e)  be» 
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zeichneten  Grösse,  and  soll  künftig  unter  dem  letzteren  Bachstaben 
verstanden  werden,  wonach 

(B)  =  Sä.q"f~  dV (i) 

ist. 

IO63  Bei  der  vorhergehenden  Bestimmang  von  (e)  lag  die  Vor- 
aussetzung zu  Grunde,  dass  der  Hauptstrahl  als  Axe  des  Strahlen- 
bündels angenommen  wird.  Diese  Voraussetzung  ist  aber  gegen- 
wärtig um  so  weniger  zulässig,  da  durch  die  Blendung  ein  desto 
grösserer  Theil  des  Strahlenbündels  aufgehalten  wird,  je  näher  sich 
der  ihm  entsprechende  leuchtende  Punkt  bei  der  Grenze  des  Ge- 
sichtsfeldes befindet,  so  dass  der  Hauptstrahl  zuletzt  ausserhalb  des 
wirksamen  Theiles  des  Strahlenbündels  liegt.  Es  ist  daher  noth- 
wendig,  den  Ausdruck  von  (e)  nach  der  in  Nro.  81  gebranchten 
Methode  so  umzuändern,  dass  diejenige  Linie  als  Axe  des  Strahlen- 
bündels angenommen  wird,  welche  die  Undeutlichkeit  so  klein  als 
möglich  macht,  wodurch  sich  (e)  nach  der  daselbst  gewählten  Be- 
zeichnung in  e  verwandelt. 

Wir  müssen  uns  dazu  der  in  der  allegirten  Nummer  gefundenen 

Gleichung 

r»  ==  (r)«— 2(y)9  +  9» («) 

bedienen,  worin  (r)  und  (y)  die  aas  (d)  von  Nro.  68  folgenden 
Werl  he  vonr*  und  y,  9  dagegen  eine  von  }y,  W  und  ^  unabhängige 
Grösse  bezeichnet.  ^ 

Um  nun  von  r*  zu  e  überzugehen ,  ist  weiter  nichts  erforderlich^ 
als  in  sämmtlichen  Gliedern  von  (a)  die  in  den  vorhergehenden 
Nummern  angegebenen  Veränderungen  vorzunehmen,  d.  b.  zuerst 
alle  Glieder  wegzulassen ,  welche  die  erste  Potenz  von  9  v  enthalten, 

in  den  übrigen  dagegen  ^y"  mit  -^^  zu  verwechseln,  sodann  den 

ganzen  Ausdruck  mit  d.q^ </9  zu  multipliciren  und  zweimal  innerhalb 
der  angegebenen  Grenzen  zu  integriren. 

Hierdurch  verwandeln  sich  r*  und  (r)^  in  e  und  (e).  Bezeichnet 
man  ferner  durch  [y]  denjenigen  Werth ,  welchen  (y)  durch  die  erste, 
auf  dv  sich  beziehende  Abänderung  bekommt,  und  bemerkt,  dass  9 
durch  dieselbe  keine  Modification  erleidet,  so  erhält  man  aus  (a)  die 
folgende  Gleichung: 

B=  C€i)-2pfde'*f[y]d9  +  p^fde'fdV   .    .    .    (b) 

Wenden  wir  diese  Gleichung  zuerst  an,  um  9  auf  eine  solche 
Weise  zu  bestimmen,  dass  e  dadurch  zu  einem  Minimum  wird,  wie 
es  beabsichtigt  wurde,  so  folgt  daraus 

^-'fd.rjdw    ^^^ 
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und  wenn  dieser  Werth  in  (b)  substituirt  wird, 

®-^®^ /rf.e'*/rfw        ^""^ 

Der  vorhergehende  Werth  von  p  dient  femer  dazu ,  die  Gleichang 
der  Axe  des  Strahlenbündels  zu  finden.  Wir  haben  nämlich  in  CO 
von  Nro.  81  gesehen,  dass  die  der  Abscisse  «i  zugehörigen  Coor- 
dinaten  desjenigen  Punktes,  welcher  nunmehr  als  Ursprung  der  r 
angenommen  worden  ist  und  daher  in  der  Axe  des  Strahlen bändds 
liegt,  durch  die  Gleichungen 

y  ==  (y)  +  9  ) 

!     .    .    4 (e) 

X  =  (or)  =  0\ 


//        -ff 


gegeben  sind,  in  welchen  (y^  und  (or)  die  in  (h)  von  Nro.  78 
fundenen  Coordinaten  des  Hauptstrahles  bezeichnen.  Die  Gleichungen 
(e)  gehören  daher  nach  vorheriger  Substitution  des  in  (c)  erhaltenen 
Werthes  von  p  der  Axe  des  Strahlenbündels  zu  und  es  ist  ersichtlich, 
dass  diese  Axe  auch  in  dem  gegenwärtigen  Falle  eine  gerade  Linie 
ist,  da  sowohl  (jr)  als  (y)  die  Form  (Ca^i-f^)  haben,  welche  nach 
den,  von  Zi  unabhängigen  Integrationen,  wodurch  man  von  (jf)  %ii  p 
übergeht,  bestehen  bleibt. 

Endlich  können  wir  vermittelst  des  Ausdruckes  von  e  die  Lan^e 
des  dem  leuchtenden  Punkte  zugehörigen  Bildes  und  dann  die  Glei- 
chung für  die  erzeugende  Curve  der  Bildfläche  bestimmen.  Wir  haben 
nämlich  oben  gesehen ,  dass  der  Ort  des  Bildes  gefunden  wird ,  wenn 
man  in  dem  inclavirten  Factor  von  e  die  Abscisse  z  durch  die  Be- 
dingung bestimmt,  dass  dadurch  jener  Factor  zu  einem  Minimum 
wird.  In  demselben  kommt  aber  keine  andere  von  z  abhängige 
Grösse  vor,  als  j,  welche^  vermöge  (a)  von  Nro.  82  durch  den  Aus- 
druck gegeben  ist: 

Ferner  ist  ersichtlich,  dass  der  inclavirte  Factor  von  »  die 
Gestalt  hat : 

B  =  A  +  2Bi+Ci* (0 

wobei  A,  B  und  C  von  {  unabhängig  sind. 

Für  das  Minimom  in  Bezuje^  auf  }  ist  daher 
0  =  B+Ci 


mithin 


und 


B 

i^  =  7  +  «7  +  -c    •   •  •  • <^> 
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wodurch  die  Abscisse  des  Bildes  bestimmt  wird.  Seine  beiden  äbrieen 
Coordinaten  y  and  x  erhält  man  sodann  vermittelst  der  Gleichungen 
(e) ,  wenn  man  in  der  ersteren  derselben  statt  %  seinen  Werth  ans  (g) 

sabstitairt  und  D —  =  0  setzt. 

Die  Gleichung  für  die  erzeugende  CurA^e  der  BildflAche  folgt  aus 
(g),  wenn  darin  (p  und  das  davon  abhängende  v  vermittelst  des  Aus- 
druckes von  y  eliminirt  werden,  wobei  es  erlaubt  ist,  in  dem  letz- 
teren alle  Glieder  von  der  Ordnung  der  Abweichungen  zu  vernach- 
lässigen. Demungeachtet  ist  jene  Gleichung  wegen  der  durch  die 
Integration  eingeführten  Kreisbögen  sehr  complicirt. 

In  Bezug  auf  die  Ausführung  der  in  (c)  und  (d)  angedeuteten 
Integrationen  können  wir  die  folgenden  allgemeinen  Bemerkungen 
machen.  Wir  sehen  aus  (d)  von  Nro.  68,  dass  f{y]d^  die  in  den 
Gleichungen  (e)  und  (g)  von  Nro.  104  vorausgesetzte  Form  hat, 
mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  in  manchen  Gliedern  die  Di- 
mension von  V  um  eine  Einheit  zu  niedrig  ist.  Da  jedoch  die 
letztere  Grösse  bei  den  Integrationen  als  constant  betrachtet  wird, 
so  kann  dieser  Nachtheil  dadurch  beseitigt  werden,  dass  man  den 
Ausdrücken  von  y  und  e  die  Gestalt  giebt : 

^       fd.e'SWvdlf 

v^Jd.^'^fdlf 

worauf  die  Integrationen  leicht'  nach  der  angegebenen  Methode  aus- 
geführt werden  können. 

1073  Der  in  der  vorhergehenden  Nummer  gefundene  Ausdruck 
von  e  giebt  die  Undeutlichkeit  in  Bezug  auf  denjenigen  Punkt  des 
Gegenstandes  an,  welchem  der  darin  enthaltene  Werth  von  v  ent« 
spricht.  Um  ihn  auf  den  ganzen  Gegenstand  auszudehnen,  müssen 
wir  uns  der  in  Nro.  90  gebrauchten  Methode  bedienen. 

Vermöge  (a)  dieser  Nummer  ist  es  hierzu  erforderlich,  jenen 
Ausdruck  mit  ^c\itd.(p^  oder  nach  der  gegenwärtigen  Bezeichnung 
mit  93c?)rr*f*rf.v*  zu  multiph'ciren  und  zu  integriren.  Das  auf  diese 
Weise  erhaltene  Integral  hatten  wir  an  dem  angeführten  Orte  mit 
fdc\K(f^  dividirt,  um  das  arithmetische  Mittel  aus  den  H  zu  finden, 
welche  den  sämmtlichen  Punkten  des  Gegenstandes  zugehören.  Im 
gegenwärtigen  Falle  würde  95  cj  jt  r*  f* / rf .  v*  /  rf .  e''  /  rf^  ä«  die 
Stelle  jenes  Divisors  treten  ^  wenn  dasselbe  Verfahren  stattfinden 
sollte,  weil  wir  bei  e  den  Divisor  fd.q'^fdV  weggelassen  haben: 
Es  ist  jedoch,  ebenso  wie  bei  e,  nicht  zweckmässig,  einen  solchen 
complicirten  Divisor,  welcher  den  Ausdruck  der  Undeutlichkeit  keines- 
wegs vereinfacht,  anzuwenden,  daher  ich  auch  hier  nur  die  beständigen 
Factoren  des  Integrals,  SBcfirr*!*)  weglasse.    Demnach  ist,  wenn 
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man  den  Bachstaben  n  in  dieser  abgeänderten  Bedeutang  g^ebrancht, 
die  Undeutlicbkeit  in  Bezug  auf  das  ganze  Gesichtsfeld  durch  den 
Ausdruck  gegeben: 

n  =  Sed.v^ (ä) 

Wir  haben  in  der  vorhergehenden  Nummer  gesehen,  dass  e 
aus  zwei  Theilen  besteht,  deren  erster  mit  (e)  bezeichnet  wurde. 
Er  bringt  in  n  den  Theil 

n  =  fCe)d.v^ (b) 

hervor,  mit  welchem  wir  uns  zuerst  beschäftigen  wollen. 

Vermöge  (f)  und  (0  von  Nro.  105  enthält  (s)  Gh'eder,  welche 
mit  2it  multiplicirt  sind.  Diese  Glieder  kommen  bei  allen  Strahlen- 
bündeln vor  und  unterscheiden  sich  nur  durch  den  Jedesmaligen  Werth 
von  V .  Da  nun  die  Integrale  auf  sämmtliche  Strahlenbündel  ausge- 
dehnt werden  müssen ,  so  sind  sie  bei  jenen  Gliedern  von  v  =  0  bis 
zu  dem  äussersten,  an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  stattfindenden 
Werthe  dieser  Grösse  zu  nehmen.  Dasselbe  würde  auch  von  den 
übrigen  Gliedern  gelten ,  wenn  sie  bei  allen  Werthen  von  v  vorhan- 
den wären.  Diese  Glieder  beziehen  sich  aber  auf  denjenigen  Theil 
des  Strahlenbündels,  welcher  durch  die  Blendung  aufgehalten  wird, 
und  es  ist  ersichtlich,  dass  im  Innern  des  Gesichtsfeldes,  von  t;  =  0 
bis  zu  v  =  (e  —  cO,  der  ganze  Strahlenbündel  ungehindert  durchgeht, 
in  dem  äusseren  Ringe  des  Gesichtsfeldes  dagegen,  von  v  =  (S  —  €0 
bis  zu  V  =  (C  +  cO ,  theilweise  durch  die  Blendung  seine  Wirksam- 
keit verliert,  dass  endlich  bei  noch  grösseren  Werttien  von  v  gar 
keine  Strahlen  mehr  durch  das  Instrument  gelassen  werden.  Das- 
selbe folgt  auch  aus  den  analytischen  Formeln.  Der  Ausdruck  von  (e) 
enthält  nämlich  vermöge  (f)  und  (hj  von  Nro.  105,  nach  der  Aus- 
fuhrung der  Integrationen,  ausser  den  mit  2ic  multiplicirten  Gliedern 
nur  solche,  welche  von  W,  r  oder  i//  abhängen. 

Der  in  (d)  von  Nro.  104  gegebene  Werth  von  cos^  zeigt  aber, 
dass  +cos^  grösser  als  1,  mithin  W  unmöglich  wird,  wenn  v  ent- 
weder kleiner  als  Ce  —  CO  ?  oder  grösser  als  (e  +  eO  ist.     Da  femer 

r  =  2Q'vsin% 

ist,  so  findet  dasselbe  auch  bei  r  und  \p  statt,  wodurch  die  erwähnten 
Glieder  ausserhalb  jener  Grenzen  unmöglich  werden. 

Wenn  daher  das  Gesichtsfeld  nicht  weiter  als  durch  die  hier 
betrachtete  Blendung  beschränkt  wird,  wie  es  jederzeit  bei  denjenigen 
Instrumenten  der  Fall  ist,  in  welchen  kein  wirkliches  Bild  zu  Stande 
kommt,  so  sind  die  Grenzen  der  in  cb)  enthaltenen  Integrale  in  Bezug 
auf  die  mit  2it  multiplicirten  Glieder  v  =  0  und  i;  =:  ^-f-^',  in  Bezug 
auf  die  übrigen  Glieder  dagegen  v  =  q  —  e'  und  v  =  e~H^'* 
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Kommen  aber  in  dem  Instrumente  ein  oder  mehrere  wirkliche 
Bilder  za  Stande,  so  wird  das  Gesichtsfeld,  wie  wir  am  Ende  von 
Nro.  59  gesehen  haben,  durch  die  am  letzten  Bilde  angebrachte 
Blendung  bestimmt  und  es  folgt  aus  der  dortigen  Formel  Ch),  dass 
der ,  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  entsprechende  Werth  von  v  durch 
den  Ausdruck  gegeben  ist: 

wobei  sich  der  Index  t  auf  das  letzte  Bild  bezieht  und  e-,  den  Halb- 
messer der  an  demselben  angebrachten  Blendung  bezeichnet.  In 
diesem  Falle  muss  daher  der  Werth  (c)  als  zweite  Grenze  der  In- 
tegrale angenommen  werden. 

Um  beide  Fälle  in  den  Formeln  zu  begreifen ,  behalte  ich  an  der 
zweiten  Grenze  den  Buchstaben  v  nach  der  Integration  bei ,  so  dass 
hierunter  im  ersten  Falle  C^-f-^'))  un  zweiten  dagegen  der  in  (c) 
gegebene  Werth  zu  verstehen  ist. 

Zur  Erleichterung  der  Integration  ist  es  ausserdem  zweckmässig, 
eine  ähnliche  Bezeichnung  wie  in  Nro.  105  einzuführen.  Ich  setze  daher 

^  =  «ce'  ,  ] (d) 

Hierdurch  wird 

!)•  =  c'  +  e^+y 

X  =  -*e-y      * .    Ce) 

und  es  ist  ersichtlich ,  dass  diese  Formeln  aus  den  correspondirenden 
der  allegirten  Nummer  entstehen ,  wenn  man  darin  ^'^  x^  a  und  %!, 
mit  vj  y^  ß  und  x  verwechselt,  dass  femer  x  den  der  Seite  v  gegen- 
überstehenden Winkel  in  dem  oben  angegebenen  Dreiecke  bezeichnet. 

Untersuchen  wir  jetzt  noch,  welche  Werthe  die  in  den  Formeln 
vorkommenden  Grössen  an  den  verschiedenen  Grenzen  der  Integrale 
erhalten,  so  finden  wir,  dass  den  an  den  letzteren  stattfindenden 
Werthen ,  v  =  c  —  e'  nnd  v  =  ^  +  C'  die  folgenden  Werthe  der 
übrigen  Grössen  entsprechen: 

y=—ß  y=ß 

^  =  0  ^  =  0  \ (0 

^=0  i|/  =  0 

X   =    0  X=    K 
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An  der  dritten,  durch  die  Gleichan^  (c)  bestimmten  Grenze 
erhalten  jene  Grössen  Werthe,  welche  aus  ihren  allgemeinen  Aus- 
drucken folgen,  wenn  man  darin  statt  v  seinen  Werth  aus  00  sub- 
stitnirt. 

Nach  diesen  Prämissen  können  wir  zur  Integration  von  (e)  d  •  t^ 
übergehen.  Die  Ausdrücke  (0  und  (h)  von  Nro.  105  zeigen,  dass 
dabei  nach  der  Substitution  der  vorhergehenden  Werthe  und  nach  der 
Entwickelung  der  einzelnen  Gh'eder  nur  Integrale  von  den  Formen 

jfya-+ir»-i»rfy  und  Sy^'^'^dy 
vorkommen. 

Es  ist  aber,  da  die  mit  2w  multiplicirten  Glieder  innerhalb  der 
Grenzen  v  =  0  und  v  =  v  integrirt  werden  müssen, 


/• 


2H8 


Auf  die  übrigen  Integrale  sind  die  in  Nro.  105  gegebenen  For- 
meln anwendbar,  wenn  darin  die  oben  angegebenen  Verwechselungen 
vorgenommen  werden,  indem  sich  hierdurch  auch  der  an  der  ersten 
Grenze  stattfindende  Werth  or  =  —  a  in  den  gegenwärtig  gültigen 
y  =  —  ß  verwandelt. 

Die  erste  Formel  (d)  jener  Nummer  giebt  daher  durch  Ver- 
wechselung von  A:,  q'  und  x  mit  /,  v  und  y 

J^   Wtf.t,   -  yq:j  -J  2(/+l)r 

woraus  weiter  durch  Verbindung  mit  dem  vorhergehenden  Integrale 
/  v"  Ot — f)  a .  ti»  = i'JTl 

,    r(e«  -h  i'*  +  y)'  (ge*  +  y)  rfy ^ ^^ 

"•"J  2(/4-Ur 

Verwechselt  man  hierin  Ot  —  W)  und  e  mit  tf.  and  c'^  so  erh ült 


Da  \p  an  der  ersten  Grepze  verschwindet,  so  ist  dieselbe  auch 
bei  dem  vorhergehenden  Integrale  gültig. 

Die  in  (e)  und  (f)  unter  dem  Integralzeichen  befindlichen  Grössen 
geben  nach  der  Entwickelung  nur  Integrale  von  den  beiden  Formen : 

welche  ebenso  wie  die  angeführten : 

durch  die  angegebenen  Verwechselungen  leicht  aus  (h)  von  Nro.  105 
erhalten  werden. 
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Entspricht  .  die  zweite  Grenze  der  Integrale  dem  Werthe 
«  =  ((-|-e'),  so  vereinfachen  sich  die  Formeln  sehr,  weil  alsdann 
r,  (n  —  ¥)  und  v>  verschwinden,  x  dagegen  =  «  wird.  Dadurch 
reduciren  sich  die  Integralformeln  auf  die  folgenden ; 

ry^dy  _  (gn— l)(»n— 8) 8.1  ^  . 

J      r      ~      2n(2n— «).... 4.«      ^   "  /^*^ 

(gn+2m+2)  Cgn+giw) ....  4.  g  ^^     " 

Hieraus  folgt,  dass  in  diesem  Falle  nach  der  Integration  alle 
Glieder  verschwinden,  welche  im  Zähler  ungerade  Potenzen  von  y 
enthalten,  daher  dieselben  bei  der  Entwickelung  sogleich  wegge- 
lassen werden  können. 

Bildet  der  in  (c)  gegebene  Werth  von  v  die  zweite  Grenze 
der  Integrale,  so  findet  eine  ähnliche  Vereinfachung  nicht  statt,  indem 
daselbst  keine  der  darin  enthaltenen  Grössen  verschwindet. 

1083  Ich  gehe  jetzt  zu  dem  zweiten  Theile  von  n  über,  welcher 
vermöge  (h)  von  Nro.  106  und  (a)  von  Nro.  107  durch  den  Ausdruck 
gegeben  ist: 

"  ~      J  v^fd.rfd^f  .......    caj 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  darin  enthaltenen  Inte* 
grationen  in  Bezug  auf  W  und  e^  nach  der  angegebenen  Methode 
leicht  ausgeführt  werden  können. 

Um  hiernach  den  Nenner  zu  erhalten,  muss  in  (f)  von  Nro.  105 

ff 

r*  =  1,  mithin  -4  =  1,  dagegen  B^  Cj  k  und  1=0  gesetzt  wer- 
den und  die  Summationszeichen  fallen  weg,  da  nur  ein  Glied  vor- 
handen ist    Diess  giebt 
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Der  inclavirte  Factor  des  Zählers  hängt  ebenfalls  von  Cw  —  W), 
%p  und  r  ab,  und  da  diese  Grössen,  wie  aus  dein  Vorhergehenden 
ersichtlich  ist,  Functionen  von  v  sind,  welche  verschiedene  Kreisbög^en 
enthalten ,  so  kann  die  Integration  von  (a)  in  Be^ug  auf  v^  nach  den 
bekannten  Methoden  allgemein  nicht  ausgeführt  werden.  Diess  wird 
uns  jedoch  nicht  hindern,  in  einzelnen  Fällen,  wo  sich  die  Formeln 
vereinfachen,  nützliche  Anwendungen  von  der  vorhergehenden  Me* 
thode  zu  machen. 

1093  Die  vorhergehende  Theorie  kann  dazu  benutzt  werden, 
um  dasjenige  zu  ergänzen,  was  am  Ende  von  Nro.  65  in  Bezug  auf 
die  veränderliche  Lichtstärke  bei  den  hier  betrachteten  Instrumenten 
angeführt  wurde.  Wir  haben  daselbst  gesehen ,  dass  unter  übrigens 
gleichen  Umständen  und  bei  einem  und  demselben  leuchtenden  Punkte 
die  Lichtstärke  dem  Flächeninhalte  desjenigen  Theiles  der  ersten 
brechenden  Fläche  proportional  ist,  auf  welchen  Lichtstrahlen  von 
jenem  Punkte  fallen,  die  ungehindert  durch  das  Instrument  gehen. 
Nach  den  gegenwärtigen  Bezeichnungen  ist  aber  der  erwähnte 
Flächenraum  dem  Integrale /rf.^'^/cfif  proportional,  welches  mithin 
als  das  Maass  der  Lichtstärke  angesehen  werden  kann. 

Im  Inneren  des  Gesichtsfeldes,  von  v  =  0  bis  zu  v  =^  ^ — f 

legt  die  Blendung  den  Strahlen  kein  Hinderniss  in  den  Weg,  daher 

das  erwähnte  Integral  von  W  =  0  bis  zu  ¥  ==  2]r  und  von  e'  =  0  bis 
zu  seinem  äussersten  Werthe  genommen  werden  muss.    Diess  giebt 

/rf.e'Vrf^  =  «e'*» (a) 

Bei  grösseren  Werthen  von  v  dagegen  wird  ein  Theil  des 
Strahlenbündels  durch  die  Blendung  aufgehalten;  wir  müssen  folglich 
jenes  Integral  innerhalb  der  oben  angegebenen  Grenzen  nehmen. 
Hiernach  wird  vermöge  (b)  der  vorhergebenden  Nummer 

fd.q^'fd^  =  2q^iK-^  +  9Q\—r Cb) 

In  der  allegirten  Nummer  war  durchgängig  das  Integral  (a)  zu 
Grund  gelegt,  die  daselbst  berechnete  Lichtstärke  muss  daher  in  dem 
Verhältniss  von  (a)  zu  (b)  vermindert  werden,  um  ihren  wahren 
Werth  zu  erhalten.    Nennen  wir  demnach 

X  den  Coefficienten ,  mit  welchem  die  in  Nro.  65  gefundene  Licht- 
stärke multiplicirt  werden  muss,  um  sie  auf  ihren  wahren 
Werth  zu  reduciren, 

so  ist  von  u  =  0  bis  zu  v  =  e  —  ^ 

^  =  t .    (c) 

fiär  alle  grössere  Werthe  von  v  dagegen 

^ 2^ ^"^^ 

Um  diejenige  Lichtstärke  zu  erhalten,  welche  innerhalb  des 
ganzen  Gesichtsfeldes  im  Mittel  stattfindet,  ist  nach  den  in  Nro.  107 
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angegebenen  Grandsätzen  weiter  nichts  erforderlich ,  als  die  Integrale 
(a)  und  (b)  mit  d.v^  zu  multipliciren  und  nochmals  in  Bezug  auf  v 
zu  integriren.    Hierdurch  giebt  das  Integral  (a) 

fd.v^Sd.t''Sd^  =  9q^v^K (e) 

Femer  erhalten  wir  vermittelst  der  daselbst  gegebenen  Formeln 

wodurch  sich  das  Integral  (b)  in  das  folgende  verwandelt : 

Da  in  Nro.  65  das  Integral  (e)  angenommen  war,  an  dessen 
Stelle  gegenwärtig  (0  treten  muss,  so  finden  wir  auch  hier  den 
Coefficienten  x  durch  die  Division  jener  Integrale  in  einander,  nämlich 

wobei  V  den  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  entsprechenden  Werth 
bezeichnet. 

Kommt  in  derii  Instrumente  kein  wirkliches  Bild  zu  Stande, 
so  ist 

ti  =  e  +  c' 

X  =  ^ 

iK  —  ^)  =  i|,  =  r  =  0 
folglich 

»  =  «Tiö' *' 

Kreisförmige  Oeffhung  in  der  Mitte  der  Objectivspiegel  bei 

Spiegeltelescopen. 

1103  Bei  Spiegeltelescopen  erleiden  die  Ausdrücke  von  e  und  n 
eine  Modification,  wenn  der  Objectivspiegel  in  der  Mitte  eine  kreis- 
förmige Oeffnung  hat,  wie  es  bei  den  Gregorianischen  und  Casse- 
grain'schen  Telescopen  der  Fall  ist.  Bezeichnet  man  durch  R,  den 
Halbmesser  dieser  OeflTnung,  durch  R  den  Halbmesser  des  Spiegels, 
so  müssen  die  Integrale,  welche  sich  auf  R  beziehen,  innerhalb  der 
Grenzen  R  =  R,  und  A  =  A  genommen  werden. 
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Nach  Nro.  79  besteht  e  und  fol Jülich  auch  n  aus  Gliedern  von 
der  Form 

fd.R^ 

Werden  die  Integrale  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  ge- 
nommen, so  entsteht  hieraus  das  Glied 

Bei  der  vorhergehenden  Hechnong  war  A,  =  0  vorausgesetzt, 
mithin  das  correspondirende  Gh'ed 

AM'"" 

m+  1 

gefunden  worden.  Soll  daher  auf  die  Oeffnung  im  Objectivspiegel 
Rücksicht  genommen  werden,  so  entsteht  in  den  Ausdrücken  von 
6  und  n  die  Aenderung,  dass  nach  der  Entwickelung  der  von  R 
abhängigen  Glieder,  jede  Potenz  A'*  mit 

verwechselt  werden  muss. 

Da  übrigens  R,  in  Yergleichung  mit  R  gewöhnlich  sehr  klein 
ist,  so  hat  Jene  Abänderung  in  der  Regel  nur  einen  unbedeutenden 
Einfluss  auf  das  Resultat 


Neuntes  KapiteL 
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Nachdem  wir  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  die  aaf  die  Un- 
dentlichkeit  sich  beziehenden  Formeln  mit  der  zu  ihrer  Anwendung 
erforderlichen  Ausführh'chkeit  entwickelt  haben,  so  bleibt  jetzt  noch 
übrig,  uns  mit  den  Methoden  zu  beschäftigen,  welche  ihr  Gebrauch 
in  den  verschiedenen  Fällen  erheischt.  Wir  werden  hierdurch  die 
Mittel  finden,  bei  den  Instrumenten  die  grösstmögliche  Deutlichkeit 
zu  erhalten,  so  weit  es  die  dabei  eintretenden  Umstände  erlauben« 
Ob  nun  gleich  die  Wahl  unter  jenen  Methoden  den  speciellen  Unter-» 
suchungen  vorbehalten  bleibt,  so  werden  wir  doch  einige  Classen  von 
Instrumenten  angeben,  welche  eine  allgemeine  Behandlung  zulassen 
oder  bei  denen  sich  die  Formeln  vereinfachen.  Ausserdem  ist  auch 
noch  die  Bestimmung  der  von  der  Farbenzerstreuung  abhängenden 
Coefficienten  in  den  Formeln  nothwendig,  welche  auf  die  Resultate 
der  Beobachtungen  gegründet  werden  muss.  Wir  werden  dadurch 
ZQgleich  in  den  Stand  gesetzt  werden ,  über  die  Vollkommenheit  der 
Instrumente  in  Bezug  auf  die  Vernichtung  der  Farbenzerstreuung 
urtheilen  zu  können. 

Bestimmung  der  grössten  Deutlichkeit  vermittelst  des 

Ausdruckes  von  n. 

1113  Die  dem  Ausdrucke  von  n  gegebene  Form,  wonach 
er  aus  der  Summe  mehrerer,  mit  verschiedenen  Coefficienten  multi- 
plicirten  Quadrate  besteht,  zeigt,  dass  keine  vollkommene  Deutlich- 
keit erhalten  werden  kann,  wenn  nicht  jedes  dieser  Quadrate  für 
sich  verschwindet,  indem  die  Coefficienten  derselben,  wie  in  der 
Folge  erhellen  wird,  sämmtlich  positiv  sind.  Jenes  Verschwinden 
kann  Jedoch  nicht  bei  allen  Gliedern  stattfinden ,  daher  zur  Erreichung 
der  grösstmöglichen  Deutlichkeit  im  Allgemeinen  nichts  anderes  übrig 
bleibt,  als  den  ganzen  Ausdruck  von  n  durch  die  Bestimmung  der 
darin  enthaltenen  willkühriichen  Grössen  zu  einem  Minimum  zu 
machen,  wie  es  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erfordert,  indem  n 
weiter  nichts  ist,  als  die  Sinnme  der  Quadrate  der  Fehler,  welche 
von  sämmtlichen  Strahlen  hervorgebracht  werden,  mit  einem  be- 
ständigen Factor  multiplicirt. 
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Wenn  daher  in  dem  Ausdrucke  von  n  die  willkührlichen  Grossen 
x^>y^  %  etc.  vorkommen  und  keine  weitere  Bedingungen  zu  erfüllen 
sind,  so  ist  das  Minimum  durch  die  Gleichungen  gegeben: 
dn 


dx 
dn 


0 


=  Ol 

=  ol 


dy  )    .    .    : (a) 

dn 
d% 
etc. 

woraus  die  dem  Minimum  und  mithin  der  grössten  Deutlichkeit  ent- 
sprechenden Werthe  vop  x^  y^  %  etc.  erhalten  werden. 

Wir  müssen  jedoch  dabei  die  Bemerkung  machen,  dass  die 
willkührlichen  Grössen  zum  Theil  auf  eine  sehr  complicirte  Weise  in 
dem  Ausdrucke  von  n  enthalten  sind,  dass  femer  ausser  der  Deut- 
lichkeit noch  andere  Rücksichten  eintreten ,  von  welchen  weiter  unten 
die  Rede  seyn  wird.  Da  man  nun,  wie  im  Allgemeinen  aus  der 
Natur  des  Minimums  bekannt  ist,  sich  innerhalb  gewisser  Grenzen 
davon  entfernen  kann ,  ohne  den  Werth  der '  Function ,  welche  ein 
Minimum  wird,  beträchtlich  zu  vergrössern,  so  wird  es  hierdurch 
möglich,  ohne  bedeutende  Vermehrung  der  Undeutlichkeit  zugleich 
andere  Bedingungen  zu  erfüllen,  welche  in  manchen  Fällen  sogar 
wichtiger  als  die  Deutlichkeit  seyn  können.  Man  gelangt  dann  ge- 
wöhnlich am  leichtesten  zum  Ziele,  wenn  man  nicht  die  Gleichungen 
(A)  gebraucht,  sondern  verschiedene  Einrichtungen  numerisch  be- 
rechnet, welche  nahe  bei  dem  Minimum  liegen,  und  durch  die  Ver- 
änderung einer  oder  mehrerer  der  willkührlichen  Grössen  von  einander 
verschieden  sind.  Dieses  gewährt  den  Vortheil,  dass  man  eine 
Uebersicht  über  die  in  dem  Ausdrucke  von  n  enthaltenen  Grössen 
nahe  bei  dem  Minimum  bekommt,  wodurch  man  in  den  Stand  gesetzt 
wird,  nicht  nur  zu  beurtheilen,  wie  weit  man  sich  aus  anderen 
Gründen  ohne  Nachtheil  von  dem  Minimum  entfernen  kann,  sondern 
auch  die  verschiedenen  Abweichungen  mehr  oder  weniger  zu  berück- 
sichtigen. Auch  lässt  sich  hieraus  das  Minimum  selbst  mit  hinläng- 
licher Genauigkeit  finden ,  wenn  man  sich  hierzu  der  in  den  folgenden 
Nummern  angegebenen  Methoden  bedient. 

Nur  in  dem  Falle  können  die  Gleichungen  (a)  mit  Leichtigkeit 
angewandt  werden,  wenn  in  dem  Ausdrucke  von  n  willkührliche 
Grössen  auf  eine  einfache  Weise  vorkommen,  ohne  dass  dabei  andere 
Bedingungen  stattfinden. 

Berechnung  des  Minimums  aus  mehreren  numerischen 

Werthen  von  n* 

i\2)  Ich  nehme  zuerst  an,  dass  in  dem  Ausdrucke  von  n  nur 
eine  willkührliche  Grösse  x  enthalten  ist ,  welche  so  bestimmt  werden 
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soll ,  dass  dadorch  jener  Aasdrnck  za  einem  Minimum  wird.  Sollen 
nun  zu  diesem  Zwecke  mehrere  in  der  Nähe  des  Minimums  liegende 
Werthe  von  n  numerisch  berechnet  werden,  so  verfahrt  man  ge- 
wöhnlich so,  dass  man  statt  x  Anfangs  einen  bestimmten  Werth 
annimmt,  welchen  ich  ^ mit  x^  bezeichne,  und  vermittelst  desselben 
den  correspondirenden  Werth  von  n  berechnet,  den  ich  xto  nenne, 
dass  man  sodann  x  nach  und  nach  um  verschiedene  Vielfache  von 
einer  nach  Willkühr  gewählten  Grösse  m  zu-  oder  abnehmen  lässt 
und  jedesmal  den  entsprechenden  Werth  von  n  berechnet.  Hiernach 
kann  daher  vorausgesetzt  werden ,  dass  der  allgemeine  Werth  von  x 
durch  den  Ausdruck  gegeben  sey: 

X  ^  x^-\-m\ Ca) 

wobei  g  das  Vielfache  von  mangiebt,  welches  in  jedem  einzelnen  Falle 
OTo  zugesetzt  werden  muss,  um  x  zu  erhalten,  daher  \  veränderlich, 
77u,  Xss  und  m  dagegen  constant  sind. 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  dem  In  (a)  angenommenen  Werthe 
von  X  der  allgemeine  Werth  n  entspricht,  in  welchen  sich  zTu  da- 
durch verwandelt,  dass  otq  um  mg  zunimmt,  so  ist  nach  der  Tay- 
lor'schcn  Reihe 

wobei  die  Differentialcoefficienten  für  g  =  0  berechnet  und  daher  von  % 
unabhängig  sind. 

Die  vorhergehende  Reihe  kann  mithin  unter  die  Gestalt  gebracht 
werden:    xr-ZTo  =  «g  +  ß?  etc (b) 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 

du 

.m  =  a 

X 

df  n    m*  

etc. 
und  es  ist  aus  dem  Vorhergehenden  ersichtlich,  dass  a,  ^  ^i^.  unbe- 
kannte Constanten  sind,  welche  vorerst  bestimmt  werden  müssen. 
Hierzu  dienen  die  in  der  Nähe  des  Minimums  berechneten  Werthe 
von  J7.  Nimmt  man  an,  dass  ausser  z7o  noch  zwei  andere  Werthe 
von  n  bekannt  sind,  welche  ich  n^  und  xr«  nenne,  dass  ferner  \^  und  %^ 
die  denselben  entsprechenden  Werthe  von  \  bezeichnen,  so  ist  ver- 
möge cb) 

Diese  beiden  Gleichungen  bestimmen  a  und  j3 ;  sie  geben  zuerst 
durch  Elimination  von  a 

p  =  ^3 ^J (d) 


Ce) 
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worauf  man  «  aus  einer  der  Gleichungen  (b)  erhält,  nämlich 

a=  ^(Zr,— ZTo)— ßg,    i 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Werthe  von  a  und  ß  vermittelst 
der  durch  die  numerische  Rechnung  bekannten  Werthe  von  i^,  g,, 
XTo,  Hl  und  n^  gefunden  worden  sind,  können  wir  denjenigen  Werth 
von  ^  bestunmen«  welcher  dem  Minimum  von  ji  entspricht  and  aus 

der  Gleichung  -^7-  =  0  hergeleitet  werden  muss;  wir  erhalten  näm- 
lich aus  (a),  da  z7o,  a  und  ß  von  g  unabhängig  sind, 

0  =  a  +  2ß^ 

mithin  sind  diejenigen  Werthe  von  ^  und  Xj  welche  dem  Minimum 
zugehören,  durch  die  Ausdrücke  gegeben: 

. i.  j 

*  2ß      ] CO 


X  =  Xo-\-  »»1 


i 


Durch  Substitution  des  vorhergehenden  Werthes  von  {  folgt  aus 
(b)  das  Minimum  von  xr,  welches  ich  mit  if  bezeichne,  nämlich 


a«         _    .    a 


If  =  Ho  —  -^  =  J3!u  +  •«    I Cg) 

Liegen  die  numerisch  berechneten  Werthe  von  n  etwas  weiter 
vom  Minimum,  so  dass  die  vorhergehende  Rechnung  wegen  der 
grösseren  Werthe  von  $  keine  hinlängliche  Genauigkeit  giebt,  so 
kann  man  diese  dadurch  erhalten,  da^s  man  in  der  Taylor*schen 
Reihe  noch  das  folgende ,  von  f  abhängige  Glied  beibehält;  in  diesem 
Falle  müssen  jedoch  vier  numerische  Werthe  von  ji  berechnet  werden. 

Setzt  man  nach  der  Analogie  der  oben  gebrauchten  Bezeichnung 

unterscheidet  man  ferner  die  Grössen ,  welche  sich  auf  die  numerischen 
Werthe  von  n  beziehen,  durch  den  Index  0,  1,  S,  3,  so  ist  für  den 
allgemeinen  Werth  von  ni 

n— jaro=  ai  +  j8{»  +  y5» Ch) 

und  die  speciellen,  numerisch  berechneten  Werthe  geben  die  Glei- 
chungen : 

ZTi— XTu  =  all  +  ßti  +  rt\ 

TTa  — ITo  =  afo +  i5lt  +  r5«  ) CO 

ZTa  — ZT«  =  afo  +  ßÖ  +  yÖ  I 

welche  zur  Bestimmung  von  a,  ß  und  7  dienen,  da  alle  übrige  darin 
enthaltene  Grössen  durch  die  numerische  Rechnung  bekannt  sind. 
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Aus  (h)  folgt  hierauf  die  Gleichimg  fOr  das  Minimam 

Die  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  bestimmt  den- 
jenigen Werth  von  i,  welcher  dem  Minimum  entspricht,  nftmlich 

<  =  -i±v/-^+(^)* *> 

worauf  der  correspondirende  Werth  von  x  und  das  Minimum  von  n  ans 
(a)  und  (h)  durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  von  a^  ß^  y 
und  i  erhalten  werden. 

Die  Wahl  unter  den  beiden  Zeichen  in  dem  Ausdrucke  von  | 
ist  keinen  Schwierigkeiten  unterworfen,  da  die  ungefähre  Lage  des 
Minimums  bereits  aus  der  numerischen  Rechnung  bekannt  ist. 

Es  unterliegt  keinem  Anstände,  die  Näherung  durch  Beibehaltung 
mehrerer  Glieder  in  der  Taylor'schen  Reihe  noch  weiter  zu  treiben} 

alsdann  wird  aber  die  Gleichung  -r—  =3  0  in  Bezug  auf  {  von  einem 

höheren  Grade  und  aus  diesem  Grunde  ist  es  bequemer,  die  be- 
rechneten Werthe  von  n  so  nahe  bei  dem  Minimum  zu  nehmen ,  dass 
eine  der  vorhergehenden  Methoden  hinlingliche  Genauigkeit  gewährt. 

Gewöhnh'ch  wählt  man  die  bei  der  numerischen  Berechnung 
willkührh'ch  angenommenen  Werthe  von  x  so,  dass  sie  aufeinander 
folgende  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  bilden.  In  diesem  Falle 
ist,  wenn  man  Xo  als  das  erste  Glied  annimmt. 

Die  Rechnung  wird  ausserdem  am  bequemsten,  wenn  man  die 
Differenzen  der  verschiedenen  Ordnungen  in  Bezug  auf  die  berech- 
neten Werthe  von  ji  einfährt  und  die  folgenden  Bezeichnungen  ge- 
braucht : 

Hl  —  /7o  =  Ao ;  Ha — üi  =  Ai ;  Hj  —  n»  =  At  1 

At— Ao  =  AS;  A.  — At  =  AJ  /•    •    •    ^^ 

AI— a!  =  a;  ( 

Hierdurch  geben  zuerst  die  Gleichungen  (c)  fär  den  Fall,  dass 
drei  Werthe  von  n  bekannt  sind, 

ZTi — TTo  =  a  +  ß 
//a  — TTo  =  2a +  4/5 

folglich,  wenn  man  hieraus  die  Differenzen  berechnet, 

Ao  «=  a  +  i5 
A,  =  a  +  3/J 
AS  =  «ß 
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Die  letzte  dieser  Gleichang:en  bestimmt  j8,  worauf  a  ans  der 
ersten,  i,  x  and  n  in  Bezog  auf  das  Minimum  aber  aus  (f)  und  (g) 
erhalten  werden. 

Sind  vier  Werthe  von  n  berechnet  worden ,  so  geben  die  Glei- 
chungen (0  auf  dieselbe  Weise 

JIi  —  zro=  a-^r  f^-^-  y 
ZZa  — ZTo  =  «a  +  4/5+  8y 
m  —  Uo  —  8a-|-9i5  +  *''r 

folglich 


Ao 

=    «+  ß+    r 

A. 

=    «+3^+  7r 

A, 

=    «+ö/}+i9r 

A3 

=         «ß+  6r 

A? 

=         «ß+«r 

A3 

=                       6y 

Die  sechste,  vierte  und  erste  dieser  Gleichungen  dienen  znr 
Bestimmung  von  67,  tß  und  a,  worauf  die  dem  Minimum  entsprechen- 
den Werthe  von  {,  x  und  zr  aus  (k),  (a)  und  (h)  gefunden  werden. 

Durch  die  Zusammenstellung  der  vorhergehenden  Resultate  er- 
balten wir  die  folgenden  Formeln  ztar  Bestimmung  des  Minimums 
für  den  Fall,  dass  die  %iar  Berechnung  von  n  gebrauchten  Werthe 
von  X  auf  einander  folgende  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe 
bilden,  deren  erstes  GUed  als  Xo  angenommen  wird: 

I)  wenn  drei  Werthe  von  n  bekannt  sind, 

Ao  ==  ZTi — ZTo}  Ai  =  J3!a  —  Ui 

AJ  =  A,  —  Ao 
9ß  =  A5 

a  =  Ao  —  ß 

t  -. «.  / c™) 

«15 

X  ■=  Xo  +  mi 

IT  —  Ho—  JT-  =  XTo  +  -y 

II)  wenn  vier  Werthe  von  n  bekannt  sind, 

Ao  =  Hl— JOTo;  A,  =  TTg  — ZTi;  A«  =  ZTj  — ZT,  ; 

Ao  =  Ai  —  Ao;  Ai  =  As — Ai 

Aj  =  A?— a; 
6r=  Aj 

2ß  =  A2-6y 

A       Ä      ^  /    •    •    •     Cn) 
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In  manchen  Fallen  ist  es  bequemer,  nicht  das  erste,  sondern  das 
zweite  Glied  der  arithmetischen  Reihe,  welche  die  verschiedenen 
Werthe  von  x  bilden,  als  j^o  anzanehmen.  Unter  dieser  Yoraassetzon^ 
ist 

&  =  +  1        - 
&  =  +  « 

Yertanschen  wir  daher  den  Index  1 ,  8,  3  mit  —  1,1  und  8 , 
nm  ihn  den  Werthen  von  \  entsprechend  zu  machen,  bedienen  wir 
uns  ferner  der  folgenden  Bezeichnungen,  welche  den  in  (1)  einge- 
führten analog  sind, 

JIo  —  IT-i  =  A^ij  m  —  ZTo  =  Aoj  Jt% — ITi  =  All 

Ao— A_i  =  Ali;  Ai— Ao  =  AJ  /     .    •    (o) 

AJ  — Alt  =  Alt  ) 

so  geben  die  Gleichungen  (cj  bei  drei  bekannten  Werthen  von  n 

JLi  —  ZTo  =  —  «H-ß 
ZTi    — TTo  =  a\-^ 

folglich 

A»i  =  a  — 13 
Ao  =  a  +  i5 
Ao  +  A_t  =  8a 
Ao  —  Ac-i  =  8i5 

worauf  die  übrigen  Grössen  wie  oben  erhalten  werden. 

Bei  vier  bekannten  Werthen  von  n  verwandeln  sich  die  Glei- 
chungen (i)  in  die  folgenden: 

77-1 — Ho  =  —    «  +  fl—  y 
27i  — zro==         a+ß+r 

IIa— Ho  =         8a  +4i5  +  8y 

daher  ist 

'     A_i=  a—    /J+    y 
Ao   =  a+    15+     r 

Ai  =  a  +  8i5-j-7y  \ 

Aii=  8ß 

AS  =  8iB  +  6y 

Ai.=  6y 

Die  sechste,  vierte  und  erste  dieser  Gleichungen  bestimmen  Ay^ 
8j3  und  a,  die  übrigen  Grössen  erhält  man  sodann  wie  oben. 

Stellen  wir  nun  die  vorhergehenden  Resultate  zusammen,  so 
entstehen  daraus  die  folgenden  Formeln  zur  Bestimmunff  des  MM^ 
mums  für  den  Fall,  dass  die  zttr  Berechnung  von  n  gebrauchten 
Werlhe  von  x  auf  einander  folgende  Glieder  einer  arühmetischen 
Reihe  bilden,  deren  zweites  Gäed  als  Xo  angenommen  urird: 
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I)  wenn  drei  Werthe  von  n  bekannt  sind, 
A_i  =  üo  —  /T-i  5  Ao  =  üi  —  üo 

2a  =  Ao  +  ^i 

8i5  =  Ao  — ^1 

5  =  -  ^k  ) ^P> 

ar  =  ar«  +  w*5 


» 

ZZ*  =  /To  — -JT  ==  ffo  +     j 

II)  wenn  vier  Werthe  von  n  bekannt  sind, 

A_i=  XTo — zr_, ;  äa  =  zTi  —  üb)  A|  s=  xr«  —  xti 
Al,=  Ao  — A_, ;  AS  =  A,  —  A« 
Ai,=  AJ  — AI, 
6y=  Ai, 

«    =A,-ß-y ;    .    •    (q) 

ap  =  aro  "h  ^5 
H'  =  ira  +  ««  +  i5««+yi' 

Da  m  sowohl  positiv  als  negativ  seyn  kann,  so  reichen  die 
vorhergehenden  Formeln  hin,  welches  Glied  der  arithmetischen  Reihe 
auch  für  x^  angenommen  wird.  Schreibt  man  nämlich  dieselbe  in 
umgekehrter  Ordnung,  so  entsteht  daraus  ebenfalls  eine  arithmetische 
Reihe ,  bei  welcher  die  Differenz  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhält. 
Das  erste  Glied  verwandelt  sich  alsdann  in  das  letzte,  und  watn 
die  Reihe  nur  aus  vier  Gliedern  besteht,  das  zweite  in  das  dritte, 
wodurch  Xo  jede  beliebige  Stellung  in  der  Reihe  erhalten  kann. 

113}  Betrachten  wir  jetzt  den  zweiten  Fall,  in  welchem  der 
Ausdruck  von  n  zwei  willkührliche  Grössen  x  und  y  enthält,  die 
zugleich  auf  eine  solche  Weise  bestimmt  werden  sollen,  dass  jener 
Ausdruck  dadurch  zu  einem  Minimum  wird. 

Wir  können  hierzu  zwei  verschiedene  Methoden  gebrauchen, 
welche  wir  in  dem  Folgenden  entwickeln  wollen.  Bei  der  An- 
wendung der  ersten  Methode  legt  man  der  einen  willkührlichen 
Grösse  y  zuerst  einen  bestimmten  Werth  bei,  welcher  nicht  sehr  von 
dem,  dem  Minimum  entsprechenden  Werthe  verschieden  ist  und  mit  jfo 
bezeichnet  werden  soll.  Sodann  nimmt  man  statt  x  ebenfalls  einen 
bestimmten  Werth  Xq   und   verändert  denselben  nach  und  nach   in 

^o  +  ^Ci9  ^o  +  ^h  ^^^'9  ^0  ^'^  ^^  ^^^^  ^^^  einer  willkührlichen 
Grösse  angegeben  wurde.  Für  jeden  dieser  Werthe  von  x  und  den 
Constanten  Werth  y^  kann  man  nun  den  correspondirenden  Werth 
von  n  berechnen  und ,  je  nachdem  man  auf  diese  Weise  drei  oder 
vier  Resultate  erhalten  hat,  das  Minimum  von  n  und  den   daza 
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gehörigen  Werth  von  x  nach  einer  der  obigen  Formeln  bestimmen. 
Dieses  Minimum  ist  jedoch  nicht  das  absolute,  sondern  nur  ein  re- 
latives ,  welches  sich  auf  den  wUlkührlich  angenommenen  Werth  yo 
bezieht,  und  durch  ni  bezeichnet  werden  soll. 

Nehmen  wir  für  den  aligemeinen  Werth  von  y  den  Ausdruck  an : 

y  =«  yo  +  «V (ä) 

wobei  n  und  v  eine  analoge  Bedeutung  mit  m  und  (  in  dem  Aua-^ 
drucke  (gi  von  Nro.  11t  haben,  geben  wir  sodann  der  Grösse  v  nach 
und  nacn  bestimmte  Werthe  V|,  v^  etc.,  denen  die  Wertbe 

y,  =  yo  +  nvi 

y«  =  yo  +  n«, 
etc. 

zugehören,  so  kann  für  jeden  derselben  das  relative  Minimum  be- 
rechnet werden ,  ebenso  wie  es  in  Bezug  auf  yo  geschehen  ist ;  nur 
ist  es  nach  Umständen  erforderlich,  bei  jedem  Werthe  von  y  andere 
Werthe  von  x  zu  gebrauchen ,  damit  die  daraus  berechneten  Werthe 
von  n  nahe  genug  bei  dem  jedesmaligen  relativen  Minimum  liegen. 

Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  relativen  Minima,  welche  den 
angenommenen  Werthen  v^,  v,  etc.  entsprechen,  bezeichne  ich  durch 
nl^  jft  etc. 

Behandelt  man  Juetzt  die  Grössen  ni^  Jft  ni  etc.  ebenso  wie  es 
oben  in  Bezug  auf  xto^  ffi^  ff%  etc.  angegeben  wurde,  indem  man 
in  den  dortigen  Formeln  ir,^ap,  m,  |  mit  it',  y,  n,  v  verwechselt, 
so  erhält  man  das  Minimum  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Werthe 
von  jf  und  den  ihm  entsprechenden  Werth  von  y ,  worauf  man  den 
dazu  gehörigen  Werth  von  x  leicht  durch  Interpolation  aus  den- 
jenigen Werthen  findet,  welche  den  Grössen  jii^  jfi^  ni  etc.  corre- 
spondiren  und  durch  die  Berechnung  der  letzteren  bereits  bekannt 
geworden  sind. 

Das  letztere  Minimum  von  jf  ist  das  absolute  Minimum  von  jTj 
welchem  daher  die  zuletzt  gefundenen  Werthe  der  willkuhrlichen 
Grössen  x  und  y  entsprechen,  so  wie  es  beabsichtigt  wurde,  sie  zu  ^ 
bestimmen. 

Die  zweite  Methode,  welche  hierbei  gebraucht  werden  kann, 
besteht  darin,  dass  man  nicht  zuerst  das  relative  Minimum  in  Bezug 
auf  eine  der  willkuhrlichen  Grössen  sucht,  sondern  diese  gleichzeitig 
so  bestimmt,  dass  sie  dem  absoluten  Minimum  zugehören. 

Setzen  wir  zu  dem  finde  ebenso  wie  bei  der  vorhergehenden 
Methode  voraus,  dass  jio  den  bestimmten  Werthen  Xq  und  j^o  von  x 
und  2^,  J7  dagegen  den  allgeineinen  Werthen  dieser  Grössen  entspricht, 
welche  durch  iXo-^-mi)  und  Cy^-i-nv)  ausgedruckt  werden,  so  ent- 
steht n  aus  Ho  dadurch,  dass  Xo  und  j^o  um  in(  und  nv  zunehmen; 
der  Unterschied  von  beiden  ist  daher  durch  die  Reibe  gegeben : 


514  meuNTBs  kapitbl« 

,    du  ,   dPn    n*«« 

y/2    VT  " 

+   ^    '.    .mg^iti;  etc. 

wobei  die  Differentialeoefficienten  für  ^  =3  v  =  0  berechnet  und  daher 
von.  diesen  Grössen  unabhängig  sin^.  Hiernach  kann  die  vorher- 
gehende Reihe  unter  die  Gestalt  gebracht  werden: 

+  av  +  ei;»  I      .     •     .     . (b) 

wenn  man  +  ^  ?  ^  ^^^•.  ' 


.m  = 


dx 

TH^'  8 
dn 


=  H 


n  =s  ^ 


dy 
d^Xi    n\ 
dy^  •   « 
d^n 


tnn  = 


dx .  ^2^ 

setzt ,  welche  letztere  Grössen  unbekannte  Constanten  sind  und  durch 
gegebene  Werthe  von  n — m  bestimmt  werden  müssen.  Da  ihre 
Anzahl  5  ist ,  so  ist  es  erforderlich ,  ausser  a  noch  5  Werthe  von  n 
in  der  Nahe  des  absoluten  Minimums  zu  berechnen,  indem  man  den 
Grössen  g  und  v  bestimmte  Werthe  beilegt.  Unterscheidet  man 
die  Grössen ,  welche  sich  auf  diese  5  Werthe  von  n  beziehen ,  durch 
den  Index  1,8.... 5,  so  entstehen  durch  die  successive  Substitution 
derselben  in  der  Gleichung  (b)  fünf  Gleichungen,  in  denen  /r,  ^,  u 
mit  J7|,  ^1,  Vi  ....irs,  ^s,  V5  verwechselt  sind,  und  welche  nur  die 
unbekannten  Grössen  «)  iS,  d,  e  und  n  enthalten,  mithin  zur  Bestim- 
mung der  letzteren  hinreichen. 

Die  Bedingung  des  Minimums  giebt  hierauf  die  beiden  Glei- 
chungen   dn  ^  Q 
d^ 

V 


oder  vermöge  (b) 

0  =  3+   ,5  +  8«vj ^""^ 

Aus  diesen  Gleichungen  können  die  Werthe  von  g  und  v  ge- 
funden werden,  worauf  x  und  y  durch  die  Ausdrücke 

X  =  x^  +  m^)  j 

y  —  yoi-  nv 

gtgehen  sind. 


Die  anf  diese  Weise  erhaltenen  Werthe  von  x  and  y  gind  die- 
jenigen, welche  dem  absoluten  JHinimadi  von  xr  entsprechen. 

Den  kleinsten  Werth  von  17  endlich  giebt  die  Gleichung  (b>, 
wenn  man  darin  die  gefondenen  Werthe  von  i  und  ti  substituirtv     ' 

Obgleich  der  Anwendung  der  letzten  Methode  im  Allgeinerneti 
keine  Hindernisse  im  We^e  f»tehen ,  so  wird  doch'  die  Rechnung  da- 
durch beschwerlich  7  dass  in>  den  fünf  Gleichungen ,  welche  Kur  Be«> 
Stimmung  der  Constanten  a,  ß  etc.  dienen,  diese  vermischt  vorkommetf 
und  dnrdi  Elimination  aus  denselben  gefunden  werden  mdssen.  Da 
jedoch  die  Wahl  der  numerisch  berechneten  Werthe  von  n  der  Will- 
kuhr  tiberiassen  bleibt,  so  wird  dadurch  ein  Mittel  an  die  Hand 
gegeben,  die  Rechnung  bedeutehd  zu  erleichtem.  Dieses  besteht 
darin,  dass  man  bei  zwei  Werthen  von  /r,  wofär  ich  n^  und  n^ 
annehme,  y  ^=^  ya^  bei  zwei  anderen  Werthen  m  and  m  dagege» 
X  =  rco  setzt ,  wonadi  bei  den  ersteren  v  =^  0 , .  bei  den  letzteren 
&  =  0  werden.  Hierdurch  verwandeln  sich  die  aus  (b)  resultirendM 
Gleichungen  in  die  folgenden: 

ü,— JT«  t«  ag, +/$!]. 

m — XU»  =  «5t +i8tj 

ilj  — JETu  =  ^vsr+Jt^     ■  }     .     •     .     .     C6> 

A4  — •  /Tu  *=2  ivA  -f-  9Va 

US  —  JTo  =  äfy  -J-P^s  +  ^v%  +  8wJ  +  v8»«« 

Die  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung 
von  a  und  j3  nach  den  Forineln  der  vorhergehenden  Nummer,  die 
beiden  folgenden  zur  Bestimmong  von  d  und  «  nach  ebenden  Formeln, 
wenn  man  darin  «t,  j3  und  5  mit  ^,  $  und  v  verwechselt.  Die  fünfte 
Gleichung  endlich  giebt  rj  nach  vorheriger  Substitution  der  für  a, 
j3,  9  und  8  gefundenen  Werthe. 

Alles  übrige  kann' sodann  vermittelst  der  Gleichungen  (c),  (d) 
und  cb)  berechnet  werden. 

Es  hat  keine  Schwierigkeiten,  die  hier  gebrauchten  Methoden 
auf  eine  grössere  Anzahl  willkührlicher  Grössen  auszudehnen;  das 
Mühsame  der  Rechnung  nimmt  aber  mit  der  Menge  derselben  bedeu- 
tend zu.  Da  nun  nicht  leicht  Fälle  vorkommen  werden,  wo  es  er- 
forderlich ist, 'mehr  als  zwei  willkührliche  Grössen  zugleich  zu  be- 
stimmen« so  scheint  es  mir  unnöthig  zu  seyn,  weiter  in  das  Detail 
dieser  Sache  einzugehen. 

Nur  eine  Bemerkung  über  den  Gebrauch  der  vorhergehenden 
Methoden  glaube  ich  noch  beifügen  zu  müssen.  Diese  Methoden 
gründen  sich  sämmtlich  auf  die  in  (b)  der  vorhergehenden  und  gegen- 
wärtigen Nummer  enthaltenen  Reihen,  in  welchen  nur  eine  gewisse 
Anzahl  von  Gliedern  beibehalten ,  die  Grössen  g  und  v  als  klein  vor- 
ausgesetzt und  die  unbekannten  CoefBcienten  durch  gegebene  Werthe 
von  17,  (  und  «  bestimmt  werden. 
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Die  erste  Bedingung ,  welche  bei  der  Anwendung  jener  Methoden 
erfüllt  werden  muss,  ist  daher  die,  dass  die  numerisch  berechneten 
Werthe  von  n  nahe  genug  bei  einander  liegen,  um  die  angefahrten 
Reihen  mit  Sicherheit  gebrauchen  zu  können,  wozu  erfordert  wird, 
dass  diese  Werthe  nur  wenig  von  einander  verschieden  sind. 

Eine  zweite  Bedingung,  deren  Erfüllung  ebenfalls  unerlässlich 
ist,  bezieht  sich  auf  die  Lage  des  Minimums  gegen  die  berechneten 
Werthe  von  n.  Da  nümlich  die  erwähnten  Reihen  auch  auf  dasselbe 
angewandt  werden,  so  darf  es  von  diesen  Werthen  nur  w^ig  ent» 
fernt  seyn,  und  die  Sicherheit  ist  um  grössten,  wenn  es  zwischen 
ihnen  liegt.  Ob  dieses  der  Fall  ist,  l&sst  sich  schon  iok  Voraus  nach 
den  berechneten  Werthen  von  Jt  beurtbeilen,  zeigt  sich  aber  noch 
deutlicher  nach  beendigter  Rechnung.  Bei  zwei  wiUkührlichen  Grössen 
muss  man  sich  die  Werthe  von  n  in  eine  Tafel  mit  doppeltem  Ein- 
gange getragen  denken  und  darauf  Rücksicht  nehmen ,  dass  das 
Minimum  innerhalb  der  Grenzen  dieser  Tafel  liegt. 

Um  die  vorhergehenden  Methoden  an  einem  Beispiele  zu  erlftu- 
tern,  wähle  ich  die  in  der  folgenden  Tafel  enthaltenen  Werthe  von  xr, 
welche  in  einem  speciellen  Falle  für  die  dabei  gesetzten  Werthe 
von  X  und  y  berechnet  und  in  Einheiten  der  vierten  Decimalstelle 
ausgedrückt  sind.  Da  es  jedoch  bei  Berechnung  des  Minimums  nicht 
auf  beständige  Factoren  ankommt,  so  können  sie  als  ganze  Zahlen 
betrachtet  werden: 


y 


X 


—  0.5 

0 

+  0.5 

+  1.0 

0.S0 

^mmmm 

— 

771 

0.»5 



— 

559 

601 

0.30 



51< 

505 

8«9 

0.35 

669 

481 

664 

— 

0.40 

647 

566 

— 

1 

0.45 

714 

— 

■      • 



Berechnet  man  zuerst  die  relativen  Minima  für  die  verticalen 
Colomnen  nach  (p)  der  vorhergehenden  Nummer,  indem  man  jedes- 
mal den  mittleren  Werth  als  /r»  annimmt,  so  erhält  man  die  in  der 
folgenden  Tafel  angegebenen  Resultate: 


y 

—  0.5 

0 

+  0.5 

+  1.0 

m 

0.05 

0.05 

0.05 

0.05 

2a 

45 

54 

105 

58 

iß 

89 

116 

213 

398 

i  — 

0.25S 

0.233 

0.247 

0.073 

X 

0.387 

0.338 

0.288 

0.246 

l  ^ 

644.2 

477.9 

498.5 

599.9 
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Vermittelst  der  Formel  Co)  der  vorhergehenden  Nummer  findet 
man  hierauf  das  Minimum  in  Bezug  auf  die  berechneten  Werthe 
von  J7'  oder  das  absolute  Minimom  von  n  nebst  dem  daeu  gehörigen 
Werthe  von  y^  wenn  man  in  jener  Formel  /r,  ar,  m,  i  mit  jf^  y^  n,  v 
verwechselt,  den  dem  Minimum  entsprechenden  Werth  von  x  endlidi 
durch  Interpolation  aus  den  in  der  vorhergehenden  Tafel  enthaltenen 
Werthen  von  x.    Diess  gjebt 

n  =  CK5 

6y=  —  10Ö.1 

»ß  ==  +  S9S.0 

a  =  -  «a5.t 

t,  =  +  1.386 
y  =r  4-  0.163 
X  =s        O^tt 

Zur  Berechnung  der  dem  Minimum  entsprechenden  Werthe  von 
X  und  y  nach  den  Formeln  (e),    (c)  und  (d)  der  gegenwärtigen 
Nummer,  wähle  ich  aus  der  ersten  der  vorhergehenden  Tafeln  die 
folgenden  Werthe  von  n^  zwischen  welchen  das  Minimum  offenba 
liegt:  y 

\ 

Nimmt  man  664  als  jTu  an,  so  müssen  die  diese  Grösse  enthal- 
tenden, verticalen  und  horizontalen ,  Reihen  rückwärts  gelesen  werden 

und  es  ist  ^a. 

Xq^=  0.35 

yo=  4-  OS 

m  =  —  a05 
n  =  —  0,6         ' 

Hierdurch  geben  die  allegirten  Formeln  in  Verbindung  mit  (m) 
^er  vorhergehenden  Nummer 
•  a  =  —  S65.5 

^  s=  4  106:5 
a  =  —  ä68.5 

.  =  +  185JS 
,  «=  -j-  190.0 

S  =  +  0.663 
V=x:  +  Oj654 
ar==  0.317 
y=  +  ai73 

welche  Werthe  von  x  and  y  sehr  nahe  mit  den  durch  die  erste 
Methode  erhaltoAela  tlbereüislinijueii. 


\ 

-^0.5 

0 

+  0.5 

0.30 
0.35 

669 

51< 
481 

559 
505 
664 
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Ahsonderung  der  wUlkührUchen  Grössen. 

114}  Id  manchen  Fällen  sondern  sich  die  willkühriichen  Grössen^ 
welche  in  dem  Ausdrucke  von  n  vorkommen,  so  von  einander  ab, 
dass  einige  derselben  nur  in  einem  Theile  der  ursprünglich  zur 
zweiten  Ordnung  gehörigen  Coeffieienten  L,  M^  G^  S  und  T  ent- 
halten sind,  und  dass  diese  durch  bestimmte  Werlhe  jener  Grössen 
sowohl  positiv,  als  negativ,  und  ebenso  klein,  als  die  eorrespondirenden 
Glieder  der  dritten  Ordnung ,  werden  können.  Untersuchen  wir  daher 
die  Folgen,  welche  dieses  auf  die  Bestimmung  des  Minimums  hat 

Bei  der  ursprünglichen  Entwickelung  der  Gleichungen  der  ge- 
brochenen Strahlen  wurden  X*,  Y*,  <^*,  dv  und  A —  als  kleine 
Grössen  von  einerlei  Ordnung  angesehen ;  ans  den  beiden  ersten  ent- 
stand nachher  A*,  welches  daher  mit  ihnen  von  einerlei  Ordaong  ist; 
aui^  8v  dagegen  wurden  die  Coefficientc^n  «,  17  und  6  abgeleitet  und 
swar  80 9  dass  a  von  der  zweiten,  t  voA.der  ersten  ond  e  von  der 

vierten  Dimension  in  Bezug  auf  8v  sind;  aus  A — endlich  folgten  die 
Grössen  A  und  A%  beide  von  einerlei  Ordnung  mit  A — .  Bezeichnen 
wir  daher  durch  a  eine  kleine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  R\ 
80  sind      jja^  ^»  ^^  ^  u„j  ^,  ^^^  j^r  Ordnung  a 

B .    • .    .    .«« 

6 •  - •  •  V •  •  •  a^ 

mid  können  daher  aus  den  entsprechenden  Potenzen  von  a  durch 
Multiplication  mit  verschiedenen  Factoren  entstanden  gedacht  werden. 

Hiernach  hat  jedes  Glied  von  n^  welches  einen  ursprünglich 
zur  zweiten  Ordnung  gehörigen  CoefGcienten  enthält,  einen  Factor 
von  der  Ordnung  a';  sodann  ist  jenem  Coefficienten  eine  Correction 
von  der  Ordnung  a  beigefügt ,  so  dass  die  erwähnten  Glieder  sämmt- 
lich  die  Form  haben: 

Dagegen  sind  diejenigen  Glieder  von  J7,  welche  nur  Grössen 
der  dritten  Ordnung  enthalten,  mit  Factoren  von  der  Ordnung  a 
versehen  und  daher  unter  der  Form 

begriffen. 

Nach  diesen  Prämissen  kann  der  Ausdmek  von  n  unter  die 
Gestalt  gebracht  werden: 

wobei  X  die  Summe  aller  ähnlichen  Glieder .  bezeichnet. 
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Kommen  nun  in  dieütem  Ausdrucke  die  wiUkührlicben  Grössen 
x^  y^  %  etc.  vor,  8o  giehi  jede  derselben  für  das  Minimum  eine 
Gleichung  von  der  Form 

äx 

oder  vermöge  des  vorhergehenden  Werthes  von  n 

Der  Voraussetzung  nach  können  die  Grössen  L  solche  Werfhe 
erhalten,  dass  sie  von  derselben  Ordnung  wie  aX  werden,  Ist  es 
hierdurch  möglich,  ir  zu  einem  Minimum  zu  machen,  so  verdienen 
die  ihm  entsprechenden  Werthe  der  wilikührlichen  Grössen  jeden 
Falls  den  Vorzug,  weil  andere  Minima  von  xr,  welche  etwa  noch 
stattfinden  können  und  bei  denen  die  Grössen  L  bedeutende  Werthe 
erhalten,  nothwendig  grösser  ausfallen  müssen,  als  das  erw&hnte, 
dessen  Glieder  sämmtlich  von  der  Ordnung  «*  sind. 

Bezeichnet  man  daher  durch  ai  einen  solchen  Werth  von  L,  so 
verwandelt  sich  dadurch  die  vorh^gehende  Gleichung  in  die' folgende : 

Die  beiden  letzten  Glieder  dieser  Gleichung  sind  von  einer 
höheren  Ordnung,  als  das  erste,  und  fallen  daher  weg,  da  bei  der 
anfanglichen  Entwickelung  solche  Glieder  nicht  berficksichtigt  wurden. 
Hierdurch  reducirt  sich  jene  Gleichung  auf 

oder 

Aehnliche  Gleichungen  geben  auch  die  anderen  wilikührlichen 
Grössen  j^ ,  %  etc. ;  man  hat  daher  zur  Bestimmung  der  letzteren  das 
System  von  Gleichungen: 

0  =  a*2^(L  +  «X)  U 

0  =  ««2^(L+«X)4fi Cb) 

0  =  «»Z^(L+«X)  ^1 
etc. 

Diese  Gleichungen  sind  in  der  Regel  nicht  lineariseh  ond  ludben 
mithin  verschiedene  Systeme  von  Wurzeln.    Können  jedoch  die  Fae- 
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toren  (L-f  «>•)?  welche  sich  aaf  die  verschiedenen  Glieder  von  n 
bezieh^,  durch  einerlei  Werthe  der  willkührlichen  Grössen  zugleich 
verschwinden,  so  bilden  diese  Werthe  ein  System  von  Wurzeln  jener 
Gleichungen,  und  zwar  das  vortheilhafteste,  weil  dadurch  die  cor- 
respondirenden  Glieder  in  dem  Ausdrucke  von  ji  ebenfalls  =  0  werden. 
Unterscheiden  wir  daher  die  Factoren  (L  +  aX) ,  welche  diesen  ver- 
schiedenen Gliedern  angehören,  durch  die  Beisetzung  von  Accenten, 
so  entstehen  dadurch  die  Gleichungen 

(L  +  «X)  =  0   i 

iL^-aky  =  0 CC) 

(L+«xy'  =  oi 

oder,  wenn  man  statt  derselben  ihre  Werthe  ans  dem  Ausdrucke 
von  irsübstituirt, 

0=  L+(?(y/l»+3Ä»<f*)  +  (L)A' 
0  =  M+(?Ä(3/I*  +  4Ä«<j^«)H-(Jlf)A' 

0  =  ^+^'  +  f  W^<P*+  l7KiI*  ~(tt)A' 

Von  diesen  Gleichungen  müssen  der  Voraussetzung  nach  in 
jedem  einzelnen  Faile  nur  diejenigen  genommen  werden,  in  denen 
eine  gewisse  Anzahl  der  willkührlichen  Grössen  allein  vorkommt  und 
welchen  durch  einerlei  Werthe  der  letzteren  zugleich  Genüge  ge- 
leistet werden  kann ,  worauf  die  ihnen  entsprechenden  Glieder  in  dem 
Ausdrucke  von  ir,  deren  Summe  in  (a)  durch  ii^A{}j'\'  aX)*  be- 
zeichnet wurde,  wegfallen. 

Ist  die  Anzahl  der  auf  diese  Weise  erhaltenen  Gleichungen 
kleiner,  als  die  Anzahl  der  dadurch  zu  bestimmenden  willkührlichen 
Grössen,  so  können  diejenigen  unter  ihnen,  welche  unbestimmt  bleiben, 
dazu  benatzt  werden ,  um  die  alsdann  noch  vorhandenen  Glieder  der 
dritten  Ordnung  oder,  nach  der  in  (a)  gebrauchten  Bezeichnung, 
aZBQ^  ZU  einem  Minimum  zu  machen. 

Können  die  Grössen  L  etc.  zwar  von  derselben  Ordnung  wie  aX 
werden,  jedoch  so,  dass  es  nicht  möglich  ist,  den  Gleichungen  (c) 
oder  (d)  durch  einerlei  Werthe  der  willkührlichen  Grössen  Genüge 
zu  leisten ,  so  müssen  die  Gleichungen  (b)  an  die  Stelle  von  jenen 
gesetzt  werden ,  worin  statt  L  etc.  die  in  den  Gleichungen  (d)  ent- 
haltenen Grössen  der  zweiten  Ordnung,  statt  aX  etc.  die  in  denselben 
Gleichungen  vorkommenden  Grössen  der  dritten  Ordnung,  statt  A  etc. 
endlich  die  Factoren  der  correspondirenden  Glieder  in  (d)  von  Nro.  97 
so  sub»tituircn  sind« 
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Bisweilen  wird  bei  Instrumenten  die  Fordemn^  g:einacht,  dass 
eine  oder  mehrere  der  verschiedenen  Abweichungen  so  Tollkommen 
als  möglich  vernichtet  werden  sollen.  Dieser  Forderung  entspricht 
ebenralls  die  vorhergehende  Auflösung,  wenn  man  unter  dem  Sum- 
mationszeichen  Z  nur  diejenigen  Glieder  beibehält,  welche  jenen 
Abweichungen  zugehören,  daher  die  ihnen  correspondirenden  Glei- 
chungen (d)  auch  hier  Anwendung  finden. 

Nachdem  auf  diese  Weise  ein  Theil  der  in  dem  Ausdrucke 
von  n  enthaltenen  Glieder  weggefallen  ist,  dienen  die  übrig  ge- 
bliebenen zur  Bestimmung  der  noch  darin  vorkommenden  willkühr- 
lichen  Grössen ,  wozu  es  hinreicht ,  die  Summe  jener  Glieder  zu  einem 
Minimum  zu  machen. 

Welche  der  vorhergehenden  Yerfahrungsarten  in  jedem  einzelnen 
Falle  am  zweckmässigsten  angewandt  wird,  lässt  sich  erst  dann 
beurtheilen,  wenn  die  Ausdrücke,  welche  sich  auf  denselben  beziehen, 
gehörig  entwickelt  sind,  um  zu  sehen,  auf  welche  Weise  die  unbe- 
stimmten Grössen  darin  vorkommen,  wenn  ferner  die  von  der  Deut- 
lichkeit unabhängigen  Nebenumstände,  welche  dabei  berücksichtigt 
werden  müssen,  erörtert  und  nöthigenfalls  durch  Bedingnngsglei- 
chungen  ausgedrückt  sind.  Es  können  jedoch  einige  Classen  von 
Instrumenten  angegeben  werden,  bei  denen  die  eine  oder  die  andere 
Methode  mit  Yortheil  gebraucht  werden  kann  und  wobei  sich  die 
Formeln  zum  Theil  vereinfachen. 

Instrumenta,  mit  gewöhnlichen  achromatischen  Objectiven  ^  bei 
welchen  die  Hauptblendung  an  dem  Objective  angebracht  ist. 

1153  Wenn  das  Instrument  mit  einem  gewöhnlichen  achroma7 
tischen  Objective  versehen  i.st,  so  sind  die  Entfernungen  der  zu  dem 
letzteren  gehörigen  brechenden  Flächen  von  einander  sehr  kleine 
Grössen,  welche  in  den  Gliedern  der  dritten  Ordnung  vernachlässigt 
werden  können.  Setzen  wir  ferner  voraus,  dass  die  Hauptblendung 
an  dem  Objective  angebracht  ist,  so  wird,  wie  wir  bereits  am  Ende 
von  Nro.  86  erinnert  haben,  K  eine  Grösse  von  derselben  Ordnung 
wie  jene  Entfernungen.  Da  ausserdem  die  Farbenzerstreuung  in  der 
Axe  durch  die  Wirkung  des  Objectivs  bis  auf  eine  Grösse  der  dritten 
Ordnung  aufgehoben  wird,  so  sind  sowohl  Si  als  Sn^i  für  alle  auf 
dasObjectiv  folgende  Flächen  kleine  Grössen  jener  Ordnung,  welche 
nach  den  angenommenen  Grundsätzen  in  den  Gliedern  der  dritten 
Ordnung,  mit  Ausnahme  der  den  farbigen  Rand  betreffenden,  nicht 
beibehalten  werden.  Hierdurch  wir4  in  diesen  Gliedern  in  Bezug 
auf  die  Flächen  des  Objectivs 

K  =  K,  =  ^^-»  =  Ä.  =  Ä,  =  0  j 

V^=  V.  =  \  (a) 

8,  =  S._i  =  0  \ 


folglich  ist  nach  der  in  Nro.  87  enthaltenen  Zasammeostelliini; ,  da 
in  den  Formeln  für  (L)«-',  (Jüf)'"^  und  CJV)t-> 

CK).  =  0 
gesetzt  werden  mos», 

CL)  =  21  U)„ 

(M)=z;(-^j ^^j 

Wir  werden  in  der  Folge  sehen,  dass  (ilf)  in  dem  ge^nw&r- 
tigen  Falle  sich  auf  eine  Constante  redueirt,  daher  4a8  allein  davon 
abhängende  Glied  weggelassen  werden  kann,  da  es  auf  die  Bestim- 
mung des  Minimums  keinen  Einfluss  hat.  Ausserdem  fällt  auch  das 
von  (AT)  abhängende  Glied  weg.  Substituiren  wir  nämlich  statt  (C)« 
seinen  Werth  aus  (g)  von  Nro.  11,  so  wird 


'^  =x  (=^). 


Drücken  wir  allgemein  n  dorch  i^  ans,  so  ist 
n«  =  

und  wenn  dieser  Ausdruck  auf  die  erste  brechende  Fläche  angewandt 
wird,  V, 

Für  diese  Fläche  ist  aber 
n,  «=  y, 

Soll  daher  der  vorhergehende  Ausdruck  von  n.  auch  bei  der 
ersten  brechenden  Fläche  gebraucht  werden,  so  muss  man 

setzen.    Ferner  ist  auch 

n  «=  1 
weil  sich  hinter  dem  Objective  Luft  befindet  und  die  Summe  nur  auf 
die  Flächen  desselben  ausgedehnt  wird. 

Mit  Berdcksichtigung  dieser  besonderen  Werthe  können  wir 
daher  den  Ausdruck  von  n»  bei  Berechnung  von  (iV)  allgemein  ge- 
brauchen.   Er  giebf 

m  m 

Nehmen  wir  nun  die  Summe  nach  cS)  von  Nro.  3,  indem  wir 

i  »  e 
setzen,  so  wird 
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folglich  auch 

'^'=i:%-» 


itf 


(4i 


Sodann  ist  nach  der  alle/cirten  ZiiMmineni^lisllunf 

(«0  =  0 
ti.  =  Uj  =  0 

folglich,  da  bei  der  Berechnung  von  (,u) 

gesetzt  werden  muan, 

(a)  =  (Äri-«,)y; ii?> 

Femer  erhalten  wir  ao«  rh)  und  (e)  von  Nro.  M  Kun  Oebraiirti 
in  den  Gliedern  ri9  +  i:«j  und  (T-^-ril) 

wobei  es  hinreicht,  die  Kunaie  nur  auf  die  Oculare  auns&odeboen,  da 
für  die  Flächen  de^  Objectivi»  A'-'  =  ti  itkU 

Fjidlifil  ifft  veraoge  (i>  uiid  rbi  d«r  aUegineo  Nimaier  in  den 

Clirfen,  i^  ond  i^ 


l'nter  die«en  Vorau*»«et£UBgea  rcrdurirt  «idb  daher 
(d)  TOD  >'ro  97  auf  die  folgende : 


IT*  **        « (W*^^ 


Beninr.  ow» 
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ab,  die  sich  auf  die  Oculare  beziehen,  dass  dadurch  eine  grosse 
Erleichterung  in  der  Rechnung  möglich  wird. 

Wir  werden  nämlich  in  der  Folge  sehen ,  dass  die  beiden  Glieder 

von  denen  sich  das  erste  auf  die  Abweichung  wegen  der  Gestalt  in 
der  Axe,  das  zweite  auf  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  bezieht, 
hauptsächlich  von  dem  Objective  abhängen,  indem  die  urspränglieb 
zur  zweiten  Ordnung  gehörigen  Grössen  L  und  £f  nur  solche  von 
den  Ocularen  herrührende  Glieder  enthalten ,  welche  in  Yergleiehiiii^ 
mit  den  correspondirenden  Gliedern  des  Objectivs  sehr  klein  sind. 

Dagegen  werden  die  Veränderungen  in  den  Gliedern 


(k) 


wovon  das  erste  den  bedeutendsten  Theil  der  Abweichung  wegen, 
der  Gestalt  ausserhalb  der  Axe  ausmacht,  das  letzte  sich  auf  den 
farbigen  Rand  bezieht,  hauptsächlich  durch  die  Oculare  hervorgebracht, 
weil  die  sonst  äusserst  beträchtlichen  Glieder  des  Objectivs  durch  den 
sehr  kleinen  Werth,  welchen  A\  in  dem  gegenwärtigen  Falle  erhält, 
auf  unbedeutende  Grössen  reducirt  werden ,  die  in  Bezug  auf  G  und  H 
sehr  nahe  als  constant  zu  betrachten  sind,  in  Bezug  auf  T  dagegen 
ganz  vernachlässigt  werden  können. 

Das  Glied 

C^)' Tf  C  + '* -'J' C> 

welches  den  minder  beträchtlichen  Theil  der  Abweichung  wegen  der 
Gestalt  ausserhalb  der  Axe  bildet,  besteht  sowohl  ans  Theilen,  welche 
dem  Objective  angehören,  als  aus  solchen,  die  von  den  Ocalaren 
herrühren.  Beide  sind  in  Ansehung  ihrer  Grösse  von  einerlei  Ordnung. 
Hierzu  kommen  endlich  noch  die  von  A,  0,  «,  U,  /  und  Unab- 
hängigen Glieder,  welche,  wie  wir  oben  bereits  angeführt  haben, 
kleine  Correctionen  der  verschiedenen  Abweichungen  enthalten. 

II63  Sollen  bei  unverändertem  Objective  mehrere  Ocularcinsätze 
angebracht  werden,  wie  es  bei  Fernröhren  und  zusammengesetzten 
Hicroscopen  häufig,  der  Fall  ist,  so  muss  mau  die  Oculare  so  con- 
struiren,  dass  die  von  ihnen  hauptsächlich  abhängenden  Abweichungen 
für  jeden  Oculareinsatz  abgesondert  so  klein  als  möglich  werden. 
Hierbei  müssen  wir  jedoch  zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  die 
Oculare  so  eingerichtet  sind ,  dass  der  farbige  Rand  gehoben  werden 
kann  oder  nicht.    Im  ersteren  Falle  ist  die  Yemichtung  desselben  ab 
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eine  Forderung  za  betrachten ,  welche  an  die  Oculareinsitze  gemacht 
werden  muss,  wozu  es  nothwendig  ist,  bei  jedem  von  ihnen  die 
wilikührlichen  Grössen  so  zu  bestimmen,  dass  n  in  Bezug  auf  das 
Glied,  welches  sich  auf  den  farbigen  Rand  bezieht,  zu  einem  Minimum 
wird,  und  es  ist  zweckmässig,  hierbei  mit  möglicher  Sorgfalt  zu 
Werke  zu  gehen,  weil  das  Auge  gegen  den  farbigen  Rand,  wegen 
der  dadurch  abgesonderten  Farben,  sehr  empfindlich  ist.  Nach  der 
in  Nro.  114  gemachten  Bemerkung  giebt  daher  das  zweite  in  (k) 
der  vorhergehenden  Nummer  angegebene  Glied  die  Gleichung: 

0  =  T  +  i7/+|-IF<f*  — (tt)A' (a) 

welche  auf  Jeden  Oculareinsatz  besonders  angewandt  werden  muss. 

Nachdem  auf  diese  Weise  das  letzte  der  allegirten  Glieder  aus 
dem  Ausdrucke  von  n  weggefallen  ist,  bleibt  es  noch  übrig,  das 
erste  zu  einem  Minimum  zu  machen,  welches  geschieht,  wenn  O 
und  H  verschwinden  oder  die  kleinstmöglicben  positiven  oder  nega- 
tiven Werthe  erhalten.  Wir  haben  schon  oben  bemerkt,  dass  JET  bei 
denjenigen  Einrichtungen  des  Instrumentes,  welche  denselben  Zweck 
erfüllen,  beinahe  als  constant  zu  betrachten  ist,  so  dass  hierdurch 
wenig  zur  Verminderung  des  erw&hnten  Gliedes  beigetragen  werden 
kann.  Die  Grösse  G  hingegen  erleidet  beträchtliche  Veränderungen, 
welche,  wie  bereits  angeführt  wurde,  hauptsächlich  von  den  Ocuiaren 
herrühren,  und  da  sie  bei  den  gewöhnlichen  Einrichtungen  nicht 
verschwinden  kann,  so  muss  man  diejenige  Einrichtung  wählen, 
welche  der  Gleichung  (a)  Genüge  leistet  und  zugleich  den  kleinst- 
möglicben positiven  oder  negativen  Werth  von  G  giebt,  wenn  man 
sich  nicht  absichtlich  von  diesem  etwas  entfernt,  um  andere  Rück- 
sichten nehmen  zu  können.  Meistens  bedient  man  sich  hierbei  am 
zweckmässigsten  der  in  Nro.  11t  angegebenen  Methode,  indem  man 
mehrere  Werthe  von  G  in  der  Nähe  des  Minimums  berechnet  und 
hieraus  das  letztere  herleitet. 

Wir  werden  bei  den  speciellen  Anwendungen  sehen ,  dass  G  im 
Allgemeinen  abnimmt,  wenn  die  Oculare  so  constrnirt  werden,  dass 
das  Auge  sich  so  nahe  wie  möglich  hinter  dem  letzten  Glase  befindet. 
Da  aber  eine  Unbequemlichkeit  daraus  entsteht,  wenn  die  Entfernung 
des  Auges  von  dem  Instrumente  allzu  gering  wird,  so  kann  man 
hierin  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreiten  und  muss  bei  der  Be- 
stimmung des  Minimums  nur  solche  Einrichtungen  mit  einander  ver- 
gleichen, bei  welchen  die  Entfernung  des  Auges  dieselbe  ist.  Auch 
ist  es  nothwendig,  bei  der  Berechnung  des  Ortes  des  Auges  auf  die 
Abweichung  wegen  der  Gestalt  Rücksicht  zu  nehmen,  welche  den- 
selben bedeutend  verändert. 

Sind  die  Oculare  so  eingerichtet,  dass  der  farbige  Rand  nicht 
gehoben  werden  kann,  so  ist  es  nicht  möglich,  der  Gleichung  (a) 
Genüge  zu  leisten.    In  diesem  Falle  bleibt  daher  nichts  Anderes  übrig, 
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als  die  Somine  der  in  (k)  der  vorherg^ebenden  Nnmiaer  angegebenen 
Glieder  za  einem  Minimum  zn  machen,  i^obei  jedoch  in  dem  letzten 
derselben  die  Grösisen  der  dritten  Ordnung  vernachlässigt  -werden 
können,  da  eine  genäherte  Berechnung  zu  diesem  Zwecke  hinreicht 
Diess  giebt  die  Gleichung 

3^lG^^W]  +  ^^Min (b) 

welche  auf  dieselbe  Weise  zu  behandeln  ist ,  wie  es  im  vorhergehen- 
den Falle  mit  G  geschah. 

Die  angegebenen  Rechnungen  müssen  für  jeden  Oculareinsatz 
besonders  geführt  werden,  und  es  wird  dabei  vorausgesetzt,  dass 
die  Einrichtung  des  Objectivs  vorläufig  in  so  weit  näherungsweise 
bekannt  ist,  um  die  kleinen  davon  abhängenden  Glieder,  welche  in 
den  Formeln  vorkommen,  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  be- 
rechnen zu  können,  was  bei  den  Anwendungen  keine  Schwierig- 
keiten darbietet.  Hierdurch  werden  die  willkührlichen  Grössen  bei 
sämmtlichen  Oculareinsätzen  bestimmt,  so  dass  nunmehr  die  davon 
abhängenden  Theile  der  in  (D  und  (1)  der  vorhergehenden  Nummer 
angegebenen  Glieder  für  jeden  derselben  besonders  berechnet  werden 
können,  worauf  Jene  Glieder  nur  noch  diejenigen  willkührlichen 
Grössen  enthalten,  welche  sich  auf  das  Objectiv  beziehen,  und  daher 
in  Verbindung  mit  den  übrigen  vom  Objective  allein  abhängenden 
Gliedern  zur  Bestimmung  der  Dimensionen  des  letzteren  dienen. 

Da  es  jedoch  nicht  möglich  ist,  diese  Dimensionen  so  zu  wählen, 
wie  es  jeder  Oculareinsatz,  abgesondert  betrachtet ,  erfordern  würde, 
80  müssen  zuerst  nach  den  in  Nro.  103  enthaltenen  Principien  aus 
den,  den  einzelnen  Oculareinsätzen  zugehörigen  Grössen  diejenigen 
berechnet  werden,  welche  sich  auf  einen  mittleren  Oculareinsatz  be- 
ziehen, um  sie  statt  der  ersteren  bei  der  Berechnung  des  Objectivs 
zu  gebrauchen. 

Mit  Beibehaltung  der  am  angeführten  Orte  gebrauchten  Bezeich- 
nungen erhalten  wir  hiernach  aus  (f)  jener  Nummer 

''  -  "TööT^    / ^^^ 

wobei  die  den  einzelnen  Oculareinsätzen  beigeleg;ten  Gewichte  CK> 
noch  bestimmt  werden  mttssen. 
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1173  Nachdem  aaf  diese  Weise  diejeni/eren  Grössen  gefanden 
worden  sind ,  welche  sich  auf  die  Ocnlare  beziehen ,  können  wir  Kur 
Berechnung  des  Objectives  übergehen. 

Versteht  man  anter  L,  M  und  S  die  von  dem  letzteren  her- 
rührenden Theile  von  L-.,  Mi  und8,j  so  müssen  in  (h)  von  Nro.115 
die  Grössen  F*,  (j^»,  L,  JW  und  »mit  V'%  <ji»,  (L+LO,  (Ä  +  JlfO 
nnd  CS+S'')  verwechselt  und  ausserdem  die  von  6,  AT,  T,  i  und  W 
abhängigen  Glieder  weggelassen  werden ,  da  sie  bereits  bei  der  Be- 
rechnung der  Ocnlare  zu  einem  Minimum  gemacht  worden  sind  und 
auf  die  Bestimmung  der  Dimensionen  des  Objectivs  keinen  Einfloss 
haben.  Hierdurch  werden  die  auf  das  Objectiv  sieh  beziehenden 
Glieder : 

"^     600    "^       t        "^86 

Die  von  L,  M  und  8  abhängenden  Glieder  sind  die  einzigen , 
welche  ursprünglich  zur  zweiten  Ordnung  gehören  und  durch  einerlei 
Werthe  der  willkührlichen  Grössen  zugleich  verschwinden  können; 
wir  erhalten  daher  vermöge  (d)  von  Nro.  i  14  für  das  Minimum  von  n 
die  folgenden  drei  Gleichungen: 

0  =  L+I/  +  ~  (?Ä»  +  (L)Ar 

0  ==  JI!l  +  Jf'+(Jlf)A'  } •    Cb) 

0  =  S  +  S'  +  |.  uw 

Die  erste  dieser  Gleichungen  bedingt  die  möglichst  vollständige 
Aufhebung  der  Abweichung  wegen  der  Gestalt  in  der  Axe,  die 
zweite  die  Aufhebung  des  bei  den  Ocularen  noch  nicht  berücksichtigten 
Theiles  der  Abweichung  wegen  der  Gestalt  ausser  der  Axe,  die 
dritte  Gleichung  endlich  bezweckt  die  möglichst  vollständige  Auf- 
hebung der  Farbenzerstreuung  in  der  Axe. 

Die  Grössen,  welche  darin  vorkommen,  sind  Functionen  von 
der  Entfernung  des  Gegenstandes,  den  Entfernungen  der  zum  Ob- 
jective  gehörigen  brechenden  Flächen,  der  letzten  Vereinigungsweite 
desselben  und  den  Brechungs-  und  Zerstreunngsverhältnissen ,  welche 
ich  sämmtlich  als  gegeben  betrachte,  sodann  von  den  übrigen  Yer- 
einigungsweiten  und  den  Halbmessern  der  brechenden  Flächen.  Wären 
nun  diese  Halbmesser  mit  Ausnahme  des  letzten  bekannt,  so  könnten 
daraus  die  Vereinigungsweiten  durch  die  in  (a)  von  Nro.  40  ge- 
gebenen Formeln  berechnet  werden,  worauf  der  letzte  Halbmesser 
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vermittelst  der  zweiten  Formel  (c)  Jener  Nummer  erhalten  wurde, 
wenn  man  sie  auf  die  lotste  Fläche  des  Objeetivs  anwendete ,  indem 
alsdann  C|  durch  die  vorhergehende  Rechnung  bekannt,  gi  aber  die 
als  gegeben  betrachtete  letzte  Vereinigungsweite  des  Objeetivs  ist 
Hieraus  folgt,  dass  sich  die  in  den  Gleichungen  Cb)  enthaltenen  wiU- 
kührlichen  Grössen  auf  die  Halbmesser  der  zum  Objective  gehörigen 
brechenden  Flächen,  mit  Ausnahme  des  letzten,  reduciren,  die  übrigen 
dagegen  als  Functionen  von  jenen  zu  betrachten  sind.  Diess  hindert 
jedoch  nicht,  statt  der  Halbmesser  zum  Theil  andere  Grössen  ab 
willkührlich  anzunehmen ,  wenn  man  die  ersteren  vermittelst  der  Re* 
lationeu,  welche  zwischen  ihnen  stattfinden,  aus  den  Gleichungen 
eliminirt. 

Setzen  wir  nun  ein  zweifaches  achromatisches  Objectiv  voraus, 
so  enthält  dasselbe  nach  dem  Vorhergehenden  drei  willkührliche 
Grössen^  wozu  man  gewöhnlich  einen  Halbmesser  von  jedem  Glase 
und  die  Brennweite  von  einem  derselben  wähll ,  daher  die  drei  Glei- 
chungen (b)  zu  ihrer  Bestimmung  hinreichen. 

Bei  dieser  Bestimmung  der  willkührlichen  Grössen  des  Objeetivs 
sind  jedoch  die  übrigen  Glieder  in  dem  Ausdrucke  von  xr,  welchen 
wir  in  (a)  erhalten  haben,  nicht  berücksichtigt  worden;  es  entsteht 
daher  die  Frage,  ob  es  nicht  räthlich  ist,  in  dieser  Beziehung  eine 
Modification  an  den  vorhergehenden  Resultaten  eintreten  zu  lassen, 
wozu  die  folgenden  Bemerkungen  gemacht  werden  können. 

Wir  haben  bei  der  früheren  Entwickelung  die  von  dem  Objective 
herrührenden  Grössen  M  und  G  als  zur  zweiten  Ordnung,  die  corre- 
spondirenden  auf  die  Oculare  sich  beziehenden  Grössen  M^  und  G* 
dagegen  als  zur  dritten  Ordnung  gehörig  betrachlet.  Der  Grund 
hiervon  lag  darin,  dass  M  und  G  im  Allgemeinen  Glieder  enthalten, 
welche  von  K^  abhängen  und  sehr  bedeutende  Werthe  bekommen 
können.  Im  gegenwärtigen  Falle  verschwinden  aber  diese  Glieder, 
weil  üfj  =  0  ist,  wovon  eine  Folge  ist,  dass  bei  denjenigen  Werthen 
der  willkührlichen  Grössen ,  welche  der  ersten  und  dritten  Gleichung 
(b)  Genüge  leisten.  Dl  von  derselben  Ordnung  wie  Jlf%  G  dagegen 
sogar  kleiner  als  G^  wird.  Sehen  wir  daher  M  in  dem  gegenwär- 
tigen Falle,  ebenso  wie  Jlf%  als  zur  dritten  Ordnung  gehörig  an,  so 
sind  die  einzigen  Glieder  der  zweiten  Ordnung,  welche  in  (a)  vor- 
kommen, diejenigen,  die  von  L  und  iS  abhängen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  erhalten  wir  daher  für  das  Minimum 
nor  die  beiden  Gleichungen : 

o  ) Cc) 

0  =  S;f  S'  +  l  VR^ 

9 

Da  das  Objectiv  drei  willkührliche  Grössen  enthält,  so  sind  die 
vorhergehenden  Gleichungen  zur  Bestimmung  derselben  nicht  hin- 
reichend. 


NEUNTES    KAPITEL.  529 

Nimmt  man  aber  eine  der  willkührlichen  Grössen,  z.B.  den 
ersten  Halbmesser  nach  Belieben  an,  so  kunnen  die  iibri^en  durch 
jene  Gleichungen  bestimmt  werden,  unil  man  erhalt  dadurch  ein  Ob- 
jectiv,  welches  schon  den  hauptsächlichsten  Forderungen  entspricht, 
indem  durch  dasselbe  die  bedeutendsten  Theile  von  den  Abweichungen 
wegen  der  Gestalt  und  Karben»erstreuuiig  in  der  Axe  vernichtet 
werden.  Es  bleiben  aber  alsdann  in  dem  Ausdrucke  von  n  die 
folgenden  nicht  aurgehobenen  Glieder  übrig,  deren  VVerthc  vermittelst 
der  gefundenen  Dimensionen  des  Objectivs  berechnet  werden  können, 
nämlich 

"=L-r;r>'  L  oin:^,  efvfii,  a^vß:        ■  ■  «ii 

("'"      6ÜÜ     "•"        8        ""^        36  1 

Von  diesen  Gliedern  beziehen  sich 
das  erste  auf  die  Aenderung,  weiche  die  Abweichung  wegen  der 
Gestalt  in  der  Axe  durch  die  veränderliche  Entfernung  des  Gegen- 
standes erleidet, 
das  zweite  nuf  den   noch  nicht  berücksichtigten  Theil  der  Abwei- 
chung wegen  der  Gestalt  ausserhalb  der  Axe,  mit  Rücksicht  auf 
die  veränderliche  Entfernung  des  Gegenstandes, 
das  dritte  auf  den  zur  dritten  Ordnung  gehörigen  Tlieil  der  Ab- 
weichung wegen  der  Gestalt  in  der  Axe, 
das  vierte  auf  den  ursprünglich  mit  ^v*  multiplicirten  Theil  der 

Farben  Zerstreuung  in  der  Axe, 
das   letzte  endlich  auf  denjenigen  Theil  jener  Farbenzerstreuung, 
welcher  von  dem  darauf  ausgeübten  Einflüsse  der  Abweichung 
wegen  der  Gestalt  herrührt. 

Obgleich  das  nach  den  vorhergehenden  Formeln  berechnete  Ob- 
jectiv  schon  den  huuptsäclilichsten  Forderungen  entspricht,  so  ist  es 
doch  keineswegs  das  beste,  indem  es  von  dem  nach  Belieben  ange- 
nommenen Werthe  der  einen,  bei  seiner  Consiruction  unbestimmt 
gebliebenen  Grösse  abhängt.  Geben  wir  aber  dieser  Grösse  nach 
ond  nach  verschiedene  Werthe,  berechnen  sodann  jedesmal  die  Di- 
mensionen des  Objectivs  vermittelst  der  Gleichungen  |.c)  und  hierauf 
den  Wcrih  der  nicht  aufgehobenen  Glieder  von  n  vermittelst  des 
Ausdruckes  (dt,  so  wird  derselbe  bei  den  verschiedenen  Annahmen 
sehr  verschieden  ausfallen.  Wenn  nun  keine  weitere  Rücksichleo 
EU  nehmen  sind,  so  ist  dasjenige  Objecüv  als  das  vorzüglichste  zu 
betrachten,  bei  dem  jener  Werlh  so  klein  als  möglich  wird,  und 
welches  aus  mehreren  in  der  Nahe  des  Minimums  berechneten  Werthen 
vermittelst  der  Formeln  von  \ro.  IIS  leicht  gefunden  werden  kann. 
Die  Rechnung  zeigt,  dass  (/>)  und  jM  durch  Werthe  der  will- 
kührlichen Grössen,  welche  nicht  sehr  von  einander  verschieden  sind, 
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zum  Verschwinden  gebracht  werden,  dass  ferner  Q  und  17  Minima 
haben,  denen  andere  ebenfalls  von  den  ersteren  nicht  sehr  verschie- 
dene Werthe  jener  Grössen  entsprechen.  Dagegen  ist  t  bei  einerlei 
Glasarten  als  constant  zu  betrachten.  Da  nun  J/V  bei  der  vortheil- 
haftesten  Einrichtung  der  Oculare  nie  eine  bedeutende  Grösse  erlangt, 
80  ist  es  möglich,  durch  eine  schickh'che  Bestimmung  der  wiilkuhr- 
liehen  Grössen  ein  Objectiv  zu  erhalten,  welches  sehr  nahe  die  Be- 
dingungen erfüllt,  dass  die  Abweichungen  in  und  ausser  der  Axe 
Minima  werden  und  dass  das  Objectiv  für  astronomische  und  terrest- 
rische Gegenstande  gleich  brauchbar  ist. 

Berücksichtigt  man  bloss  das  erste  Glied  in  (d),  so  erhält  man 
dadurch  für  das  Minimum  die  Gleichung 

(L)  =  0 (e) 

welche  in  Verbindung  mit  den  beiden  Gleichungen  (c)  die  Dimen- 
sionen des  Objectivs  bestimmt.  Das  hierdurch  erhaltene  Objectiv  ist 
dasjenige,  welches  Herschel  an  den  in  Nro.  91  angegebenen  Orten 
in  Vorschlag  gebracht  hat  und  welches  die  Eigenschaft  besitzt ,  dass 
eine  Veränderung  in  der  Entfernung  des  Gegenstandes  beinahe  keinen 
Einfluss  auf  die  Abweichungen  äussert,  das  Objectiv  mithin  eben  so 
gut  für  terrestrische  als  für  astronomische  Gegenstände  benutzt 
werden  kann. 

Das  letzte  Glied  in  (d)  kann  ausserdem,  dass  es  das  oben  an- 
gegebene Minimum  hat,  auch  =  0  werden.  Behält  man  daher  nur 
dieses  Glied  bei,  so  entsteht  dadurch  für  das  Minimum  von  n  die 

Gleichunfi: 

^  17  =  0 (f) 

welche  zu  den  Gleichungen  (c)  gefügt  werden  muss ,  um  die  Dimen- 
sionen des  Objectivs  zu  bestimmen.  Hierdurch  wird  dasjenige  Objectiv 
erhalten,  welches  Gauss  vorgeschlagen  hat')  und  dessen  Vorzog 
darin  besteht,  dass  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  nicht  nur  bei 
denjenigen  Strahlen,  welche  in  der  Nähe  der  letzteren'  einfallen, 
sondern  auch  bei  den  Randstrahlen  gleich  gut  gehoben  wird. 

1183  Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  uns  mit  der  Bestimmung  der 
Werthe  zu  beschäftigen,  welche  den  in  den  vorhergehenden  Formeln 
enthaltenen  Grössen  (F),  A  und  A'  beizulegen  sind. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  eine  gleiche  relative  Deutlichkeit 
die  geringste  Forderung  ist,  welche  an  die  stärkeren  Vergrösserungen 
in  Vergleichung  mit  den  schwächeren  gemacht  werden  kann.  Wir 
haben  ferner  in  (h)  und  (0  von  Nro.  103  entwickelt,  welche  Werthe 
die  dem  mittleren  Oculareinsatze  zugehörigen  Grössen  erhalten  müs- 
sen, je  nachdem  man  beabsichtigt,  den  verschiedenen  Oculareinsätzen, 
80  gut  es  im  Mittel  geschehen  kann,  bei  gleichen  Gewichten  entweder 


')  V.  Lindenau  uod  Bobneabefger,  Zeittchrifir  fttr  Aitrononiie.    Band  4,  pag.  $45, 
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die  grösstmdgiiche  absolute  oder  die  ^prösstmögliehe  relative  Deut- 
lichkeit zu  geben.    Nach  den  dortigen  Formeln  ist  im  ersten  Falle: 


!"•= 


m 


r* ^Yi 


sV 


^-    sV*  / ^*^ 

im  zweiten  Falle  dagegen 

1/  =  ^'        ) Cb) 

m 

Es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  die  Annahme  von  den  einen 
oder  den  anderen  der  vorhergehenden  Werthe  vorzuziehen  oder 
andere  an  deren  Stelle  zu  setzen  sind. 

Untersuchen  wir  zu  dem  Ende,  wie  gross  die  Undeutlichkeit 
bei  den  einzelnen  Oculareinsatzen  wird,  wenn  das  Objeetiv  nach 
einem  willkührlich  gewählten  mittleren  Oculareinsatze  berechnet 
worden  ist. 

Nach  (a)  von  Nro.  117  sind  die  beiden  bedeutendsten  Gh'eder 
in  dem  Ausdrucke  von  xr,  wenn  wir  statt  F%  IJ  und  8^  die  Werthe 
Vj  L,  und  8,  substituiren ,  welche  einem  beliebigen  Oculareinsatze 
zugehören : 

I^[l  +  L,  +  ^  Oll*+(L)A'T 
+  "-~\a  +  8.  +  \VR^\ 

Sind  nun  bei  Berechnung  des  Objectivs  die  dem  mittleren 
Oculareinsatze  entsprechenden  Grössen  L'  und  8^  zu  Grund  gelegt 
worden,  so  ist  dadurch  den  Gleichungen  (c)  von  Nro.  117  Genüge 
geschehen. 
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Snbstitairt  man  daher  die  aas  diesen  Gleichungen  resultirenden 
Werthe  von  L  und  8  in  dem  vorhergehenden  Ausdruck  von  J7,  so 
verwandelt  er  sich  in  den  folgenden : 

IÄ*  1 
— -  (L  —  L'^*  I 
» 'i;'         <d, 

^  1  in  cj  umgeändert  wer- 
den muss,  wenn  er  sich  auf  die  relative  Undeutlichkeit  beziehen  soll. 

Die  Grössen  L,  und  8,  sind  bei  allen  Oculareinsfttzeh  ver- 
schieden; sie  nehmen,  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  im 
Allgemeinen  mit  der  Yergrösserung  ab  und  sind  bei  einerlei  Ein- 
richtung der  Oculare  beinahe  -p-  proportional ;  dagegen  sind  U  nnd 

8^  bei  allen  Oculareinsätzen  unveränderlich.  Hieraus  folgt,  dass 
sowohl  die  absolute,  als  die  relative  Undeutlichkeit  bei  demjenigen 
Oculareinsatze  am  kleinsten  ist,  welcher  sich  dem  bei  Berechnung 
des  Objectivs  angenommenen  mittleren  am  meisten  nähert,  dass  aber 
beide  Ündeutlichkeiten  desto  mehr  zunehmen ,  je  mehr  sich  die  Ocu- 
lareinsatze von  dem  mittleren  entfernen,  die  Yergrösserung  mag 
stärker  oder  schwächer  werden  wie  bei  diesem. 

Bedienen  wir  uns  jetzt  zur  Berechnung  des  mittleren  Ocular- 
einsatzes  der  Formeln  (a),  so  werden  dadurch  die  stärkeren  Yer- 
grösserungen  bedeutend  mehr  berücksichtigt,  als  die  schwächeren; 
der  mittlere  Oculareinsatz  fällt  daher  nahe  bei  diejenigen,  welche 
die  stärkeren  Yergrösserungen  geben,  so  dass  die  oben  erwähnte 
Forderung,  wonach  die  relative  Undeutlichkeit  bei  den  stärkeren  Yer- 
grösserungen wenigstens  nicht  zunehmen  soll,  nur  durch  die  stärksten 
Yergrösserungen,  jedoch  in  geringem  Maasse,  nicht  erfüllt  wird. 
Ferner  gleichen  sich  die  Fehler  bei  den  verschiedenen  Oculareinsätzen 
80  aus,  dass  sie  bei  keinem  derselben  bedeutend  werden. 

Durch  den  Gebrauch  der'  Formeln  (b) ,  welche  die  schwächeren 
Yergrösserungen  mehr  berücksichtigen,  wird  jener  Forderung  in 
Bezug  auf  die  stärkeren  Yergrösserungen  noch  weit  weniger  ent- 
sprochen und  ausserdem  auf  diese  ein  sehr  beträchtlicher  Fehler 
hinsichtlich  der  absoluten  Undeutlichkeit  geworfen,  da  der  Ausdruck 
der  letzteren  den  bei  starken  Yergrösserungen  sehr  bedeutenden 
Factor  F«  enthält. 

Wollte  man  der  angegebenen  Forderung  bei  den  stärksten  Yer- 
grösserungen vollständig  Genüge  leisten^  so  wurde  nichts  Anderes 
Abrig  bleiben,  als  entweder  die  Gewichte  mit  den  Yergrösserungen 
Bunehmen  zu  lassen,  oder  nur  die  beiden  stärksten  unter  ihnen  zu 
berücksichtigen  und  für  diese  nach  den  Formeln  (b)  die  dem  mittleren 
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Oculareinsatze  entsprechenden  -  Grossen  zu  berechnen*.  Im  ersteren 
Falle  könnten  die  Gewichte  so  bestimmt  werden,  dass  sich  die  re^ 
lative  Undeatlichkeit  bei  zunehmender  Yergrösserung  stets  vermin- 
derte, im  letzteren  Falle  würde  diess  nur  bis  zu  den  zwei  stärksten 
Yergrösserungen  stattfinden ,  für  welche  jene  Undeutlichkeit  einerlei 
Werth  erhielte.  Die  schwächeren  Yergrösserungen  wurden  aber 
alsdann  verhältnissmässig  schlechter  werden. 

Nach  allem  diesem  wird  es  daher  rdthlich  seyn,  sich  bei  der 
Annahme  eines  mittleren  Oculareinsatzes  wenigstens  nicht  weit  von 
den  Resultaten  der  Formeln  (a>  zu  entfernen.  Welche  Wahl  man 
indessen  auch  treffen  mag,  so  ist  es  jedenfalls  angemessen,  sowohl 
die  absolute,  als  die  relative  Undeutlichkeit  in  Bezug  auf  die  ver- 
schiedenen Oculareinsätze  zu  berechnen ,  um  sich  zu  versichern ,  dass 
bei  keinem  derselben  unzulässige  Fehler  entstehen. 

1193  Um  das  Gesagte  an  einem  Beispiele  zu  erläutern,  nehme 
ich  an,  dass  ein  Instrument  mehrere  auf  dieselbe  Weise  construirte 
Oculareinsätze  hat,  deren  Vergrösserungen  Glieder  einer  geometri- 
schen Reihe  bilden.    Bezeichnet  man  daher  durch 

fß  die  erste  Yergrösserung, 

e  den  Exponenten  der  geometrischen  Reihe, 

80  ist  die  n**  Yergrösserung 

V  —  fß^^ (a) 


Da  die,  sämmtlichen  Obulareinsätze  der  Yoraussetzung  nach 
einerlei  Einrichtung  haben ,  so  kann  für  L,  der  Ausdruck  angenommen 
werden : 

wobei  i  eine  Constante  ist,  welche  bei  allen  Oculareinsätzen  den- 
selben Werth  behält 

Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  auch  8,  ausdrücken.  Da  jedoch 
die  von  L,  und  8,  abhängigen  Glieder  einerlei  Gestalt  haben,  so 
reicht  es  für  den  gegenwärtigen  Zweck  hin ,  nur  das  6rste  von  ihnen 
zu  betrachten.  Unterscheidet  man  ferner  xr  in  Bezug  auf  die  relative 
Undeutlichkeit  durch  die  Beisetzung  eines  Accentes  und  behält  für  die 
absolute  Undeutlichkeit  jenen  Buchstaben  ohne  Accent  bei ,  so  ist  mit 
Weglassung  aller  beständigen  Factoren 

^        F«       S»  e»t-»^  L  ?  J 
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wobei  die  beständigen  Factoren  i  und  SB  ebenfalls  weggelassen  wer- 
den können,  so  dass 

1    r      SL^      -y      n  } ^^"^ 

werden. 

Bestimmen  wir  jetzt  zuerst  L'  so,  dass  die  absolute  Undeatlichkeit 
fiSr  simmtliche  Oculareinsätze  znsammengenommen  so  klein  als  möglich 
wird ,  ;*wenn  wir  ihnen  gleiche  Gewichte  beilegen ,  so  ist  vermög'e  (a) 
der  vorhergehenden  Nummer 

^ — JV^~~IW 

folglich 

fßL'  _  Ce'—  1)  (g*—  1)  ^  g  +  t  ,^ 

?    ~  (e— l)(e*"— 1)       C-+1 ^°^ 

L^en  wir  dagegen  der  Bestimmung  von  L'  eine  möglichst 
kleine  mittlere  relative  Undeutlichkeit  bei  gleichen  Gewichten  der 
Oculareinsitze  zu  Grund ,  so  ist  vermöge  Cb)  jener  Nummer 

m  m  ^mj  V 

nnd 

folglich 

?     ™iii(e— l)e^* ^^^ 

Setzen  wir  endlich  bei  den  zwei  stürki^ten  Yergrösserongen 
eine  gleiche  relative  Undeatlichkeit  voraas,  so  ist 

f/  =  ir     ^        ,        gl        g(g+l) 
2  LSP^  "^  $  €f"-Ü  ~   2 SB  e*-* 
folgh'ch 

»L'        e  +  1 

—         r (f) 


Darch  die  Sobstitation  der  vorhergehenden  Werthe  von  — g — 

geben  die  Formeln  (c)  sowohl  die  absolute,  als  die  relative  Undent- 
lichkeit,  welche  jeder  der  drei  gemachten  Yoraassetzangen  entsprechen, 
für  die  verschiedenen  Oculareinsätze,  wobei  n  der  Reihe  tiach  «=  1, 
S,  3,  etc«  gesetzt  werden  moss. 
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.Sind  Z.B.  5  0ciilarein4at/.e  vorhnnden,  deren  Vergrösserungen 
bei  Jedem  rol°;eiiden  um  1|tuul  zunehmen,  so  i:^( 


und  die   vorhergelienilen   Formeln  geben   die  in  der  Tollenden  Tafel 
xusBinmeii^estcl ilen  Hesu Uate 


Niiniiocr 

dpg 
DcuUfcin- 

Vcfhill- 
aeriiilK. 

Klemale  ubaululc 

Un>lriJllichliei( 

Im  Mxttl. 

KIcInirr   rrUtive 

lTt>Jci.llichkea 

im  Millel. 

Clnchp   trNlive 

ITndeutlichkpil 

bri    den    2   Blirkaleo 
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3 
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«7 
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0.503 
0.318 
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0.W4 

0.503 
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0.000 
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0.«29 
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0.W9 
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0.197 
0.088 
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0.567 
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0.039 
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O.0OS 

16 

55 

Sil 

41)5 
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Es  ist  hieraus  ersichtltrh,  dass  bei  der  ersten  Voraussetzun^i^ 
der  mittlere  Oculareinsatz  sehr  nahe  mit  dem  vierten  zusammenfällt 
und  dass  daher  nnr  der  fünfte  etwas  schlechter  wird  als  jener,  da- 
gegen bei  den  übrigen  die  Deutlichkeit  mit  der  Vergrösserung  zu- 
nimmt. 

Uei  der  zweiten  Voraussetzung  liegt  der  mittlere  Oculareinsatz 
zwischen  dem  zweiten  und  dritten,  e.s  wird  aber  dabei  ein  so  be- 
deutender absoluter  Fehler  auf  die  slärksle  VcrgrÖsserung  geworfen, 
dass  diese  Annahme  unzulässig  erscheint. 

Bei  der  drillen  Voraussetzung  werden  die  Fehler  der  schwächeren 
Vergrösserungen  etwas  grösser,  die  der  stärkeren  VergrÖssernngen 
etwas  kleiner,  als  bei  der  ersten  Voraussetzung ,  und  ausserdem  nimmt 
die  relative  Undeutlichkelt  bei  keiner  Vcrgrösserung  im  Vergleich 
mit  der  vorhergehenden  zu,  so  wie  es  beabsichtigt  wurde. 

ISO)  Was  die  Werthe  betrifft,  welche  den  Crossen  A  und  A' 
gegeben  werden  müssen,  so  haben  wir  dieselben  bereits  in  Nro.  97 
ausführlieh  entwickelt;  in  dem  gegenwartigen  Falle  können  wir  jedoch 
noch  die  folgenden  Bemerkungen  machen. 
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Gewöhnlieh  werden  die  Fernröhre  ursprünglich  für  nnendlieh 

entfernte  Gefi:enstände  berechnet.     Soll  nun  das  Femrohr   sowohl 

1  1" 

für  diese  als  für  nähere  Objecte  gebraucht  werden,  so  ist  —  =  A — 

=  0;  A —  dagegen  bezeichnet  das  Reciproke  der  kleinsten  Entfer- 

nung,  bei  welcher  das  Instrument  noch  dienen  soll.  Nimmt  man  daher 
statt  A'  und  A'  die  Werthe,  welche  aus  jener  Voraussetzung  folgen 
und  in  (i)  und  (n)  der  allegirten  Nummer  für  zwei  Hypothesen  in 
Bezug  anf  die  den  Entfernungen  beizulegenden  Gewichte  entwickdt 
sind,  bei  anderen  Hypothesen  aber  nach  den  dortigen  allgemeinen 
Formeln  (a)  berechnet  werden  müssen ,  so  geben  die  vorhergehenden 
Formeln  diejenigen  Dimensionen  des  Objectivs,  welche  den  verschie- 
denen Entfernungen  im  Mittel  so  gut  wie  möglich  entsprechen. 

Soll  dagegen  das  Fernrohr  hauptsächlich  bei  astronomischen 
Gegeaständen  angewandt  werden,  so  ist  es  räthlich,  dasselbe  ffir 
diese  allein  zu  berechnen,  da  sie  die  grösste  Deutlichkeit  erfordern, 
und  nebenbei  darauf  Rücksicht  zu  nehmen,  dass  die  von  A  und  A' 
abhängigen  Glieder  keine  bedeutende  Werthe  erhalten. 

Hiemach  müssen  wir  zuerst  in  (c)  von  Nro.  1 17 ,  A'  =3  0  setzen, 
sodann  die  daraus  resultirenden  Werthe  in  (a)  jener  Nummer  sub- 
stituiren,  wodurch  sich  diese  Formeln  in  die  folgenden  verwandeln: 

0=  L+L'+|.(?Ä» 

0  =  fif+Ä'+l-ril« 


^^^(AHA'«)  )    •   C«) 
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Setzt  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  ebenfalls  A  =  A'  =  0, 
so  entstehen  daraus  die  Formeln  zur  Berechnung  der  Objective  von 
astronomischen  Fernröhren  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  sie  zugleich 
zu  terrestrischen  Gegenständen  gebraucht  werden  sollen.  Nachdem 
oben  Gesagten  können  jedoch  die  hierdurch  gefundenen  Dimensionen 
des  Objectivs  so  modificirt  werden ,  dass  auch  die  von  A  und  A'  ab- 
hängigen Glieder  in  dem  Ausdrucke  von  A  ohne  bedeutende  Yer- 
grösserung  der  übrigen  keine  beträchtliche  Werthe  erhalten. 

Unter  derselben  Voraussetzung  verwandelt  sich  die  Gleichung  (a) 
von  Nro.  116,  welche  zur  Vernichtung  des  farbigen  Randes  dient  9 
in  die  folgende: 

0=  T+,/+|.|r<f» .    ih) 
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ISI3  Wir  können  die  Formeln  (c)  von  Nro.  117  und  (a)  von 
Nro.  120,  welche  wir  zur  Berechnung  des  Objektivs  erhalten  haben^ 
mit  der  in  (e)  von  Nro.  71  gefundenen  vergleichen,  wodurch  die 
Längenabweichung  in  der  Axe  ausgedrückt  wird.  Verwechseln  wir 
tn  der  letzteren  Amit  A,  um  den  veränderlichen  Werth  dieser  Grösse 
von  ihrem  äussersten  Werthe  zu  unterscheiden,  der  in  den  gegen» 
wärtigen  Formeln  unter  R  verstanden  wird ,  nehmen  wir  ferner  einen 
Strahl,  von  mittlerer  Brechbarkeit,  für  welchen  8v  =^  0  iat^  so  giebt 
die  allegirte  Formel 

1=7  + jC^^'  +  <?^*3 w 

Hierin  bezeichnen  jf  und  g  die  Yereinigungsweiten  zweier 
Strahlen,  von  denen  der  eine  unendlich  nahe  bei  der  Axe,  der  andere 
hingegen  in  der  Entfernung  II  von  derselben  einfällt.  Sollen  daher 
beide  Yereinigungsweiten  einander  gleich  seyn,  so  giebt  diess  die 
Gleichung 

0  =  L+(?ii* 

Nach  der  gegenwärtigen  Bezeichnung  muss  aber  das  in  der 
allegirten  Nummer  gebrauchte  L  mit  L-j-l^  +  ^)A—  verwechselt 
werden.    Die  vorhergehende  Gleichung  wird  mithin 

Setzt  man  hierin  ferner 

li  =  Ä\/|. (b) 

so  verwandelt  sie  sich  in  die  folgende: 

0  =  L  +  I/  +  |.(?iP+(L)  A^ (e) 

welche  mit  den  ersten  der  Gleiehangen  (c)  von  Nro.  117  und  (a)  von 
Nro.  ISO  übereinstimmt,  je  nachdem  darin 

A—  =  A'  oder  A—  =  0 

gesetzt  wird,  um  die  Formel  derjenigen  Entfernung  anzupassen, 
weicht  bei  der  Berechnung  zu  Grund  gelegt  werden  soll.  Diese 
Gleichungen  drucken  daher  ans,  dass  zur  möglichst  vollkommenen 
AuAcbung  der  Abweichung  wegen  der  Gestalt  in  der  Axe  die  Yer-^ 
einignngsweiten  zweier  Strahlen  von  mittlerer  Brechbarkeit  einander 
gleich  seyn  müssen,  von  denen  der  eine  unendlich  nahe  bei  der  Axe, 

der  andere  in  der  Entfernung  Ay—  von  derselben  einfällt,  wegen 

der  geringeren  OeAiung  der  Blendung  aber  nicht  durch  das  Instru- 
ment geht 
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Das  vorhergehende  Resultat,  welches  ich  nebst  mehreren  anderen 
und  den  dabei  zu  Grund  gelegten  Principien  bereits  im  14^  Bande 
von  Poggendorfs  Annaien  der  Physik,  pag.  29  bekannt  gemacht  habe, 
hat  inzwischen  durch  dasjenige  eine  vollkommene  Bestätigung  erhalten, 
welches  Gauss  durch  Anwendung  derselben  Principien  fand  und  wel- 
ches im  6**"  Bande  der  neuen  Bearbeitung  von  Gehlers  physicalischem 
Wörterbuche,  1^*  Abtheiliing  pag.  437  nach  einer  brieflichen  Mittheilung 
bekannt  gemacht  wurde. 

Betrachten  wir  Terner  zwei  Strahlen ,  welche  beide  in  der  Ent- 
fernung R  von  der  Axe  einfallen  und  denen  die  Brechungsverhalt- 
nisse V  und  (v'i'iv')  zugehören,  so  ist  für  den  ersten  derselben    . 

{  =  ^  +  ^LlA*  +  QA*1 

für  den  zweiten  dagegen 

l^jL  .    iiLA^  +  QA^  I 

fl         9  '^'^\  +  8'9v'^siv^+UA^dv) 

Sollen  beide  Vereinigungsweiten  mit  einander  äbereinstimmen , 
80  giebt  diess  die  Gleichung 

0  =  S  +  s^v+UR* 
Setzt  man  hierin 

"-«v'fl • '•' 

so  wird  dieselbe: 

0  =  «  +  i7*+y  UR^ (0 

Erinnern  wir  uns  ferner ,  dass  gegenwürtig  8  -]-  i^s  durch 
CS  +  SO  bezeichnet  wird,  so  fällt  die  vorhergehende  Gleichung  mit 
der  zweiten  Gleichung  (c)  von  Nro.  117  zusammen.  Diese  hat  daher 
die  Bedeutung,  dass  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  so  vollkommen  als 
möglich  gehoben  wird,  wenn  die  Yereinigungsweiten  zweier  Strahlen 
einander  gleich  sind,  denen  die  Brechungsverhältnisse  v  und  (v-f-^) 

zngehören  und  welche  beide  in  der  Entfernung  R  V/—  von  der  Axe 
einfallen. 

Wir  werden  in  der  Folge  sehen ,  dass  ij  in  Vergleichung  mit  v 
sehr  klein  ist;  die  beiden,  so  eben  betrachteten  Strahlen  sind  daher 
nur  äusserst  wenig  von  einander  unterschieden.  Bei  den  Anwen- 
dungen ist  es  jedoch  von  Interesse ,  statt  jener  Strahlen  zwei  andere 
wählen  zu  können ,  welche  in  Ansehung  ihrer  Brechungsverhältnisse 
mehr  von  einander  differiren,  wozu  man  auf  folgende  Weise  gelangt 

Dip  Formel  (d)  giebt,  wenn  darin 

8v  =  j  +  9V 

i*  =  «v/|   ' ••  •* 

gesetzt  werden  j 
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-—  Ij  ä*  -I-  -—  o  b* 

Für  einen  zweiten  Strahl ,  bei  welchem  sich  9v^  in  —  8v^  ver- 
wandelt ,  ändert  sich  in  der  vorhergehenden  F'ormel  nur  das  Zeichen 

des  letzten  von  9v^  abhängigen  Gliedes  ab.    Bezeichnet  man  daher 

1  1 

—  in  Bezug  auf  den  letzteren  Strahl  mit  — ,  so  wird 

8  8/ 


{-i=^[«+"+i''«'] 


(h) 


Sollen  nun  g  and  g,  einander  gleich  seyn,  so  entsteht  dadurch, 
wie  in  dem  vorhjergehenden  Falle,  die  Gleichung  (0  oder  die  ihr  ent- 
sprechende zweite  Gleichung  (c)  von  Nro.  117. 

Diese  drückt  daher  auch  aus,  dass  zur  vollkommensten  Ver- 
nichtung der  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  die  Tereinigungsweiten 
zweier  Strahlen  einander  gleich  seyn  müssen,  denen  die  Brechungs- 
verhältnisse f  1'  +  -l"  +  * v^J  und  fr  +  "S'  —  * '"j  zugehören  und 
welche  beide  in  der  Entfernung  RV-^  von  der  Axe  einfallen. 

Sv^  bleibt  hierbei  der  Willkühr  überlassen,  mit  der  einzigen  Re- 
striction,  dass  dafür  keine  grössere  Werthe  genommen  werden,  als 
in  der  Natur  wirklich  stattfinden  können,  weil  sonst  die  angewandten 
Reihen  nicht  convergirend  seyn  würden.  Uebrigens  ist  der  zuerst 
betrachtete  Fall  in  dem  letzten  begriffen,  und  entsteht  daraus ,  wenn 

*•  =  -^  gesetzt  wird. 

Eine  ähnliche  Yergleichung  lässt  sich  bei  der  Gleichung  (a)  von 
Nro.  116  anstellen,  welche  erfüllt  werden  muss,  wenn  der  farbige 
Rand  so  vollkommen  als  möglich  gehoben  werden  soll. 

Betrachten  wir  zu  dem  Ende  denjenigen  allgemeinen  farbigen 
Strahl,  welcher  einem  beliebigen  Punkte  des  Gegenstandes  zugehört 
und,  ebenso  wie  der  correspondirende  Hauptstrahl,  durch  die  Mitte 
der  Hauptblendung  geht,  von  diesem  aber  sich  dadurch  unterscheidet, 
dass  der  Hauptstrahl  das  mittlere  Brechungaverhältniss  v,  der  all- 
gemeine farbige  Strahl  dagegen  das  seiner  Farbe  entsprechende 
Brechinigsverhältniss  (v-^-iv^  hat.  Um  die  Abweichung  des  letzteren 
Strahles  zu  finden ,  müssen  wir  in  der  ersten  F'ormel  (d)  von  Nro.  68 

Ä  =  0 

setzen  und  T  mit  T— (w)  A —  verwechseln,  um  in  jener  Formel 

die  gegenwärtige,  in  (b)  von  Nro.  97  eingeführte  Bezeichnung  an- 
zuwenden. 
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Bezeichnen  wir  ferner  far  den ,  jenem  Strahle  zu^ehörij^en  Ponkt 
des  Gegenstandes  (f>  mit  (^%  am  diesen  Werth  von  demjeniofen  zu 
unterscheiden,  weicher  sieh  auf  die  Grenze  des  Gesichtsfeldes  bezieht 
und  in  den  gegenwärtigen  Formeln  unter  <p  verstanden  wird,  so 
müssen  wir  in  der  allegirtea  Formel  (p  mit  tp'  verwechseln.  Hiemach 
giebt  dieselbe 

wodurch  der  von  dem  erwähnten  Strahle  hervorgebrachte  farbige 
Rand  ausgedrückt  wird. 

Setzt  man  nun  in  dieser  Formel 

*'=*\/|i "" 

80  verwandelt  sie  sich  in  die  folgende:  n 

Soll  daher  der  farbige  Rand  in  Bezug  auf  den  durch  die  letz- 
teren Werthe  bestimmten  Strahl  wegfallen ,  so  muss  y  bei  demselben 
verschwinden,  mithin  die  Gleichung 

0=.T  +  ^t+^W<p^  —  iü)A^ (m) 

gtattfinden.    Sie  stimmt  mit  den  Gleichungen  (a)  von  Nro«  116  und 
(b)  von  Nro.  ISO  vollkommen  überein,  je  nachdem  darin 

oder 

gesetzt  wird. 

Wir  können  hieraus  den  Schluss  machen,  dass  es  zur  möglichst 
vollkommenen  Aufhebung  des  farbigen  Randes  erforderlich  ist,  den- 
selben für  denjenigen  Strahl  zu  vernichten,  welcher  dem  durch  die 
Coordinaten 


(i  +  il)  >md  f  V'l 


bestimmten  Punkte  des  Gegenstandes  zugehört,  durch  die  Mitte  der 
Hauptblendung  geht  und  das  Brechungsverbältniss  Cv  -|-  ri)  hat. 

Die  zur  Aufhebung  des  farbigen  Randes  erhaltene  Gleichung 
hat  indessen  noch  eine  andere  Bedeutung,  die  sich  leicht  auffinden 
lässt,  wenn  man  den  Winkel  bestimmt,  welchen  der  oben  betrachtete 
allgemeine  farbige  Strahl  mit  der  Axe  des  Instrumentes  macht.  Wir 
haben  bereits  in  (1)  von  Nro.  78  die  Tangente  dieses,  mit  o  be- 
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zeichneten  Winkels  ffir  den  Haaptstrahl  gefanden.  Da  sich  non  der 
erwähnte  Strahl  von  dem  letzteren  nur  dadarch  unterscheidet,  dass 
sich  das  mittlere  Brechungsverhältniss  v  bei  ihm  in  (v-\'8v)  ver- 
wandelt, so  erleidet  hierdurch  ttfH  eine  Aenderung,  weicheich  mit 
9iffQ  bezeichne.  Die  Gleichung  jenes  Strahles  wird  aber  aus  der 
Gleichung  des  Uauptstrahles  erhalten,  wenn  man  der  Ordinate  des- 
selben noch  die  von  R  unabhängigen  Glieder  in  dem  Ausdrucke  von  y 
zusetzt,  und  da  der  Coefficient  von  s  in  dieser  Gleichung  die  Tan- 
gente des  Winkels  ausdrückt,  welchen  der  Strahl  mit  der  Axe  des 
Instrumentes  macht,  so  erhalten  wir  aus  (d)  von  Nro  68  nach  vor- 
heriger Verwechselung  yon  <p  mit  <f/  und  von  T mit  (t — (ti)  A — j : 

V  Im  Cj  J 

Nach  der  in  Nro.  76  gemachten  Bemerkung  mussten  strenge  ge- 
nommen dieser  Gleichung  noch  die  mit  —  multiplicirten  Glieder  der 

zweiten  Ordnung,  welche  man  auf  die  angegebene  Weise  aus  der 
ersten  Gleichung  (k)  von  Nro.  68  erhält,  zugesetzt  werden,  nämlich 


'  i  9i 


Da  jedoch  jr,  stets  sehr  gross  ist  und  bei  der  Berechnang  der 
Instrumente  sogar  gewöhnh'ch  unendlich  angenommen  wird,  so  können 
jene  Glieder  vernachlässigt  werden;  mithin  giebt  die  vorhergehende 
Gleichung 

8tgo=  ^^[Tdv  +  tSv'+Wfdv—OO^^Svj  .  (n) 

Verfahren  wir  nun  auf  ähnliche  Weise ,  wie  bei  iler  Farbenzerstrenung 
in  der  Axe,  so  müssen  wir  in  dieser  Formel  suerst 

*  (0) 


r-=<pVi 


3 
setzen.    Hierdurch  wird 

2 


Ffir  einen  zweiten  Strahl,  bei  welchem  sich  dv'  in  —  iv'  ver- 
wandelt  und  digo  mit  dtga,  bezeichnet  wird,  ändert  sich  sodann 
auch  hier  nur  das  Zeichen  des  letzten,  von  Sv*  abhängigen  GUedes, 
wonach 


wird. 


a;y5_j/yS^«!l^a^\/|[T  +  i7^  +  |-W^<f^*-(t^)Af]-(p) 


542  NRUNTBS   KAPITEL. 

Sollen  dater  beide  Strahlen  einerlei  Winkel  mit  der  Axe  machen, 

80  mnss 

itg'o  =  itg'of 

«eyn.    Hierdurch  entsteht  ebenfalls  die  mit  (a)  von  Nro»  116  and  (b) 
von  Nro.  ISO  übereinstimmende  Gleichung  (m). 

Die  letztere  drückt  daher  auch  aus ,  dass  zwei  Strahlen,  welche 
beide  dem  durch  die  Coordinaten 


(i  +  il)  .„4,^/1 


bestimmten  Punkte  des  Gegenstandes  zugehören  und  durch  die  Mitte 
der  Blendung  gehen,  sich  aber  durch  ihre  Brechungsverhältnisse 


(v  +  ^+iv^mA  (^v+:^-iv^ 


Ci 


unterscheiden ,  mit  der  Axe  des  Instrumentes  einerlei  Winkel  machen 
müssen ,  wenn  der  farbige  Rand  so  gut  wie  möglich  gehoben  wer- 
den soll. 

Als  specieller  Fall  ist  auch  hier  derjenige  darunter  begriffen,  in 

welchem  ji;'  c=  ^,  die  Brechungsverhältnisse  der  beiden  Strahlen 

mithin  v  und  (1^  +  ^)  werden. 

Endlich  können  wir  die  Grösse  Gf,  welche  bei  der  Construction 
der  Oculare  vorzüglich  in  Betracht  kommt,  auf  eine  andere  Weise 
ausdrücken. 

Zu  diesem  Ende  nehme  ich  die  beiden  Strahlen,  deren  Glei- 
chungen in  (f)  und  (g)  von  Nro.  71  bestimmt  wurden,  und  bei  denen 

,  <p  und  R  einerlei  sind,  W  aber  einmal  =  0  und  dann  =  «  ist. 

Nennen  wir 

o  den  Winkel,  welchen  der  letztere  Strahl  mit  der  Axe  des  In- 
strumentes macht,  nehmen  wir  ferner  an,  dass  sich  für  den 
ersteren  Strahl  iffo  in  tgo  -\-  £itg<a  verwandelt,  so  ist  nach 
den  dortigen  Bezeichnungen ,  weil  der  Coefficient  von  s  in  der 
Gleichung  eines  jeden  Strahles  die  Tangente  des  Winkels 
ausdrückt,  welchen  derselbe  mit  der  Axe  macht, 

tgo  +  Mgo  =  ^^A  +  B+C+D  +  ^^^ 

folglich 

B  und  D  sind  aber  die  Coefficienten  von  cos^f  und  C09*lf  in  dem 
inclavirten  Factor  des  in  (d)  von  Nro.  68  gegebenen  Ausdruckes 

von  y,  mit  Weglassung  des  von  C^^^J  abhängigen  Gliedes.    Setzen 
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wir  aasserdem  voraas ,  dass  beide  Strahlen  von  mittlerer  Brechbarkeit 
sind,  und  bemerken,  dass  in  dem  gegenwärtigen  Falle  £  =  0  gesetzt 
werden  kann,  wenn  es  in  Gliedern  der  dritten  Ordnung  vorkommt, 
60  erhalten  wir  durch  Substitution  der  allegirten  Werthe  von  B  und  D 

A/^a,=  ^[LÄ»+OÄ<p'  +  (?Ä'  +  -i^]     .      .     (q) 

Fär  den  in  der  Axe  befindlichen  Punkt  des  Gegenstandes  ist 

(f>  =  0 

Bezeichnet  man  daher  durch  A/^o^  den  jenem  Punkte  ent- 
sprechenden Werth  von  ^Igm^  so  wird 

^tgo,=  ^[lW  +  QW  +  :^'] (r) 

mithin 

Atgo  —  Mgo,  ^  VOR<p* 

Nach  den  in  Nro.  37  nnd  (e)  von  Nro  93  gegebenen  Werthen 
ist  aber  _   po  4.  g(>) 

^     —  3 

folglich,  da  gegenwärtig  Gi  und  Oi  unter  G  und  O  verstanden  werden, 

Hultiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  ^ ,  so  wird  vermöge 

des  vorhergehenden  Werthes  von  —      ~2 — ^^  ' 

Da  nun  H  bei  denjenigen  Einrichtungen  des  Instrumentes, 
welche  denselben  Zweck  erfüllen,  sehr  nahe  als  constant  zu  be- 
trachten ist,  so  folgt  aus  der  vorhergehenden  Formel,  dass  es  hin- 
reicht, (A/^o  —  A/^o,)  zu  einem  Minimum  zu  machen,  um  dasselbe 
in  Bezug  auf  Gf  zu  erhalten. 

Die  vorhergehenden  Formeln  können  dazu  benutzt  werden,  um 
die  durch  die  oben  gebrauchten  Näherungsformeln  erhaltenen  Resultate 
vermittelst  trigonometrischer  Rechnung  zu  prüfen  und  genauer  zu 
machen,  wozu  wir  die  Formeln  spiter  entwickeln  werden. 

Instrumente  mit  gewöhnlichen  achromatischen  Objecthoen,  hei 
welchen  die  Hauptblendung  an  den  Ocularen  angebracht  ist. 

1223  Nachdem  wir  uns  in  den  vorhergehenden  Nummern  mit  den- 
jenigen Instrumenten  beschäftigt  haben,  bei  welchen  K  sehr  klein 
ist,  wollen  wir  noch  den  Fall  betrachten,  wo  diese  Grösse  bei  den 
mit  gewöhnlichen  achromatischen  Objectiven  versehenen  Instrumenten 
einen  sehr  bedeutenden  Werth  erhält. 
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Dieser  Fall  tritt  ein ,  wenn  die  Hauptblendan;  an  den  Oeolarea 
anj^ebracht  ist  oder  durch  die  Papille  des  hinter  dem  Instromente 
befindUchen  An^s  gebildet  wird. 

Werden  alsdann  die  Entfernungen  der  zum  Objective  gehörigen 
Flächen  in  den  Gliedern  der  dritten  Ordnung  vernachlässigt,  so  ist 
für  jene  Flächen 

K«  =  Ä,        (a) 

F.  =  1      \ 

Ausserdem  sind  wegen  des  grossen  Werthes  von  K\  diejenigea 
Glieder  jeder  Ordnung  die  bedeutendsten,  welche  dem  Objective  zu- 
gehören  und  die  höchste  Potenz  von  K^  enthalten. 

Versteht  man  daher  unter  L  und  S  die  von  dem  Objective  h^-* 
rührenden  Theile  von  Li  und  8i^  so  sind  nach  der  in  Nro.  37  ent- 
haltenen Zusammenstellung  und  nach  den  in  (e)  von  Nro.  93  gegebenen 
Werthen,  die  beträchtlichsten  Theile  von  Jlf ,  6,  und  T  die  folgenden: 

M  =  2KL 
O  =  K^L 
T  =  KS 

Dagegen  ist  H  von  K  unabhängig.  Da  nun  nach  der  früheren 
Bezeichnung  die  Coefficienten  L,  M ,  Gf,  £f  und  T  die  sämmtlichen, 
dem  Objective  und  den  Ocularen  zugehörigen  Glieder  in  sich  begriffen, 
so  können  wir,  um  die  bedeutendsten  Theile  derselben  abzusondern, 
gegenwärtig 

L    mit  L'\-U 
^j?  mit  L-j-3i' 

^  mit  L  +  0^) ^^j 

8    mitfir-fS' 

^  mit  S+T' 

verwechseln ,  wobei  die  accentnirten  Buchstaben  die  minder  beträcht- 
lichen Glieder  bezeichnen,  welche  theils  von  dem  Objective,  theils 
von  den  Ocularen  herrühren  und  sämmtlich  als  zur  dritten  Ordnung 
gehörig  betrachtet  werden  müssen. 

Hiernach  sind  L  und  i9  die  einzigen ,  ursprünglich  zur  zweiten 
Ordnung  gehörigen  Grössen,  welche  im  Allgemeinen  sehr  bedeutende 
Werthe  erhalten  können;  sie  reduciren  sich  aber,  sobald  /r  zu  einem 
Minimum  gemacht  wird,  auf  Grössen  der  dritten  Ordnung,  welche 
in  den  zu  der  letzteren  Ordnung  gehörigen  Gliedern  vernachlässigt 
werden  dürfen. 
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In  diesen  ist  mithin 


r.  =  0  \ 


(c) 

Da  der  Voranssetzang  nach  die  Hauptblendnng  an  den  Ocolaren 
angebracht  ist  oder   durch   die  Pupille   des  Auges  gebildet  wird, 

K^-K,  =0 

8Ä»  —  «  Ä.  Ä,  —  (Ä)»  =  KJ  —  (JO: 

=  Ä?  —  (X);  =  y.  (8Ä,  —gO 
K.  CKl  —  (Ä)0  =  Äj  ^,  C«Ä,  —  y.) 

Hierdorch  werden  die  CoefBcienten  von  i-m-J  in  den  Ans- 

drädcen  von  iL) ,  (Jlf )  und  (AT)  in  Bezug  auf  d^n  Index  m  constant. 
Bezeichnet  man  daher  einen  derselben  mit  (S,  so  wird  das  damit 
mnltiplicirte  Glied  == 

woraus  fol^,  dass  die  von  f-rr" J  abhängenden  Glieder  in  jenen 
Ausdrucken  vermöge  (c)  wegfallen. 

Ferner  ist  nach  (c)  von  Nro.  115 


x 


vi  ^Ljt     vi 


Durch  Substitution  dieser  Werthe  geben  die  in  der  allegirten 
Zusammenstellung  enthaltenen  Formeln 

(L)  =  21 U), 

"jr   =  T,  =  JTi  fir«  =  0 

Ausserdem  können  in  den  Gliedern  der  dritten  Ordnung,  welche 
sich  auf  den  farbigen  Rand  beziehen,  die  von  den  Ocularen  her- 
rührenden Theile  vernachlässigt  werden,  wodurch 

^^  IT 

wird.    Endlich  ist  vermöge  (h),  (0,  (m)  und  (n)  von  Nro.  96  in  den 
Gliedern  OS  +  ie*)  nnd  (T  +  leO 

*  — ^  =  0 <ft 
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und  in  den  Gliedern 


e*»Ä* 


und 


et^(p^ 


oder 


2K* 


Qr) 


8        8 

weil  sich  hinter  dem  Objeetive  Luft  befindet,  mithin  für  aHe  Flächen 
desselben  j^„y  ^  jf^fifc«)  =  k^  «fc«) 

gesetzt  werden  kann. 

Vermittelst  dieser  Werthe  verwandelt  sich  der  in  (c)  von  Nro.  100 
gegebene  Ausdruck  von  n  in  den  folgenden : 

+  «^[t+«,+o(|ip+,i.)+!«iAr)' 

n — 


12  K» 


jer 


-|^.«-.<.ir4r)^'^T+f| 


a  = 


_/-FT>v/+ 


V. 


vv, 


) 


3K* 


(h) 


H- 


2 


+  (?• 


L«oo 


80 


to 


d 


T"*^  L36  ^    3    ^    3    ^  aeJ 

Nehmen  wir  ein  zweifaches  Objectiv  an,  so  enthält  dasselbe, 
wie  wir  oben  gesehen  haben,  drei  willkährliche  Grössen,  wozu  am 
zweckmässigsten  ein  Halbmesser  von  Jedem  Glase  und  die  Brennweite 
von  einem  derselben  gewählt  werden.  Unter  dieser  Voraussetzung 
ist  L  eine  Function  dieser  drei  willkäbrlichen  Grössen.  8  dagegen 
besteht  aus  zweierlei  Gliedern ,  wovon  die  ersten  den  beträchtlichsten 
Theil  Jener  Grösse  ausmachen  und  allein  von  der  willkührlichen 
Brennweite  abhängen,  die  zweiten  dagegen  die  drei  willkührlichen 
Grössen  enthalten  und  ausserdem  mit  den  Entfernungen  der  zum  Ob- 
jeetive gehörigen  Flächen  multiplicirt  sind,  wonach  sie  als  zur  dritten 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden  können.  Begreift  man  daher, 
ebenso  wie  es  bei  den  anderen  Coefficienten  geschehen  ist,  die  letz- 
teren Glieder  unter  S^  und  T',  so  wird  dadurch  8  eine  blosse  Function 
der  willkührlichen  Brennweite. 


«. 
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Um  die  in  Nro.  114  angegebene  Methode  zar  Bestimmunj:  des 
Minimums  auf  den  vorliegenden  Fall  anzuwenden,  bezeichne  ich  zar 
Abkürzung  den  vorhergehenden  Ausdnick  von  n  auf  ihnliche  Weise 
wie  am  angefiährten  Orte  durch 

wobei  a  eine  kleine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  A*  ist, 
welche  dazu  dient,  die  Ordnungen  der  verschiedenen  Glieder  anzü- 
geben. 

Bemerkt  man  nun,  dass  L  und  fif  ffir  alle  unter  dem  Ztichen  2 
befindliche  Glieder  einerlei  sind ,  dass  ferner  nach  der  früheren  Be- 
zeichnung die  von  H  abhängigen  Glieder  unter  denjenigen  begriffen 
waren ,  welche  L  enthalten ,  versteht  man  sodann  unter  x  und  y  die 
beiden  willkährlichen  Halbmesser,  unter  %  die  willknhrliche  Brenn- 
weite ,  so  werden  die  in  (b)  der  allegirten  Nummer  für  das  Minimum 
gefundenen  Gleichungen: 

0=«»  ^2^cL  +  aX) 
0=  «»  ^s^cL  +  a» 

Die  zwei  ersten  derselben  geben 

0  =  a*  'S.  A  {Jj-ir  aX) 

die  dritte  sodann  mit  Berneksiditigang  dieses  Werthes 

Sabstitoiren  wir  in  den  beiden  vorhergebenden  Gleichungen 
statt  der  abgekürzt  geschriebenen  Grössen  ihre  Werthe,  welche  aas 
der  Yergleichong  von  (h)  mit  (i)  folgen ,  so  erhalten  wir  daiAos  nach 
der  Weglassang  der  gemeinschaftlichen  Factoren: 

0«  L[^+ii»y»-l-y] 


0  =.  «  [Ä»  4-  y»j  -I-  Ä'ir  -f  T»  y» 


(10 
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Wenn  daher  keine  weitere  Rücksichten  zo  nehmen  wären,  so  wor- 
den die  beiden  Gleichungen  (k)  an  die  Stelle  derjenigen  treten ,  welcke 
wir  in  (c)  von  Nro.  117  gefanden  haben,  daher  die  Dimensionen  des 
Objectivs  auf  dieselbe  Weise  wie  dort  bestimmt  werden'  könnten. 
Die  hierdurch  gefundenen  Dimensionen  führen  aber  gewöhnlich  den 
in  Nro.  86  angegebenen  Nacbtheii  herbei,  dass  die  Bildfläche  dem 
Auge  theils  ihre  convexe,  thells  ihre  concave  Seite  zukehrt,  woraus 
folgt,  dass  man  in  diesem  Falle  nicht  weiter  gehen  kann,  als  der 
in  (d)  jener  Nummer  erhaltenen  Gleichung  Genüge  zu  leisten ,  nämlich 

welche  Gleichung  an  die  Stelle  der  ersten  Gleichung  (k)  tritt. 

Nach  der  in  Nro.  93  eingeführten  Bezeichnung  ist,  da  gegen- 
wärtig unter  O  und  H  nur  Gi  und  Hi  ohne  Rücksicht  auf  das  von 

A —  abhängige  Glied  verstanden  werden. 


^i 


Ö+^-Ö'+^^  +  (iV).Al 


4  •    --'-•-  c 


1 


Hierdurch  wird  die  vorhergehende  Gleichung 

0=  G  — ff-f  2ÖA'H'  +  (iV)  aJL (I) 

mithin  ist  .  ^ 

G-H  +  (iN)^—  =  —  iQK'W (m) 

Da  der  erwähnte  Nachtheil  nur  dann  eintritt,  wenn  das  von 

(^j  abhängende  Glied  in  der  Gleichung  (c)  der  allegirten  Nommer, 
dessen  Coefficient  durch  die  Gleichung  (I)  ^^  0  gesetzt  wurde,  das 

entgegengesetzte  Zeichen  des  mit  (—J  multiplicirten  Gliedes  hat, 
,das  Zeichen  des  letztereu  aber  stets  mit  dem  von  Q  einerlei  ist,  so 
muss,  vermöge  der  Gleichung  (m\—9QK^R*  als  die  Grenze  betrachtet 
werden,  welche  der  Werth  von  IG  —  JI  +  (JV)  A — J  ohne  Rücksicht 
auf  das  Zeichen  nie  übersteigen  darf.  Soli  daher  jener  Nachtheit 
bei  allen  Entfernungen  des  Gegenstandes,  welche  bei  dem  Gebrauche 
des  Instrumentes  vorkommen,  vermieden  werden,  so  muss  man  in 
der  Gleichung  (1)  statt  A —  snccessiv  diejenigen  Werthe  substituiren, 
welche  der  grössten  und  der  kleinsten  Entfernung  entsprechen,  so- 
dann aber  von  den  zweierlei  Werthen  der  willkührlichen  Grössen, 
welche  aus  beiden  Annahmen  folgen,  diejenigen  wählen,  wodurch  der 

erwähnten  Forderung  an  der  anderen  Grenze  von  A—  entsprochen  wird« 

^1 
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Siebt  man  nun  die  Gleichung  (I)  als  eine  Bedin^s^angsgleichung 
an,  welche  bei  der  Bestimmung  des  Minimums  in  jedem  Falle  erfüllt 
werden  miiss,  snbstitnirt  darin  zuerst  statt  O  seinen  Werth 

sodann  den  daraus  folgenden  Werth  von  L  in  dem  Ausdrucke  (i) 
von  J7  und  bemerkt,  dass  H  eine  kleine  Grösse  der  dritten  Ordnung 
ist,  so  rednciren  sich  dadurch  alle  von  L  abhängende  Glieder  auf 
solche>  welche  zu  jener  Ordnung  gehören  und  unter  den  daselbf^t 
mit  Q  bezeichneten  begriffen  werden  können,  wonach  n  die  Gestalt 

bekommt:^  ^  ^«2:^' («  +  «cr)«  +  «»2:ÄÖ* 

Hieraus  folgt  nach  der  gebrauchten  Methode  für  das  Minimum 
nur  die  Gleichung 

welche  mit  der  zweiten  Gleichung  (k)  einerlei  ist.  ' 

An  die  Stelle  der  beiden  Gleichungen  (k)  treten  daher  jetzt  die 
folgenden : 

0  =  G  —  H  +  2QICW  +  CN)  a1 

0  =  SlW+rii  +  S'lP+T'V] (n) 


+  «7[|ÄH«Ä'Y*  +  |y*]) 


woraus  die  Dimensionen  des  Objectivs  berechnet  werden  müssen. 

Die  vorhergehenden  Gleichungen  bestimmen  indessen  nur  zwei 
willkührliche  Grössen  des  Objectivs;  um  daher  die  dritte  zu  erhalten, 
müssen  wir  auf  ähnliche  Weise  verfahren,  wie  bei  den  Gleichungen 
(c)  von  Nro.  117.  Geben  wir  nämlich  dem  einen  unbestimmten  Halb- 
messer nach  und  nach  verschiedene  willkührliche  Werthe,  berechnen 
sodann  die  übrigen  Dimensionen  vermittelst  der  Gleichungen  (n)  und 
hierauf  den  Werth  von  xr  durch  den  in  (h)  gefundenen^  Ausdruck, 
so  ist  dasjenige  Objectiv  als  das  beste  zu  betrachten,  bei  welchem 
der  letztere  Werth  so  klein  als  möglich  wird. 

Die  Rechnung  vereinfacht  sich  übrigens  in  dem  gegenwärtigen 
Falle  dadurch  sehr,  dass  bei  weitem  die  bedeutendsten  Glieder, 
welche  nach  der  Substitution  der  aus  den  Gleichungen  (n)  erhaltenen 
Werthe  in  dem  Ausdrucke  von  jt  übrig  bleiben,  diejenigen  sind, 
welche  Q  als  Factor  enthalten.  Ohne  uns  daher  auf  eine  genauere 
Berechnung  jener  Glieder  einzulassen,  können  wir  den  Schluss  machen, 
dass  dasjenige  Objectiv  den  Vorzug  verdient,  welches  den  Glei- 
chungen (n)  Genüge  leistet  und  wodurch  zugleich  Q  den  kleinst- 
möglichen  Werth  erhält 

ISSJ  Die  in  der  vorhergehenden  Nummer  erhaltenen  Resultate 
setzen  voraus ,  dass  die  von  den  verschiedenen  Punkten  des  Gegenr 
standes  ausgehenden  Strahlenbändel  ungehindert  durch  das^  Instrument 


SSO  NEI7NTKS    EAPITEL. 

gelassen  werden,  welches  jedoch ,  wie  wir  in  Nro.  50  gesehen  haben, 
nar  im  mittleren  Theile  des  Gesichtsfeldes  stattfindet,  so  dass  jene 
Resoltate  eigentlich  nar  anf  den  letzteren  anwendbar  sind«  Um  auch 
den  äusseren  Thell  zu  berücksichtigen ,  müssen  wir  ans  der  Methode 
bedienen,  welche  in  der  104^  und  den  folgenden  Nqmmem  vorge- 
tragen worden  ist. 

Ich  nehme  dabei  an,  dass  die  Fassung  des  Objectivs  diejenige 
Blendung  ist,  welche  das  Gesichtsfeld  begrenzt  und  deren  Halbmesser 
mit  q  bezeichnet  wurde.  Hiernach  ist,  da  diese  Blendung  unmittelbar 
vor  der  ersten  brechenden  Flache  steht,  in  (b)  von  Nro.  104 

t+l=l 

<f«    =0 

folglich 

J_ 
K 

Behält  man  daher  statt  (^  den  bisher  gebrauchten  Bnichstaben  fi 
bei,  80  müssen  vermöge  (c)  jener  Nummer  in  den  Gleichungen  (d) 
von  Nro.  68  nur 

<p     mit      V 


t  = 


K 

1 

Jm  •   •   •   t 

M 
K 

N 

N 

0 

0  .  .  .  . 

TT' 

T 

T 
K 

t 

/    .  .  .  . 

K 

ir.  .  .  - 

W 

(a) 


•    • 


verwechselt  werden,  wobei  die  Buchstaben  in  der  früheren  Bedentong 
genommen  sind;  dagegen  bleiben  A,  L,  Q,  fif,  «,  U  und  J  unge- 
ändert. 

Es  unterliegt  keinem  Anstände,  die  Gleichung  für  die  er- 
zeugende Curve  der  Bildfläche  nach  der  am  Ende  von  Nro*  106 
angegebenen  Methode  zu  finden  und  daraus  die  Hodificationen  her- 
zuleiten ,  welche  dadurch  die  erste  Gleichung  (n)  der  vorhergehenden 
Nummer  erleidet;  da  Jedoch  die  Formeln  in  dieser  Allgemeinheit  sehr 
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Gomplicirt  werden,  so  verspare  ich  die  Untersachiuig  bis  zo  den 
speciellen  Anwendungen  nnd  beschäftige  mich  hier  nur  mit  der 
Eweiten  jener  Gleichungen.  Sie  drückt  aus,  dass  der  in  fif  enthal- 
tenen willkährlichen  Grösse  derjenige  Werth  beigelegt  werden  muss, 
welcher  die  auf  die  Farbenzerstreuung  sich  beziehenden  Glieder  in 
dem  Ausdrucke  von  n  zu  einem  Minimum  macht.  Da  nun,  wie  wir 
in  Nro.  114  gesehen  haben,  die  DÜFerentiale  der  ursprüoglich  zur 
dritten  Ordnung  gehörigen  Grössen  vernachlässigt  werden  können, 
80  reicht  es  zu  dem  vorliegenden  Zwecke  hin,  die  mit  8  mullipli- 
cirten  Glieder  von  n  zu  entwickeln  und  ihre  Summe  zu  einem  Minimum 
zu  machen ,  dabei  aber  alle  übrige  Grössen  als  constant  zu  betrachten. 
Bemerken  wir  ferner,  dass  nach  ^en  in  der  vorhergehenden 
Nummer  gegebenen  Werthen 

das  frühere    fif    mit    S  +  S' 

T 

n  n  y  •  •  •  •  S+  T^ 

/        ^      ) .  .  .  (b) 

^  IT 

verwechselt  werden  muss,  um  dabei  die  gegenwärtige  Bezeichnung 
zu  gebrauchen,  so  ist  aus  (a)  ersichtlich,  dass  in  den  Gleichungen 
(d)  von  Nro.  68 

<p     mit    V 

mL  •  •  •  •  1 

o  •  •  •  •  S'\'S' ,  ^  ^ 

T 8+t} ^'^^ 

f        •    .    .    •    o 

w u 

verwechselt  werden  müssen. 

Berechnen  wir  jetzt  vermittelst  jener  Gleichungen  die  von  S 
abhängigen  Glieder  von 

r»  =  y*  +  X* 

indem  wir  sogleich  alle  diejenigen  weglassen,  welche  mit  der  ersten 
Potenz  von  3v  multiplicirt  sind,  dagegen  alle  von  W  abhängige  Glie- 
der beibehalten,  so  ist  nach  der  in  Nro.  80  gebrauchten  Bezeichnung 

iST)  ^  tCS -\-S')iS-\-T'} Rvdv* co*^ 
C8n  =  «(«  4-  ÄO  «  Ä  w  *»^  c<wW 
(SIT)«,  «(S+fiO  UBt,*Sv*eotiB 
i*T)  «=  2 («+7*) *«««»>* CO« W 


65S  NEUNTES   KAPITEL. 

iTW)=  9(^8 +T0  Uv^Sv* 

Entwickelt  man  die  von  S  abhängi/s^en  Factoren,  vereinigt  die 
Glieder,  welche  einerlei  Argument  haben,  und  lässt  diejenigen  anter 
ihnen  weg,  die  kein  i9  enthalten  und  zu  dem  gegenwärtigen  Zwecke 
unnöthig  sind,   so  wird  mit  Beiseitsetzung  des  gemeinschaftlichen 

Factors     ;,  ^  ^^  j^,  ^  28$  *r»)  [Ä«  +  2Ä «  co*W  + 1,«] 

+  288' 8v»  IR^  +  RvC09^^ 
+  28T'3v»  IRvcos^  +  v^] 

+  2Sl73y«(+4(Ä'v  +  Ä«*)co*W; 

Nach  Nro.  104  muss  r>  zuerst  mit  },d3v  multiph'cirt  und  integrirt 
werden.  Hierdurch  verwandelt  sich  r«  in  r«,  9v*  in^i  und  dv*  in  *i. 
Da  jedoch  beständige  Factoren  auf  das  Resultat  keinen  Einfluss  haben, 
so  können  wir  den  ganzen  Ausdruck  von  r*  durch  8%  dividiren ,  wo- 

nach  r*  aus  r*  entsteht,  wenn  man  dv*  weglässt  und  *v'  mit  -jp  =  , 
verwechselt.  * 

Den  auf  diese  Weise  erhaltenen  Ausdruck  von  r*  müssen  wir 
sodann  mit  d^  multipliciren  und  innerhalb  der  in  der  allegirten  Num- 
mer angegebenen  Grenzen  integriren.    Diess  giebt 


+  2  SS' 
+  8ST' 


2t)«(»— *>  — «Ät)«m'F] 
8  (Ä*  +  4  K»  w« + 1>*)  (« — W)  i 
+  9SU{—8iR*v-\-Rv':>*inW         • 
—  4Ä»«»«mWco*W  1 


Wird  dieses  Inte/^ral  mit  d .  R*  multiplicirt  nnd  von  neaem  in- 
tegrirt,  so  verwandelt  es  sich  mit  Weglassung  des  beständigen 
Divisors  9o  io  diejenige  Grösse,  welche  wir  in  Nro.  105  mit  Cel  be- 
zeichnet haben.    Nach  den  daselbst  gegebenen  Formeln  ist  aber 

ßn*  (»— V)  d.R»  =  R*  (w—  W)  +  «|,  (€*  +  2e*t)«J 

—  j  (6e»  +  8«»  +  «j 

—  -g^  115e*-f  «6e»w»4-3t»*  +  («e*+3»»)ar-f-ar«J 
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xr 
8 


—  ßRvsin^d.R*  =  —  2c*d»^/  — 
—JiR^vsin^d.R^  =  —  2i|.  (e*  v«  +  c*  «0 

-^ßR^y^sin^cosWd.R*  =  2€«t,V 

,    t>*arr  r^ 

■^      «  6 

Setzt  man  daher  zur  Abkärzun^ 

(e)  =  fd.R^fr^d^f  =  A  iS'  +  tvSs}  i 


Cd) 


80  wird 


+  9B88'  +  2C8T'  +  »DSU     (    •    •    •    • 

^  C  =  2Ä«t;« (»—'?)— -Je««« +  ap)  )(e) 

ö=   (^R'  +  iR'v^  +  tR'v'^Cn-V^  +  j^^ 

—  -5-Ll5e*+80e^H30t;*+(t4^+89t)«)a?+a:t— 9rt] 

Vermöge  (d)  von  Nro.  106  besteht  e  aus  (ej  und  einem  zweiten 
Theile,  dessen  Zähler  das  Quadrat  einer  Grösse  ist,  welche  durch 
zweimalige  Integration  aus  [y]  erhalten  wird.  Da  aber  bei  dem 
Uebergange  von  (0  zu  [y}  alle  Gheder  wegfallen,  welche  ursprünglich 
die  erste  Potenz  von  Sv  enthielten,  so  ist  aus  (d)  von  Nro.  68  er- 
sichtlich,  dass  in  [y]  keine  von  iSf  abhängige  Glieder  stehen  bleiben, 
daher  jener  zweite  Theil  wegfällt^  in  so  weit  er  bei  der  gegenwär- 
tigen Untersuchung  gebraucht  wird.  Die  Formel  (d)  drückt  daher 
zugleich  den  vollständigen  Werth  von  e  aus. 

Um  von  e  zu  xr  überzugehen,  ist  es  nach  (a)  von  Nro.  107  er- 
forderlich. Jene  Grösse  mit  rf.v*  zu  multipliciren  und  zu  integriren. 
Drücken  wir  zu  dem  Ende  in  (e)  die  inclavirten  Factoren  von  r^^ 
vermittelst  der  in  (e)  von  Nro.  107  gegebenen  Werthe  so  aus,  dass 
sie  statt  v*,  x  und  r*  nur  y  enthalten;  bemerken  wir  ferner,  dass 
hierbei  alle  mit  ungeraden  Potenzen  von  y  multiplicirte  Glieder  weg- 
gelassen werden  können,  weil  sie  an  den  Grenzen  der  Integrale 
verschwinden,  so  erhalten  wir 

A  =  (Ä*  +  «Ä«t;«>(«  — Wj  +  e*^.— y  (C*  +  3/l«) 
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C  =  «Ä*  ••  (« — f)  —  Ä«r 

Z>  =  [I  R*-\-4R*v*+9R*v*JCx—^)  +  |-  «•'^ 

Die  Formeln  (i)  der  allegirten  Nammer  geben  aber 

Cy^rdy  —  t^^B^n 

Hierdurch  wird 

fAd.v*  =  ^R*% 

fBd.^fl  =  0 


Dd.v*^  i-eB^n 


Nach  der  vorhergehenden  Bemerkung  ist  femer 

n=J\ei)d.v^  =  (,8  +  t^8s}fAd.v^ 

+  988'SBd.v^  +  i8T'SCd.v^ 
+  28VfDd.v* 

Da  aber  in  dem  oben  gebrauchten  Werthe  von  r*  der 
enthaltene  gemeinschaftliche  Factor  weggelassen  wu;'de,  so  muss  n 
noch  mit  demselben  multiph'cirt  werden.    Er  ist  nach  der  ^gen- 

wärtigen  Bezeichnung  vermöge  (d)  von  Nro.  68  =  ( '—j    und 

kann  unberücksichtigt  bleiben ,  wenn  nur  von  einerlei  Einrichtung 
des  Instrumentes  die  Reße  ist,  weil  er  in  diesem  Falle  bloss  aus 
Constanten  Grössen  besteht;  ich  behalte  ihn  jedoch,  wie  früher,  wegen 
der  Yergleichung  von  Einrichtungen  mit  verschiedenen  Vergrösse- 
rungen  bei.  Hiernach  verwandelt  sich  der  Ausdruck  von  /r,  wenn 
man  darin  statt  der  Integrale  ihre  vorhergehenden  Werthe  mit  Weg- 
lassung des  Constanten  Factors  n  substituirt,  in  den  folgenden: 
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Er  ^'ebt  bei  einerlei  Einrichtnng  des  Instrumentes  ffir  das 
Miniiniim  in  Bezug  auf  die  in  8  enthaltene  wiUkiihrliche  Grosse  die 
Gleichung  a 

0  =  fir  +  ,*  +  T'  +  |-re« (ff) 

Sie  tritt  an  die  Stelle  der  zweiten  Gleichung  (n)  von  Nro.  12S 
und  bewirkt  zu  gleicher  Zeit  die  möglichst  vollkommene  Aufhebung 
der  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  und  des  farbigen  Randes  für  <^as 
ganze  Gesichtsfeld  im  Mittel.  Nach  dem  in  Nro.  96  erhaltenen  Re- 
sultate und  dem  in  (0  von  Nro.  ISS  gegebenen  Werthe  von  s  kann 
das  davon  abhängige  Glied  in  der  vorhergehenden  Gleichung  weg- 
gelassen werden,  wenn  man  bei  Berechnung  von  8  das  corrigirte 
Zerstreuungsverhältniss  gebraucht ;  jene  Gleichung  reducirt  sich  daher 
auf  die  folgende : 

0  =  i8f  +  T'  +  |l7c* (h) 

Wir  können  jetzt  noch  die  Bedeutung  der  CHeichung  (g)  auf- 
suchen, ebenso  wie  e«^bei  sehr  kleinen  Werthen  von  K  geschehen  Ist. 

Sobstituiren  wir  statt  cfiF+  TO9  t  und  U  die  oben  in  (b)  ge-- 
gebenen  Werthe: 

SO  verwandelt  sich  jene  Gleichang  io  die  folgende : 

Die  Vergleichong  derselben  mit  (t)  and  (vi)  von  Nro.  121  zeigt, 
dass  sie  aus  den  letzteren  folgt,  wenn  man  ^  —  ^y  und  (Slga — 8(go,) 

C^ 


=  0  setzt  und  <p  mit  (-Jt-J  verwechselt.  Da  nun  dieselben  allgemein 

und  ohne  besondere  Supposition  über  den  Werth  von  K  gefunden 
wurden,  mithin  auch  hier  anwendbar  sind,  so  können  wir  daraus 
denSchlnss  machen,  dass  es  in  dem  vorliegenden  Falle  zur  möglichst 
vollkommenen  Aufhebung  der  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  und  des 
farbigen  Randes  erforderlich  ist,  entw^eder  den  letzteren  für  den- 
jenigen Strahl  zu  vernichten,  welcher  dem  durch  die  Coordinaten 

—  und  {AfJy'^  bestimmten  Punkte  des  Gegenstandes  zugehört, 

durch  die  Mitle  der  Hauptblendung  geht  und  das  Brechungsverhältniss 

Cv  +  v)  hat ,  oder  zu  bewirken ,  dass  zwei  Strahlen ,  welche  ebenfalls 
dem  erwähnten  Punkte  zugehören  und  durch  die  Mitte  der  Uaupt- 

blendong  gehen,  sich  aber  durch  die  Breehungsverhältnisse 
unterscheiden ,  mit  der  Axe  des  Instrumentes  einerlei  Winksl  xDfluäGiKscL« 
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1843  Sollen  bei  dem  Instrumente  mehrere  Ocalareinsätze  ange- 
bracht werden,  so  gilt  in  Bezog  auf  die  Gleichung  (I)  von  Nro.  12f 
dieselbe  Bemerkung,  welche  wir  daselbst  in  Ansehung  des  Werlhes 

von  A —  gemacht  haben,  indem  auch  hier  die  Grösse 


[g-h+oV)a1] 


ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen  die  Grenze  — 9QK*R^  bei  keinem 
Oculareinsatze  übersteigen  darf. 

Bei  der  Farbenzerstreuung  dagegen  müssen  wir  uns  einer  ähn- 
lichen Methode  wie  in  Nro.  103  bedienen.  Da  nach  der  oben  ge- 
brauchten Bezeichnung  T^  die  von  dem  Objective  und  den  Ocularen 

T 

herrührenden  Gh'eder  der  dritten  Ordnung  bezeichnet,  welche  in  -j^ 

vorkommen,  bei  der  gegenwärtigen  Untersuchung  aber  beiderlei 
Glieder  von  einander  getrennt  werden  müssen,  so  substituire  ich 
(T, +  ^ff)  statt  T'  und  verstehe  unter  T,  die  Glieder,  welche  sich 
auf  die  Oculare  beziehen ,  unter  T„  dagegen  diejenigen ,  welche  dem 
Objective  zogebören.  Hiernach  sind  in  dem  Ausdrucke  von  jr,  den 
wir  in  (0  der  vorhergehenden  Nummer  gefunden  haben,  nur  K,  Jl 
und  T,  bei  den  verschiedenen  Oculareinsätzen  veränderlieh.  Multi« 
plicirt  man  nun  n  wie  in  der  allegirten  Nummer  mit  einem  Factor  CV)^ 
welcher  das  einem  jeden  Oculareinsatze  beigelegte  Gewicht  ausdrückt, 
nimmt  die  Summe  für  sämmtliche  Oculareinsatze  und  behält  für  die- 
selbe den  Buchstaben  xr  bei,  so  wird 

woraus  für  das  Minimum  in  Bezug  auf  die  in  8  enthaltene  willkühr- 
liche  Grösse  die  Gleichung  folgt : 

0  =  s+^,+  '^J^^j^y  +n+ 1  ve .  .  .  (b) 

Die  Yergleichnng  derselben  mit  (g)  der  vorhergehenden  Nummer 
zeigt,  dass  in  der  letzteren  nur  statt  T*  der  folgende  Werth  genommen 
werden  muss,  um  sie  auf  die  sämmtlichen  Oculareinsatze  im  mittel 
anzuwenden,  nämlich 

Vermöge  (a)  von  Nro.  99  ist 
Ä  =  Fr 

wobei  r  den  Oeffnungsbalbmesser  der  letzten  brechenden  Fläche  des 
Instrumentes  wegen  der  Helligkeit  bezeichnet,  welcher  in  Bezujg:  auf 
das  Zeichen  s  als  constant  zu  betrachten  ist,  wenn  die  Pupille  die 
Hauptblendung  bildet.    In  diesem  Falle  ist  daher 


(a) 


fl/     ^(  V)    y      i  f       I      m 


U) 
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Soll  statt  der  absoluten  Deotliebkeit  die  relative  in  Betracht 
kommen,  so  muss  in  (a) 

gesetzt  werden.  Da  dieser  Werth  constant  ist,  so  verwandeln  sich 
die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  7^,  auf  die  relative  Deutlickkeit 
angewandt,  in  die  folgenden: 

Instrumente  ohne  achromatische  Objective. 

1253  Ist  das  Instrument  mit  keinem  achromatischen  Objective 
versehen  und  so  eingerichtet,  /lass  det;  farbige  Rand  nicht  aufgehoben 
werden  kann,  so  fallen  in  dem  Ausdrucke  von  n  alle  Glieder  weg, 
welche  ursprünglich  zur  dritten  Ordnung  gehören,  indem  diese  nur 
unter  der  Voraussetzung  entwickelt  wurden,  dass  die  ursprunglich 
zur  zweiten  Ordnung  gehörigen  Glieder  durch  das  achromatische 
Objectiv  und  die  zur  Vernichtung  des  farbigen  Randes  getroffene 
Einrichtung  auf  Grössen  der  dritten  Ordnung  reducirt  worden  seyen, 
eine  Voraussetzung,  welche  in  dem  vorliegenden  Falle  nicht  statt- 
findet. Es  genügt  auch  um  so  mehr,  nur  die  Glieder  der  zweiten 
Ordnung  zu  beräcksichtigen ,  da  keine  der  verschiedenen  Abwei- 
chungen vollkommen  aufgehoben  werden  kann ,  mithin  eine  genäherte 
Berechnung  derselben  hinreicht,  um  diejenige  Einrichtung  zu  finden, 
.bei  welcher  die  Fehler,  im  Ganzen  genommen,  so. klein  als  möglich 
werden. 

Hierdurch  reducirt  sich  die  Formel  (d)  von  Nro.  93  nach  vor- 

F«          VV  z  '' 

heriger  Verwechselung  von  mit —  auf  die  folgende : 


VVt 


36     "^        12 

welche  durch  die  am  Ende  von  Nro.  99  angegebene  Methode  auch 
in  dem  Falle  Anwendung  findet,  wenn  r  und  4»  statt  R  und  (p  ge- 
braucht werden  sollen. 

Femer  verwandeln  sich  die  Formeln  Cb)  von  Nro.  98  nnd  (c) 
von  Nro.  100  in  die  beiden  folgenden : 
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36v»      "■"        1« 


2v»         '         2 
36     "^      1«Ä« 


(b) 


-(^)V^ '«•+*> 


^"      «      "^  22iC» 

Da  das  Instrument  der  Voraussetzung  nach  eine  solche  Ein- 
richtung hat,  dass  es  nicht  möglich  ist,  die  verschiedenen  Abwei- 
chungen abgesondert  aufzuheben,  so  Icönnen  die  Coefficienten  L,  Jlf, 
O^  H^  S  und  T  nicht  verschwinden;  es  bleibt  daher  nichts  anderes 
dbrig,  als  den  ganzen  Ausdruck  von  n  durch  die  Bestimmung  der 
darin  enthaltenen  willkährlichen  Grössen  nach  der  oben  angegebenen 
Methode  zu  einem  Minimum  zu  machen. 

Vartheilhafteste  Stellung  der  Hauptblendung  oder  des  Auges 

in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit. 

Vtfi)  Die  Coefficienten  in  dem  Ausdrucke  von  n  enthalten  die 
Constante  £,  oder  X,  nach  der  früheren  Bezeichnung,  welche,  wie 
-wir  in  Nro.  22,  62  und  63  gesehen  haben,  von  der  Stellung  der 
Hauptblendung  oder  des  Auges  abhängt.  Ist  daher  die  eine  von 
beiden  willkührlieh,  so  kann  man  K  so  bestimmen,  dass  dadurch  n 
zu  einem  Minimum  gemacht,  mithin  die  grösstmögliche  Deutlichkeit 
in  dieser  Beziehung  erhalten  wird.  In  manchen  Fällen  bietet  jene 
Methode  ein  sehr  wirksames  Mittel  dar,  um  die  Deutlichkeit  be- 
trächtlich zu  vermehren,  wozu  das  Auge,  die  seit  Wollaston  ge- 
bräuchlichen periscopischen  Instrumente,  die  mit  Blendungen  ver- 
sehenen Objective  zusammengesetzter  Microscope ,  die  einfachen  und 
zusammengesetzten  Loupen  etc.  Beispiele  geben.  Entwickeln  wir 
daher  die  zu  dieser  Bestimmung  nothwendigen  Formeln. 

Die  Instrumente,  welche  hierbei  in  Betracht  kommen,  sind  ge- 
wöhnlich 80  beschaffen,  dass  die  ursprünglich  zur  dritten  Ordnung 
gehörigen  Grössen  vernachlässigt  werden  können,  daher  die  Formeln 
der  vorhergehenden  Nummer  hier  Anwendung  finden.  Bemerken  wir 
nun,  dass  nach  der  in  Nro.  37  enthaltenen  Zusammenstellung  und 
nach  (e)  von  Nro.  93  nur  die  Coefficienten  ilf ,  G  und  T  von  K  ab- 
hängig sind,  dass  es  ferner  im  gegenwärtigen  Falle  erlaubt  ist,  in 
dem  Ausdrucke  von  n  nicht  nur  die  gemeinschaftliehea ,  beständigen, 
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positiven  Factoren,  sondern  auch  die  in  der  Parenthese  enthaltenen 
beständigen  Glieder  wegzulassen,  da  dieselben  auf  das  Minimum 
keinen  Einfluss  haben,  so  sehen  wir,  dass  von  dem  Ausdrucke  (a) 
der  vorhergehenden  Nummer  hier  nur  die  folgenden  Glieder  in  Be- 
tracht kommen: 

„  =  »L«L  +  Sl^  + -^ (., 

Für  das  Minimum  in  Bezug  auf  K  erhalten  wir  hieraus  die 
Gleichung 


oder 


dn 

^~dK 


_  MW  dM    ,    ÖIP<p*  dO 

"      i«~  "anx  "^     r^  dR 

bT  dT 


+    2     rfÄ 

Nach  (q)  von  ?ffo.  4  ist  aber 
dK^  =  dk^  =  dK 

Die  allegirten  Werthe  geben  daher,  da  die  CoefBcienten  nach 
der  früheren  Bezeichnung  den  unteren  Index  t  haben ,  die  darin  ent- 
haltenen Summen  mithin  vQn  1  bis  t  genommen  werden  müssen, 

Hierdurch  wird  die  vorhergehende  Gleichung  des  Minimums 
O^kJ^  +  EGpl^'^,    .    . (c) 

welche  zur  Bestimmung  von  K  dient  Da  Jf  und  T  von  der  ersten, 
G  dagegen  von  der  zweiten  Dimension  in  Bezug  auf  K  sind,  so  ist 
jene  Gleichung  vom  dritten  Grade.    Um  sie  zu  entwickeln,  setze  ich 

Ä.  =  K  +  KL (* 

wobei  Ki,  die  Summe  der  von  K  unabhängigen  Glieder  bezeichnet. 
Ferner  nenne  ich  Jlf',  C^  und  T*  diejenigen  Werthe,  welche  JH, 
G  und  T  dadurch  erhalten,  dass  in  denselben  K^  mit  KL  verwechselt 
wird.  Substituirt  man  nun  in  den  allegirten  Ausdrücken  von  31,  O 
T  den  vorhergehenden  Werth  von  K^  und  setzt  K  aus  dem  Sum- 
roationszeichen  heraus,  da  sich  dieses  bloss  auf  m  bezieht,  K  aber 
hiervon  unabhängig  ist,  ao  wird 
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sind.  Sie  sind  nur  möglich,  wenn  der  inclavirte  Factor  unter  dem 
Wurzelzeichen  verneint  ist,  der  in  (ja)  gefundene  Werth  von.  Ä 
mithin  einem  Maximum  zugehört.    Da  ferner  hierdurch 

dK^~         3 .    .    .     W 

wird,  so  geben  die  letzten  Werthe  von  JiL,  so  oft  sie  möglich  sind, 
zwei  Minima,  zwischen  welchen  das  dem  ersten  Werthe  entsprechende 
Maximum  liegt. 

Die  vorhergehenden  Formeln  bezichen  sich  zwar  eigentlich  nar 
auf  die  in  der  vorhergehenden  Nummer  mit  (a)  bezeichnete,  sie 
können  jedoch  auch  auf  die  übrigen  durch  die  in  den  Nummern  98 
und  99  angegebenen  Werthe  von  R  und  f  angewandt  werden. 

Sind  die  ursprünglich  zur  dritten  Ordnung  gehörigen  Grössen 
so  bedeutend,  dass  sie  nicht  vernachlässigt  werden  können,  so  werden 
die  Formeln,  wenn  man  sie  nach  der  vorhergehenden  Methode  ent- 
wickelt, sehr  complicirt,  daher  es  in  diesem  Falle  einfacher  ist,  die 
ursprüngliche  Formel  für  n  zu  gebrauchen  und  daraas  das  Minimum 
nach  Nro.  US  zu  berechnen. 

Sobald  der  vortheilhafteste  Werth  von  K  nach  dem  Vorher- 
gehenden berechnet  worden  ist,  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Jenem 
Werthe  entsprechende  Stellung  der  Hauptblendong  oder  des  Auges 
zu  bestimmen,  welches  nach  den  in  Nro.  22,  62  und  63  gegebenen 
Formeln  keinen  Schwierigkeiten  unterworfen  ist. 

Coefficienten ,  welche  von  dsr  Farhenzerstreuung  abhängen. 

1273  Um  die  Ausdrücke  von  e  und  ir  gebrauchen  zu  können, 
müssen  die  von  der  Farbenzerstreuung  abhangigen  Coefficienten  0, 
17  und  0)  mithin  auch  die  Grösse  X  bekannt  seyn,  da  jene  Functionen 
der  letzteren  sind. 

Wären  alle  farbige  Strahlen  von  einerlei  Art,  so  würde  das 
Natürlichste  seyn,  die  Grösse  X  dem  Quadrate  der  Lichtstärke  der 
verschiedenen  Strahlen  gleich  zu  setzen,  welche  ich  mit  a  bezeichnen 
werde.  In  Nro.  79  wurde  nämlich  das  Quadrat  des  Fehlers,  welcher 
durch  einen  der  Strahlen  hervorgebracht  wird,  mit  Rücksicht  auf 
die  Wirksamkeit  desselben,  dem  Producte  Xr*  proportipnal  gesetzt, 
welches  sich  bei  jener  Voraussetzung  in  A}r^  verwandelt.  Hier- 
durch wird  der  Fehler  selbst  dem  Producte  Ar  proportional,  welches 
der  einfachste  Ausdruck  dafür  ist,  da  er  mit  A  und  r  zugleich  ver- 
schwinden und  mit  jeder  von  beiden  Grössen  zunehmen  muss. 

Diese  Betrachtung  giebt  zu  der  Idee  Veranlassung,  auch  bei 
den  verschiedenen  farbigen  Strahlen 

X  =  A« 

^  setzen  und  die  hierdurch  erhaltenen  Resultate  mit  den  Beobach- 
tungen zu  vergleichen,  um  zu  sehen ^  ob  jene  Hypothese  zulässige  ist. 
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Ich  wähle  hierzu  die  Beobachtungen  von  Fraunhorer,  welche  in 
den  DenlLschriften  der  Aeademie  der  Wissenschnften  zu  München 
für  die  Jflhre  1814  und  1815,  pag.  193  und  in  Gilberts  Annalen  der 
Pliysik  Bd.  56,  pag.  264  abgedruckt  sind. 

Er  hat  für  die  von  ihm  mit  Nro.  13  bezeichnete  Gattung  von 
Flintglas  die  Lichtstärke  an  sieben  Stellen  des  prismatischen  Furben- 
bildes,  welche  durch  die  von  ihm  entdeckten  Linien  leicht  kenntlich 
sind,  und  mit  den  Buchstaben  B,  C,  D,  E,  F,,  G,  H  bezeichnet 
werden,  sodann  in  dem  zwischen  D  und  JE  liegenden  Maximum  ge- 
messen. Die  folgende  Tafel  enlhUlt  die  Resultate  dieser  Messungen 
und  das  arithmetische  Mittel  derselben,  wobei  die  Lichtstarke  im 
Uaumum  =  1  gesetzt  ist 


Nummer  der  Beobachtung. 

Licht- 
starke 

Minel. 

I 

II 

111 

IV 

B 

U.()lüO 

0.0440 

0.0530 

0.02011 

0.0318 

C 
D 

0.0480 
0.6 100 

0.tÖ45 
0.63.^0 

0.5900 

0.7200 

0.fi2(K) 

max. 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

I.OtMK) 

I.OOOtl 

E 

0.4400 

0.3800 

0.6100 

0.4Ü00 

0.4S00 

F 

0.0840 

0.1400 

0.2500 

0.1900 

0.1660 

G 

0.0100 

O.OÄ90 

0.0530 

0.03Ä0 

0.03  tO 

H 

(I.OO1 1 

0.0072 

0.0090 

0.0050 

0.0056 

Bei  der  folgenden  Bi'chnung  werde  ich  diejenige  Guttang  von 
[  Crownglas,  welche  Fraunhofer  mit  Nro.  13  bezeichnet,  als  den 
I  lEörper  betrachten,  der  zur  Vergleichung  der  übrigen  gebraucht  wird, 
I  so  dass  0  v  in  Bezug  auf  Jenes  Glas  als  absolute  veränderliche  Grosse 
I  angesehen  werden  muss,  von  welcher  sowohl  die  den  übrigen  Körpern 
'  EugehÖrigen  Üv,  als  auch  die  Grössen  X  und  a  Functionen  sind. 

Nach  dieser  Voraussetzung  bedürfen  die  beobachteten  Werthe 
der  Lichtstarke  einer  kleinen  Correction,  um  sie  von  Flintglas  auf 
Crownglas  zu  reduciren. 

Nennt  man  den  Winkel,  welchen  zwei  unendlich  nahe  bei  ein- 
I  ander  liegende  Strahlen  von  verschiedener  Tinte  mit  einander  machen, 
llnr  eine  beliebige  Stelle  des  prismatischen  Farbcnbildes 
bei  Crownglas  c 
bei  Flintglas  f 
90  verhält  sich  die  Lichtstärke  an  jener  Stelle  umgekehrt  wie  die 
Winkel  c  und  f,  weil   sie   desto  kleiner  seyn  muss,  je  grösser  der 
Raum  ist,  in  welchen  dieselbe  Menge  von  Licht  zerstreut  wird,  dieser 
Raum  aber  den  Winkeln  c  und  f  proportional  gesetzt  werden  kann. 

»Um  daher  die  Lichtstärke  von  Flinlglas  auf  Crownglas  zu  reduciren, 
Ibt  weiter  nichts  erforderlich,  als  sie  mit  dem  ihr  zugehörigen  WectU«. 


C 

I 


^6« 


M 
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von 


J-  zn  mnltipliciren.    Fraunhofers  Beobachtungen  geben  die  Mittel 

an  die  Hand,  diesen  Bruch  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  zu  berechnen. 
Er  hat  nämlich  für  verschiedene  Gattungen  von  Glas  die  Winkel  ge- 
messen, welche  die  den  Stellen  B^  C^  D  etc.  zugehörigen  Strahlen 
mit  einander  machen.  Die  Resultate  in  Bezug  auf  Crownglas  Nro.  IS 
und  Flintglas  Nro.  13  sind  in  der  folgenden  Tafel  enthalten,  in  welcher 
jene  Winkel  mit  c  und  /'bezeichnet  und  in  Seeunden  ausgedrückt  sind. 


Crownglas 

Flintglas 

Nro.  13 

Nro.  13 

e 

f 

BC 

i85:'ü 

19670 

CD 

494.4 

544.« 

DE 

628.2 

710.0 

EF 

550.0 

633.9 

FG 

1034.8 

1»3.9 

GH 

888.4 

1096.0 

(b) 


Nimmt  man  an ,  dass  diese  Werthe  von  c  ond  f  dem  Mittel  der 
Bogen  BC^  CD  etc.  zugehören  nnd  berechnet  daraus  durch  Inter- 
polation ^  für  die  Punkte  B^  C^  D  etc.,  so  sind  diese  Grössen  als  die 

c 

Factoren  zu  betrachten,  mit  welchen  die  jenen  Punkten  entsprechenden 
Lichtstärken  multiplicirt  werden  müssen,  um  sie  von  Flintglas  auf 
Crownglas  zu  reduciren.  Damit  jedoch  der  dem  Maximum  zugehörige 
Werth  =  1  bleibt,  dividire  ich  sämmtliche  Lichtstärken  durch  den- 

jenigen  Werth  von  -^ ,  welcher  sich  auf  das  Maximum  bezieht ,  nnd 

c 

nehme  dabei  an,  dass  dieses  um  den  dritten  Theil  des  Bogens  DB 
von  dem  Punkte  D  entfernt  ist.  Die  folgende  Tafel  enthält  die  hier- 
nach reducirten  Werthe  von  a 


LicMstfrkeauf 

Crowogla. 

Vre.  19  redueirt 

=  A 

B 

0.0297 

C 

0.0900 

D 

0.6297 

ma». 

1.0000 

E 

0.4881   . 

F 

0.1719 

G 

0.0334 

ff 

0.0063 

(c) 


Da  A  als  eine  Function  yon  iv  betrachtet  wird,  welche  an  den 
beiden  Grenzen  des  prismatischen  Farbenbildes  verschwinden  moss. 
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60  ist  es  erforderlich,  die  Breehungsverhältnisse  zu  kennen,  welche 
nicht  nur  den  Punkten  J?,  C,  Detc,  sondern  auch  den  Grenzen  des 
Farbenbildes  entsprechen.  Die  ersteren  sind  bereits  von]  Fraunhofer 
berechnet,  die  letzteren  dagegen  nicht  angegeben  und  wegen  der 
Schwäche  des  Lichtes  an  diesen  Stellen  sehr  unsicher;  die  folgende 
Methode  zu  ihrer  Bestimmung  mag  daher  für  den  vorliegenden  Zweck 
genügen. 

Ich  bezeichne  die  Grenze  des  prismatischen  Farbenbildes 

nach  der  Seite  der  rothen  Strahlen  mit  A 
nach  der  Seite  der  violetten  Strahlen  mit  J. 

Nach  der  Figur,  welche. sich  bei  der  ersten  der  allegirten  Ab- 
handlungen befindet,  bestimme  ich  die  Bogen  ^J?  und  flJ,  reducire 
dieselben  nach  der  oben  angegebenen  Methode  auf  Crownglas  und 
berechne  sodann  die  ihnen  correspondirenden  Unterschiede  zwischen 
den  Brechungsverhältnissen  der  Punkte  A  und  B  und  der  Punkte  H 
und  J.  Dieses  kann  sehr  leicht  vermittelst  der  bekannten  Brechungs- 
verhältnisse geschehen,  die  den  Punkten  B,  C,  D  etc.  zugebören, 
indem  ohne  merklichen  Fehler  die  Unterschiede  der  Brechungsver- 
hältnisse den  Unterschieden  der  Bogen  proportional  sind.  Die  folgende 
.Tafel  enthält  die  hiernach  gefundenen  Werthe  des  Brechungsver- 
hältnisses (y-\-9v)  an  den  verschiedenen  Punkten  des  prismatischen 
Farbenbildes  für  Crownglas  Nro.  13 


Brechuiigsver- 

bälliiin  fTir 

Crownglu  Nro.  18 

—  v-\-  8v 

Urenze  A 

1.52232« 

'  B 

1.52431S 

C 

1.5<.)299 

Ü 

1.527982 

E 

1.531372 

F 

1.534337 

G 

1.539908 

H 

1..5446S4 

Grenze  J 

1.54S.S44 

(d) 


Wäre  das  Brechungsverhältniss  des  mittleren  Strahles  =  v  be-' 
kannt,  so  hätte  man  dasselbe  nur  von  den  in  der  vorhergehenden 
Tafel  enthaltenen  Werthen  von  (v-{-8v)  abzuziehen,  um  die  corre- 
spondirenden Werthe  von  8v  zu  erhalten.  Da  aber  v  zuerst  durch 
diese  Rechnung  bestimmt  werden  soll,  so  zähle  ich  einstweilen  die 
8v  von  einem  nach  Willkühr  angenommenen  Strahle  an  und  drucke 
sie  in  Einheiten  der  zweiten  Decimalstelle  aus,  um  während  der 
Rechnung  die  vielen  Decimalstellen  zu  vermeiden ,  welche  sonst  ent- 
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stehen,  indem  dieselben  bei  den  zaietzt  erhaltenen  Resultaten  leicht 
wieder  hergestellt  werden  können.    Bezeichnet  man  daher  mit 

X  den  auf  diese  Art  berechneten  Werth  von  iv^ 

v'  das  Brechung verhältniss  d^s  nach  Willkuhr  angenommenen 
Strahles , 

(y9  j^  ^y9^   das  Brechungsverhfiltniss  des  allgemeinen   farbigen 

Strahles, 
80  ist 

folglich 

X    =  WXSW  \ (ej 

=  100Cv  +  5v  — vO  \ 

Denkt  man  sich  die  den  verschiedeneu  farbigen  Strahlen  ent- 
sprechenden Werthe  von  x  als  Abscissen,  die  correspondirenden 
Werthe  von  a  als  Ordinalen  aufgetragen  und  ihre  Endpunkte  mi{ 
einer  krummen  Linie  verbunden,  so  stellt  diese  die  Lichtstärke  in 
allen  Punkten  des  prismatischen  Farbenbildes  dar. 

Um  die  in  den  Ausdrücken  der  Coefficienten  ^..  angedeuteten 
Integrationen  ausführen  zu  können,  ist  es  erforderlich,  a  in  Function 
von  X  auszudrücken,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Glei- 
chung der  angegebenen  krummen  Linie  zu  finden.  Da  aber  der 
eigentliche  analytische  Ausdruck  von  a  nicht  bekannt  ist,  so  suche 
ich  diesen  Zweck  durch  experimentelle  Formeln  zu  erreichen,  indem 
ich  das  prismatische  Farbenbild  in  mehrere  Theilen  theile  und  für 
jeden  derselben  eine  besondere  Formel  annehme,  welche  die  beob- 
achteten Werthe  von  a  so  genau  darstellt ,  als  es  die  Genauigkeit  der 
Beobachtungen  erfoMert.  Da  jedoch  in  den  Integralen  a'  statt  X 
genommen  werden  soll,  so  ist  es  zur  Erleichterung  der  Integration 
zweckmässig,  den  experimentellen  Formeln  eine  solche  Gestalt  zu 
geben,  dass  der  Ausdruck  von  A'  so  einfach  als  möglich  wird. 

Bezeichnen  wir  durch 

Xj  die  Abscisse  des  Punktes  A  oder  der  Grenze  des  Farbenbildes 
nach  der  Seite  der  rothen  Strahlen, 

X4  die  Abscisse  des  Punktes  J  oder  der  Grenze  des  Farbenbildes 
nach  der  Seite  der  violetten  Strahlen, 

so  werden  die  beobachteten  Lichtstärken  mit  hinlänglicher  Genauig- 
keit durch  die  beiden  Formeln 

A"  =  ^,  (X  —  Xt)«  j 

A"  =  .4a(X4-X)*+^,(X4-X)»i ^^ 

dargestellt,  wenn  wir  die  erste  von  A  bis  D,  die  zweite  von  £7  bis  J 
gebrauchen  und  den  Coefficienten  die  folgenden  Werthe  geben : 

At  =  3.4783  ) 

A^  =  0.0019024     ) (>) 

A^  =  0.00015250  1  •    •  ^ 
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Die  VtT|Sleichung  der  hiernach  berechneten  Werlhe  von  a  mit 
den  beobachteten  ist  in  der  rollenden  Tiilel  enllialten : 


y-\-3y 


chnet  lieoltHchtei 


1.593:122 

1.5843 12 
1.5252'JÖ 
1.. 527982 
1.531372 
1.53J:i37 
1.539iJ08 
1.544684 
1.54SS44 


0.1 99() 
0.2977 
0.5C6U 


1.7472 

1.4507 
0.893C 
0.4160 


0. 

0.0274 

0.0918 

0.6307 

0.4S89 

0.1714 

0.0344 

0.U06I 

0. 


0. 

0-0297 

0.(H«IO 

0.6297 

0.4881 

0.1719 

0.0334 

0.0063 

0. 


IJie  UnttTsrhifde,  welche  zwischen  den  in  der  Tafel  (a)  &ng:e- 
gebenen  vier  Reihen  von  Beobachliinjfcn  stalirirnicii,  zcigtn ,  dass 
die  Unterschiede  zwischen  den  beobachteten  und  beiechiiote»  Werthen 
von  A  bei  weitem  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachlungsrehter 
liegen.  Es  ist  daher  zwecklos,  die  Genauigkeit  der  experiinentcllen 
Formeln  weiter  zu  treiben,  was  übrigens  keinen  Schwierig  keilen 
unterliegt,  wenn  man  Tür  a*  Ausdrücke  von  den  Formen 

A*  =  ^(it  — X,)'  +  ÖCx  — it,)" 

a'  =  C  (X,  —  X)'  -f  D  (X,  —  xV 
antiimmt   und  die  unbestimmten  Coeflicienlen  und  Exponenten  so  be- 
stimmt, dass  die  Formeln  die  Beobachtungen  genau  darstellen. 

L'm  den  Zwischenraum  zwischen  I)  und  £,  auSKurulIen,  könnte 
man  eine  nach  der  Abscissenaxe  concave  krumme  Linie  annehmen 
und  zur  Bedingung  machen,  dass  sie  die  beiden  durch  die  Glei- 
chungen tO  bestimmten  Ciirven  benihrte  und  den  gröbsten  Werth 
von  a'  =  1  gäbe.  Da  aber  der  Bogen  dieser  Curve  sehr  klein  wird, 
und  dieselbe  sehr  nahe  bei  dem  mutieren  Strahle  liegt,  so  bringt  der 
dazu  gehörige  Theil  des  Karbenbildes  nur  kleine  Glieder  in  den  In- 
tegralen hervor.  Es  genügt  daher  zu  dem  gegenwartigen  Zwecke, 
wenn  man  die  Curven  f.O  so  weit  verlimgert,  bis  ihre  Ordinalen  =  1 
werden,  und  diesen  Werth  in  dem  alsdann  noch  übrig  bleibende» 
Zu'isehen räume  beibehält. 

Bezeichnen  wir  daher  durch 
X,  denjenigen  Westh  von  x,   welcher   in  der  ersten  Gleichung  (0 

dem  Werthe  A  =  1  zugehört, 
Xj  denjenigen  Werth  von  x,  welcher  in  der  zweiten  Gleichung  CO 
dem  Werthe  A  =  1  zugehört, 
80  wird  das  prismatische  Farbenbild  in  drei  Thetle  gethcilt.  in  wel- 
chen a'  verschiedene  Werlhe  erhalt. 
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Der  erste  Theil  liegf  innerhalb  der  Grenzen 
X  =  Xi  und  X  =  Xi 

and  es  ist  für  denselben 

A»  =  AtCx  —  Xi)* 

Für  den  zweiten  Theil  sind  die  Grenzen  x  »=  xt  «und  x  =&  x« 
nnd  es  ist  beständige 

Für  den  dritten  Theil  endlich  sind  die  Grenzen  x  «=  Xa  ond 
X  ===  X4  und 

A"  =  A  (X4—  X)t  +  ^,CX4  — x)« 

^Nach  den  in  (g)  artgegebenen  Werthen  der  Coefficienten  ist 

Xg  =  Xi  +  0.6600 

X3  =r  Xi -f  0.9920  } Ö) 

X4  =  Xi4-»-65«0 

1283  Berechnen  wir  jetzt  die  in  (c)  von  Nro.  79  gefundenen 
Coefficienten  unter  der  Voraussetzung,  dass  Sv  nicht  von  dem  mitt- 
leren ,  sondern  von  einem  nach  Willkühr  angenommenen  Strahle  des 
Farbenbildes  an  gezählt  wird.  In  diesem  Falle  ist  der  tnf*  jener 
Coefficienten,  wenn  er  mit  einem  Accente  bezeichnet  wird, 

Es  ist  aber  vermöge  (e)  der  vorhergehenden  Nummer 

^  ~  100 
folglich 

*-=(iy^'-/'*^"''* («^ 

Nehmen  wir  statt  X  den  durch  die  experimentellen  Formeln  ge- 
gebenen Werth  von  a',  so  muss  das  Integral  in  dreiTheile  getheilt 
und  jeder  derselben  innerhalb  der  Grenzen  genommen  werden,  inner- 
halb welcher  der  jedesmalige  Ausdruck  von  a'  gültig  ist.  Hier- 
durch wird 


»; 


:=rju^ 


Cb) 


f'*  At  (X  —  X,)*  X-  dx 

+f^*A,Ou—xy*x'dx 

Um  die  hierin  enthaltenen  Integrale  auf  eine  zar  Rechnung  be- 
queme Weise  anszudrücken,  betrachte  ich  das  Integral 

r^.Cx— xO'x^dx 
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und  nehme  an,  dass  dassdbe  durch  den  ibigenden  Amdnick  ge- 
geben sey : 

Till  (X  —  Xi)»  X- dx  = 

wobei  d^*»*^.«..  C!f^*'  nnbestimmte  CoefBcienten  bezeichnen.  Der 
obere  Index  derselben  (p^m)  giebt  an,  dass  in  der  Integralformel  die 
p**  Potenz  von  (x  —  xO  und  die  m^  Potenz  von  x  vorkommen ,  der 
untere  Index  dagegen  bezieht  sich  auf  die  Stelle,  welche  das  Glied 
in  der  angenommenen  Reihe  hat 

Differentiirt  man  diesen  Ausdruck,  dividirt  ihn  sodann  durch 
^i(x  —  Xi)'rfx  und  behält  bloss  das  erste  und  das  allgemeine  Glied 
bei,  80  ent«rteht  daraus  die  Gleichung 

x-  =  xr  ^""'^  ^js«       }.(d) 

welche  zur  Bestimmung  der  Coef&cienten  diedt    Sie  giebt 
1  =  (/i  +  m  +  l)C^-> 

Ö  =  (p+m+1— r)CJ»»->  — (fii  — r  +  l)C5ür> 
friglich 

woraus  durch  fortgesetzte  Substitution  die  folgenden  Werthe  der 
Coefficienten  erhalten  werden: 

d^-)  = 5? ■■ - 


•  •  • 


ClP,-3  = 


(/i+m+ IKp+w) . . . .  (p+m  + 1  — r) 
fii(m  — 1)....*.! 


Qi  +  m  -f  1)  (p  +  m) . . . .  Cp  +  O 
Die  folgenden  Glieder  fallen  wieg. 

Nehmen  wir  nun  das  Integral  innerhalb  der  Grenzen  x  =  Xt 
und  X  =  X»,  so  wird 

r**^,(x  — Xt)'x-rfx  = 

VI 
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Die  zwei  letzten  Integrale  ^  welche  in  dem  Ausdrucke  von  dl 
vorkommen,  sind  unter  der  Form 

begriffen.    Nimmt  man  hierfür  den  Ausdruck  an : 
Ca^  (X4 — x)P  x""  rfx  = 

=  -  A,ix,-x)^'  lü  [^''"^(^)"  •  •  •  +  ^''"^ CzT' ]  •  *^ 

so  giebt  derselbe,  wenn  er  auf  ähnliche  Weise,  wie  der  Ausdruck 
(c)  behandelt  wird,  zur  Destimmung  der  Coefficienten  eine  Gleichung, 
welche  sich  von  (d)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  Xi  mit  X4  ver- 
wechselt ist.  Die  Coerficienten  CV*"^....  Cf*'"'  erhalten  in  beiden 
Fällen  einerlei  Werthe. 

Innerhalb  der  Grenzen  x  =  Xa  und  x  =  X4  genommen ,  giebt 
nunmehr  das  Integral  (h) 

r**  A^  (X4— X)'  x"  rfx  = 

=  A(X4-x,)^xr[cS^-^(g)"....+  €?'-->  (g)"".... +  «?'">]({) 
Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung 

so  nehmen  die  beiden  ^vorhergehenden  Integrale  die  Gestalt  an: 

f*  At  (X  — x,)'x-dx  =  /)t"">^i  (xa  — xO'+*xr 

^\  )    .  CD 

r**  A^  (X4  —  X)'  X-  rfx  =  E?^'^^  A^  CX4  —  Xa)'**  xT 

Da  die  Grössen  jö^^™)  und  JE^''"^  für  mehrere  auf  einander  fol- 
gende Werlhe  von  m  berechnet  werden  müssen,  so  ist  es  bequemer, 
die  Formeln  so  umzuändern,  dass  jedesmal  die  folgende  aus  der  vor- 
hergehenden berechnet  werden  kann.    Es  ist 


"+«) 


Nach  den  oben  angegebenen  Werthen  der  Coefficienten  ist 
aber  allgemein 

/>(f.«"+i)=:  (m  +  I)  m  (m  —  1) (m  —  r  +  1) 

^^'  (p  +  m  +  2)  (/>  +  m  +  1 ) (;i  -j-  m  4- 1  —  r) 

/xp,«)  =        m(m  — l)....(m  — r+1) 

(p  +  m  +  Ij  ....(/>  +  m  -f  1  —  r) 
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folglich 

«»--^tSf^ c« 

Ausserdem  ist 


p  +  m  +  2 


Durch  Sabstitution  dieser  Werthe  verwandelt  sich  der  vorher- 
gehende Ausdruck  von  jD^'"^'>  in  den  folgenden: 

^^'-"=^+i+i5[(|r  +  Cm  +  l)IX^->]    .    (n) 
Ebenso  ist 

Da  nun 

D(p.o)  =,  £(^o)  ^  CX"«>  =  — pj (p) 

ist,  80  können  die Werlhe  von  D^^"^  und  £?'»->  für  die  aufeinander 
folgenden  Werthe  von  tn  vermittelst  der  vorhergehenden  Formeln 
sehr  leicht  berechnet  werden. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig,  in  den  Integralen  (I). statt  p 
und  q  diejenigen  Werthe  zu  nehmen,  welche  in  dem  Ausdrucke  (b) 
von  Sia  vorkommen,  sie  in  demselben  zu  substituiren  und  die  In- 
tegration des  zweiten  Gliedes  auszuführen*  Bemerkt  man,  dass 
Ai(X9  —  Xiy  der  der  Abscisse  x«  entsprechende  Werth  von  a',  mit- 
hin =  1  ist,  so  wird 


,  =  rJLrr(^t)^^-*^- 


x?+*) 


+  £?«»»->  As  (X4  —  x,)**  x? 

1293  Nachdem  auf  diese  Weise  die  von  der  Farbenzerstreuung 
abhängigen  Coeffieienten  gefunden  worden  sind,  können  wir  die 
Lage  des  mittleren  Strahles  berechnen.  Sie  wurde  in  Nro.  79  durch 
die  Bedingung  bestimmt,  dass  9,  =  0  seyn  sollte,  vorausgesetzt, 
dass  alle  Sv  von  dem  mittleren  Strahle  an  gezählt  werden.  Dieses 
ist  jedoch  bei  9L  nicht  der  Fall,  indem  hierbei  ein  nach  Willkühr 
angenommener  Strahl  als  Ursprung  der  8v  gebraucht  wird.  Es  ist 
daher  noth wendig,  S^  durch  d.  auszudrucken.  Nach  (a)  der  vor* 
hergehenden  Nummer  ist 


»i  =  (-i^)'*VAx-rfx 
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Von  diesem  Ausdrucke  können  wir  sogleich  zu  dem  von  9^ 
übergehen,  wenn  wir  den  Ursprang  der  x  von  dem  nach  Willkähr 
angenommenen  Strahle  in  den  mittleren  Strahl  verlegen.  Nennen 
wir  daher 

X  den  dem  mittleren  Strahle  entsprechenden  Werth  von  x, 

so  roass  in  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  x  mit  (x  —  x)  verwech- 
selt werden,  um  von  9i,  auf  8^  liberzogehen.    Diess  giebt 

9^  =  (;^'^'SM^-^rdx (a) 

i 
Entwickelt  man  (x  —  x)**  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  und 
bezeichnet  durch 

Bi"^  den  r**  Binomialcoefficienten  der  w*"  Potenz,  so  wird 

XööJ    /^[x".--.±Är^x-'x'....]rfx 

""  (i^y'Y/^x""rfx....±Äj->x'/xx--'rfx...]j  .tb) 

=  a:....±B(-)(j^)'jL. 

Diese  Formel  auf  den  ersten  Coel&cienten  angewandt,  giebt 

# 

*"  =  **       100 

Da  nun  di  3»  0  seyn  soll,  so  hat  man  zur  Bestimmun/^  von  x 
die  Gleichung 

**-*^     löö 

Sie  giebt 

100»; 
X  =  —^ .    (c> 

und  den  dem  mittleren  Strahle  entsprechenden  Werth  von  8v'j  wel- 
chen ich  mit  8v"  bezeichne,  dorch  den  Ausdruck 

^'''  =  i^  =  f ^'^ 

Dieselben  Ausdrücke  von  x  und  9v"  würde  man  erhalten,  wenn 
man  eine  krumme  Linie  construirte,  deren  Abscisse  =  x  oder  8w' 
und  deren  Ordinate  =s  X  wäre,  und  dann  die  Abscisse  x  oder  8y^' 
suchte,  welche  dem  Schwerpunkte  der  durch  die  krumme  Linie  und 
die  Abscissenaxe  begrenzten  Flache  zugehört.  Der  mittlere  Strahl 
ist  daher  derjenige ,  welcher  jenem  Schwerpunkte  entspricht. 

1303  Führt  man  die  Rechnung  nach  den  vorhergehenden  Formeln 
aus,  inaem  man  den  Ursprung  der  x  in  den  Punkt  A  legt,  so  ist 
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X.  =  0 

r,  =  0.6600  . 

X,  =  0.6920  ^ ^  ^ 

x«  =  2.6520 

Das  erste  Glied  von  8!^  mass  in  diesem  Falle  auf  eine  andere 
Art  ausgedrückt  werden,  da  D<*'"^  =  od  wird,  wenn  X|  =  0  ist. 
Für  diesen  Werth  von  Xi  ist  aber 


7  +  tn 
Hierdurch  wird 

8i  =  0.0027480 

91  =  0.000020064 
folglich 

X     =0.7301     j 

Jy''=  0.0073011   • ^^^ 

Nach  der  Tafel  (d)  von  Nro.  127  ist  das  dem  Punkte  A  ent- 
sprechende Brechungsverhältniss 

v'  =  1.522322 

mithin  das  Brechungsverbältniss  des  mittleren  Strahles  s=s 

y  ==)/ -f.  »);'':===  1.529623 (c) 

Da  jetzt  die  Lage  des  mittleren  Strahles  bekannt  ist,  so  können 
wir  die  übrigen  von  der  Farbenzeirstreuung  abhängigen  Coefficienten 
berechnen. 

Der  für  9L  gefundene  Ausdruck  (q)  von  Nro.  128  giebt  die 
Werthe  der  Coefficienten  9„,  wenn  darin  der- Ursprung  der  x  in  den 
mittleren  Strahl  verlegt,  d.h.  x  mit  (x  —  x)  verwechselt  wird. 

In  Bezug  auf  diesen  neuen  Ursprung  erhalten  wir  daher  durch 
die  in  (a)  und  (b)  gefundenen  Werthe 

X|  =  —  0.7301 
X,  =  —  0.0701 

X,  =  —  0.0381   / (^) 

X4  =  +  1.9219 

sodann  vermittelst  der  allegirten  Formel 

8o  =  0.002748 

*t  =  0 

Ja  =  0.000000007859 

*s  =  0.00000000001741    ' ^^^ 

9a  =  0.0000000000001666 
9s  =  0.000000000000001138 

und  hierdurch  nach  (h)  von  Nro.  80 

i  =  0.000002860    i 

n  =  0.002215       [ (0 

6  =  0.000000000038421 
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1313  In  Nro.  17  wurde  angenommen,  dass,  in  Bezog  aaf  einen 
beliebigen  mit  dem  Index  i  bezeichneten  brechenden  Körper,  9  vi  eine 
Function  von  dem  als  absolute  veränderliche  Grösse  betrachteten  dv 
sey ,  welche  wegen  der  Kleinheit  von  8v  in  eine  Reihe  von  der  Form 

Jvi  =  ai9v  +  ßi9v*  etc. 

entwickelt  werden  könne. 

Hierbei  bezeichnen  ai,  %  etc.  Coef&cienten ,  welche  von  der 
Natur  des  brechenden  Körpers  abhängen,  für  alle  farbige  Strahlen 
aber  einerlei  sind.  Da  nun  das  Brechungsverhältniss  des  mittleren 
Strahles  vi  genannt  wurde,  so  ist  das  Brechungsverhältniss  des  all- 
gemeinen farbigen  Strahles  = 

Vi  +  9 Vi  =  vi  +  ai8v  +  ßi  9v*  etc (a) 

Die  folgenden  Glieder  dieser  Reihe  worden  vernachlässigt,  weil 
die  Rechnung  überhaupt  nur  bis  zum  Quadrate  von  9v  fortgesetzt 
wurde. 

In  Bezug  auf  denjenigen  Körper ,  welcher  zur  Vergleichnng  der 
übrigen  dienen  soll,  ist  nach  der  angenommenen  Bezeichnung 

das  Brechungsverhältniss  des  mittleren  Strahles  =  y, 

das  Brechungsverhältniss  des  allgemeinen  farbigen  Strahles  = 

p  +  9v» 

Ist  nun  bei  dem  letzteren  Körper  die  Lage  des  mittleren  Strahles, 
mithin  v,  bekannt  und  hat  man  bei  beiden  Körpern  die  Brechungs- 
Verhältnisse  ivi  +  8vd  und  Cv  +  ^v)^  welche  einerlei  Farbentinte  ent- 
sprechen, an  verschiedenen  SIellen  des  prismatischen  Farbenbildes 
beobachtet,  so  ist  für  jede  dieser  Beobachtungen  8v  bekannt;  der 
Ausdruck  Ca)  enthält  daher  nur  die  unbekannten  Grössen  Pi,  oi  und  ^, 
welche  dadurch  bestimmt  werden  können,  wenn  wenigstens  drei 
Paare  von  Beobachtungen  vorhanden  sind. 

Bei  einer  grösseren  Anzahl  von  Beobachtungen  findet  man  jene 
Grössen  am  sichersten  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 
Wird  näihlich  das  beobachtete  Brechungsverhältniss  (yi  +  8vd  durch 
A^t  bezeichnet,  so  ist  der  Beobachtungsfehler  = 

Vi  +  ai8v  +  ß;  8v^  —  Nl 

und  die  Summe  der  Quadrate  der  Beobachtungsfehler  = 

2  [vi  +  ai8v  +  ßi  ^v*  —  JVJ» 

wobei  sich  das  Summationszeichen  auf  die  verschiedenen  Beobach- 
tungen bezieht. 

Damit  dieser  Ausdruck  ein  Minimum  wird,  müssen  die  Diffe- 
rentialcoefficienten  in  Bezug  auf  die  zu  bestimmenden  Grössen  Pi,  Oj 
und  ßi  =  0  gesetzt  werden ,  wodurch  die  drei  Gleichungen  entstehen 

2        [vi  •hai8v  +  ßi  ^p'  —  JVi]  =  0 

Z8v   [yi  +  ai8v  +  ßi8v'^  —  Nill  =  0  ) (b) 

I^fp^[vi+ai9v  +  ßi89*'-NiJ  =  0 
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Die  Aaflosung  dieser  Gleichon^n  gieht  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Grössen  vi^  o^  und  j3{. 

Zur  Vermeidung  der  vielen  Decimalstellen,  welche  die  nume- 
rische Rechnung  nach  den  vorhergehenden  Formeln  mit  sich  bringt, 
kann  man  die  ersten  Ziffern  von  n  und  iV^,  welche  bei  allen  Beob- 
achtungen einerlei  sind,  weglassen,  indem  es  bloss  auf  den  Unter- 
schied heider  Grössen  ankommt.  Bezeichnet  man  diese  Ziffern  mit  'Jt 
und  substituirt  ausserdem  statt  8v  den  oben  angenommenen  Werth 


9v  = 


100 


so  nehmen  die  drei  Gleichungen  (b)  die  Gestalt  an: 

Zx  [lOO(Ti-«)  +  «,x+-j^x«-160(JV;-SR)]  =  oJ.(c) 

2x*  [lOO(yi-3ö  +  «iX+  ^x*-100(iV,-3ö]  =  0 

worin  nunmehr 

100(i;i-5R),  «,  und  -j^ 

als  die  unbekannten  Grössen  angesehen  werden  können« 

Ich  fahre  diese  Rechnung  nur  für  diejenige  Gatttung  von  Flint- 
glas aus,  welche  Fraunhofer  mit  Nro.  30  bezeichnet,  und  nehme 
dabei  das  Crwonglas  Nro.  13,  so  wie  es  oben  geschehen  ist,  als 
denjenigen  brechenden  Körper  an,  der  zur  Yergleichnng  der  übrigen 
dient.  Die  von  Fraunhofer  beobachteten  Brechungsverhältnisse  von 
beiden  Glasarten  an  den  mit  B^  C^  U  etc.  bezeichneten  Stellen  des 
Farbenbildes  sind  in  der  folgenden  Tafel  enthalten: 


Brechnngsverhiiltniss  für  1 

Crownglas 

Flintglas 

Nro.  18 

Nro.  30 

=  v-\-9v 

=  JV. 

B 

1.524312 

1.623570 

C 

lJi2SM9 

1.625477 

D    - 

1.527982 

1.630585 

E 

1.531372 

1.63r<l56 

F 

1.534337 

1.643466 

0 

1.539908 

1.655406 

H 

1.544684 

1.66607t 

(d) 


In  (c)  der  vorhergehenden  Nummer  wurde  gefunden 
T  =  1.S89623 


<S^ 
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Setzen  wir  ausserdem 

SR  =  1.6 (0 

ao  erhalten  wir  die  folgenden  Werthe  der  zar  Rechnung  erforder- 
lichen Grössen: 


X 

1 

100  cJVi  —  3«) 

B 

^0^11 

2.3570 

C 

—  0.4324 

2.5477 

D 

—  0.1641 

3.0585 

E 

+  0.1749 

a7356 

F 

+  0.4714 

4.3466 

G 

+  1.0285 

5.5406 

H 

+  1.5061 

6.6072 

(i:) 


Hierdarcb  geben  die  Gleichungen  (c) 

Vi  =  1.6338586 
Ol  =  1.98954 
ßi  =  9.9876 


(k) 


Um  zu  nntersuchen,  wie  genau  die  Formel  (a)  die  Beobach- 
tungen darstellt,  lege  ich  die  in  der  Tafel  (d)  angegebenen  Brechungs- 
verhältnisse des  Crownglases  zu  Grunde  und  berechne  daraus  ver- 
mittelst jener  Formel  und  der  vorhergehenden  Werthe  von  y,  Pt,  « 
und  ßi  die  correspondirenden  Brechungsverhältnisse  des  Flintglases. 

Die  folgende  Tafel  enthält  die  Yergleichung  der  so  gefundenen 
Resoltate  mit  den  Beobachtungen: 


Brechungsverhältniss  des 
Flintglases 

Diff. 

berechnet 

beobachtet 

B 

=   Vi  +  dV; 

-JV, 

1.623574 

1.62:i570 

+  0.000004 

C 

1.625443 

1.625477 

—           34 

D 

1.630621 

1.630585^ 

+           36 

E 

1.63^9 

1.637356 

+      ■      13 

F 

1.643459 

1.643466 

—             7 

0 

1.655378 

1.655406 

—           28 

H 

1.666089 

1.666072 

+            17 

(i) 


Die  Beobachtungen,  welche  Fraunhofer  an  zwei  Prismen  von 
einerlei  Glasart,  (Flintglas  Nro.SS)  mit  verschiedenen  brechenden 
Winkeln  angestellt  hat,  geben  ähnliche  Unterschiede^  wie  die  in  der 
vorhergehenden  Tafel  enthälteiien ,  wie  aus  der  folgenden  Zusammen- 
stellung ersichtlich  ist:       .    . 
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Brechungsverhallniss 
nach  dem 

Diir. 

Prisma  von 
60" 

Prisma  von 
45" 

B 

C 

n 

E 
F 

(1 

H 

1.6«6Ö96 
1.6».W>9 
1.033667 
I.6J0495 
1.646756 
1. 658848 
1.669686 

1.6J6564 
]. 628451 
1.633666 
1.640544 
1.6467f0 
1.6Ö8849 
1.6696*0 

+  0000032 
+             18 
+               1 

—  49 

—  «4 

—  1 
+              6 

Die  Formel  (u)  stellt  dalicr  die  Bfobachlitri^en  »o  genau  dsr, 
dass  es  unnütz  seyn  würde,  noch  mehrere  Glieder  der  Reihe  beizu- 
behaJren,  selbst  in  dem  Falle,  wenn  die  hier  vernachlässigten  höheren 
Potenzen  von  Sv  berücksichtigt  werden  sollten. 

Bei  der  vorherg:ehenden  Rechnung  wurden  Sv  und  St,  vom  mitt- 
leren Strahle  an  ge/.ählt;  es  kann  jedoch  auch  ein  anderer  beliebiger 
Strahl  als  Ursprung  angenommen  werden,  und  es  ist  leicht,  die  bei  der 
einen  Voraussetzung  gefundenen  Resultate  auf  die  andere  zu  reduciren. 

Beliallen  wir  die  bisherigen  Bezeichnungen  bei,  wenn  derraittlere 
Strahl  als  Ursprung  angenoiniDcii  wird,  accentuiren  dagegen  alle 
Buchstaben,  wenn  wir  einen  anderen  beh'ebigen  Strahl  hierzu  wÄhlen, 
so  ist  das  Brechungsverhaltniss  des  allgemeinen  farbigen  Strahles 
im  ersten  Falle 

V.  +  9vt  =  t.  -i-  a.  Sv  +  ß.  Sv* (I) 

im  zweiten  Falle 

v! +  Sv^  =  vi +  tt^Sv' +  ß',Sv'* (m) 

Da  nun  jener  Sirahl  in  beiden  Fallen  derselbe  ist.  mithin  einerlei 
Brechung-sverhaltniss,  sowohl  in  Bezug  auf  denjenigen  Körper,  welcher 
zur  Vergleichung  der  übrigen  dient,  als  auch  auf  den  mit  dem  IndeiL  j 
bezeichneten  hat,  so  ist 

v+Sv   =  v'  +  Sv' 
r,  +  Sv.=  vU^vt 
Die  erste  dieser  Gleichungen  glebt 

Sv'    =    iv-y')  +  3v 

die  letzte    dagegen   giebt,    wenn  statt  im  +  Svd   «od  (»'  +  *►?)   <•'« 
obigen  Werlhe  substituirt  werden. 

Vi  +  «1 Ä»  +  ft  *»'  =  vi  +  oT  Äl/  +  ß!  «»" 

Subslituiren  wir  hierin  statt  Sv'  den  vorhergeheodeo  Werlh, 


so  wird 


tiSv-t 


3,a,' 


-'  +  a.'  h  —  »')  +$!{y  —  »')* 
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Hierans  folgt  dnrcH  die  Tergleicliung  der  Glieder,  welche  einerlei 
Potenzen  von  dv  enthalten  ; 

Vi  =  rf +  «f  (V— vO  +/Jf  (i'-r')»  / 

«  =  af4-«/ii'Ci'— vO  [ (n) 

Da  die  Ausdrücke  (l)  nnd  (m)  in  Bezug  auf  die  accenluirten 
und  nicht  accentuirten  Buchstaben  symmetrisch  sind,  so  geben  die 
vorhergehenden  Formeln  durch  Verwechselung  von  beiderlei  Buch- 
staben auch  umgekehrt 

«:  =  «i+2ft(v'— y)  J (0) 

ft'=A  I 

virodnreh  die  bei  einer  Voraussetzung  gefundenen  Resultate  leicht  auf 
die  andere  zurückgeführt  werden  können. 

13S3  Nach  Nro*  96  ist  das  zur  Berechnung  der  Instrumente 
corrigirte  Zerstreuungsverhaltniss  durch  den  Ausdruck  gegeben: 

Substituirt  man  hierin  statt  17,  ai  und  ßi  die  oben  gefundenen 
Werthe,  so  wird  das  Zerstreuungsverhaltniss  für  das  Fraunhoferische 
Flintglas  Nro.  30 : 

a,  =  «.01167 

wobei    das  Zerstreuungsverhaltniss  des  Crownglases  Nro.  13  als 
Einheit  angenommen  ist. 

Dagegen  findet  Fraunhofer  durch  Erfahrung,   dass  die  aus  den 
genannten  Glasarten  construirten  Objeetive  dann  am  besten  werden, 
wenn         ai  =  i.98 
angenommen  wird. 

Sieht  man  dieses  von  Fraunhofer  gefundene  Resultat  als  genau 
an,  so  folgt  daraus,  dass  die  Gewichte  nach  der  violetten  Seite  des 
prismatischen  Farbenbiides  mehr  abnehmen  müssen,  als  bei  der  vor- 
hergehenden Rechnung  vorausgesetzt  wurde. 

Wir  können  zu  diesem  Zwecke  gelangen,  wenn  ^ir  den  bisher 
gebrauchten  Werth  von  x  =  a»  mit  einem  Factor  multiplicircn, 
welcher  von  der  rothen  Seite  des  Farbenbildes  bis  zu  der  violetten  be- 
ständig abnimmt  und  als  eine  Function  des  Brechungsverhaltnisses 
der  verschiedenen  farbigen  Strahlen  zu  betrachten  ist.  Untersuchen 
wir  daher,  welche  Aenderung  hierdurch  in  den  bisher  gefundenen 
Resultaten  entsteht. 

Da  derjenige  Strahl,  welcher  bei  der  bisherigen  Rechnung  als 
der  mittlere  angesehen  wurde ,  nun  nicht  mehr  der  mittlere  ist,  indem 
er  der  Bedingung  8t  =  0  nicht  entspricht,  sobald  statt  X  eine  andere 
Function  angenommen  wird,  so  ist  ebenso  wie  in  (a)  von  Nro.  1(9 

(1  ^"***  .. 
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wobei  der  Ursprung  der  x  in  dem  bisherigen  mittleren  Strahle  liegt 
und  X  denjenigen  Werth  von  x  bezeichnet,  welcher  dem  neuen  mitt- 
leren Strahle  entspricht 

Multipliciren  wir  nun  den  bisherigen  Werth  von  X  mit  einem 
veränderlichen  Factor,  wozu  ich  eine  ganze  rationale  Function  von  x 
von  der  Form 

Co  •  •  •  •  -T"  C/f  l  "|QJ\  J C*) 

wähle,  so  wird 

Das  Prodact 

giebt  entwickelt  eine  ganze  rationale  Function  von  x,  für  welche  ich 
die  Gestalt  annehme: 

=  l%-)....  +  Z>c-(^) 

folglich,  wenn  dieser  Werth  in  dem  vorhergehenden  Ausdrucke 
von  8^  substituirt  wird, 

*-  =  löö^''"^^^  rfx . . . .  +  (jjjj)'**  Dl-^fl  X'  rfx . . . . 

viiioy  />.  x'rfx  ist  der  Werth  von  J,  nach  der  bisherigen  Annahme, 
welchen  ich  mit  S!  bezeichne,  daher  ist 

*«  =  üir^  8i  —  +  ßi^^  8; (d) 

In  diesem  Ausdrucke  kann  das  von  di  abhängige  Glied  weg- 
gelassen werden,  da  die  Lage  des  bisherigen  mittleren  Strahles 
durch  die  Bedingung  ^;  =s  0  bestimmt  wurde.  Dagegen  ist  für  den 
neuen  mittleren  Strahl  $|  =  0. 

Der  Ausdruck  (b)  giebt  aber 

=  (3^)*C'o/XXI<X....+  (yij)'''a/XX'+'rfx.... 

'—     \yQ  Ol  •  •  •  •  "J^  Of  0,^i  •  •  •  • 

"~    llii  L  ^®  *•••••  "r  Cr  Ar  ...  .J 
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Da  nun  dt  ^=  91  =s  0  ist,  so  wird  hierdurch  x  bestimmt.    Es  ist 
nämlich        '         ^  ^,        ^  r  a^ 

worauf  die  Coefficienten  ßi"^  • . . .  !>{"*  vermittelst  (c) ,  sodann  ^«  durch 
den  Ausdruck  (d)  berechnet  werden  können. 

Die  Formeln  (u)  von  Nro.  131  geben  endlich,  da 

_. x_ 

*      *^  ~  100 

«i  =  «r+«A'j^  \ (f) 

I  I    ^' 

<;i  =  Ol  +  vft  =  «.  +  ^  ft 

Nehmen  wir  z.  B.  f  1 j  als  Factor  an,  mit  welchem  der 

bisherige  Werth  von  X  multiph'cirt  werden  soll,  so  wird 

J,    =  0 

»,    =  0.000a00006C83 

^3    =  0.0000000000(»46 

^  =  ^0.00008784 

<;,     =  1.99743 

Aus  diesem  Resultate  ist  ersichtlich ,  dass  eine  äusserst  bedeu-' 
tende  Abnahme  der  Gewichte  nach  der  violetten  Seite  des  prismatischea 
Farbenbildes  stattfinden  müsste,  wenn  dadurch  Fraunhofers  Erfahrung 
Genüge  geleistet  werden  sollte. 

Farbiger  Rand  bei  Instrumenten,  welche  denselben  oder 
die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  so  vollkommen  als 
möglich  vernichten. 

1333  Wir  haben  bereits  in  Nro.  89  gesehen,  dass  der  farbige 
Rand  wegen  der  in  seinem  Ausdrucke  enthaltenen  Glieder  höherer 
Ordnungen  nicht  für  alle  farbige  Strahlen  zugleich  gehoben  werden 
kann,  wovon  eine  Folge  ist,  dass  die  Gegenstände  selbst  bei  den- 
jenigen Instrumenten,  welche  denselben  so  vollkommen  als  möglich 
vernichten,  mit  schwach  gefärbten  Rändern  erscheinen,  die  durch 
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Mischang:en  der  von  einander  ^trennten  farbigen  Strahlen  hervor- 
gebracht werden.  Die  Bestimmung  der  hieraus  entstehenden  Farben- 
tinten bietet  nicht  nur  eine  interessante  Vergleichnng  der  oben  ent- 
wickelten Theorie  mit  der  Erfahrung  dar,  sondern  sie  giebt  uns  auch 
ein  Mittel  an  die  Hand,  um  über  die  grössere  oder  geringere  Voll- 
kommenheit der  Instrumente  in  dieser  Beziehung  urtheilen  zu  können, 
wesshaib  es  nicht  am  unrechten  Orte  seyn  wird,  uns  näher  hiermit 
zu  beschäftigen. 

Nehmen  wir  zu  dem  Ende  die  Gleichung  (n)  von  Nro.  Itl 
wieder  vor,  wodurch  die  Aenderung  bestimmt  wird,  welche  der 
mit  o  bezeichnete  Winkel  zwischen  dem  allgemeinen  farbigen  Strahle 
und  der  Axe  des  Instrumentes  dadurch  erleidet,  dass  sich  das  mitt* 
lere  ßrechungsverhältniss  v  in  (y'\'Sv)  verwandelt«    Sie  ist 

V  \m  Cj  J 

Wird  ferner  ein  Instrument  mit  einem  gewöhnlichen  achroma- 
matischen  Objective  vorausgesetzt,  bei  welchem  der  farbige  Hand 
so  vollkommen  als  möglich  vernichtet  ist,  so  findet  ausserdem  die 
Gleichung  (a)  von  Nro.  116  statt,  nämlich 

0  =  T+yjt+  jWif^^OO^' (b) 

Setzt  man  nun  in  der  ersteren  Gleichung 
A—  =  A' 

um  bei  ihr  dieselbe  Entfernung  wie  bei  der  zweiten  Gleichung  zu 
berücksichtigen,  eliminirt  man  sodann  T  vermittelst  der  letzteren, 

wobei  sich  <p  auf  die  Grenze  des  Gesichtsfeldes,  ^'  dagegen  auf 
einen  beliebigen  Punkt  innerhalb  desselben  bezieht. 

Der  vorhergehende  Ausdruck  von  8tgö  zeigt,  dass  diese  Grösse 
von  dv^  mithin  von  der  Farbentinte  des  Strahles  abhängt,  welchem 
sie  zu«;ehört.  Je  nachdem  Vi  positiv  oder  negativ  ist,  wird  8tga 
ein  Minimum  oder  Maximum  in  Bezug  auf  dv  bei  derjenigen  Farben- 
tinte, für  welche 

"-i-wC*"-!*') <* 

ist.  Zählen  wir  daher  den  allgemeinen  Werth  von  9v  von  jenem 
Minimum  oder  Maximum  an  und  setzen  sonach 

^v=^^^(jp^-^<p'^  +  8v' (e) 

so  wird  / 
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Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  8tgö  für  gleiche  und  entgegenge- 
setzte Werthe  von  ^y'  einerlei  wird,  daher  je  zwei  farbige  Strahlen 
zusammenfallen,  welche  im  Spectrum  gleichweit  von  dem,  detik  Mi- 
nimum oder  Maximum  entsprechenden  Strahle  entfernt  sind  und  auf 
entgegengesetzten  Seiten  desselben  liegen. 

Betrachten  wir  insbesondere  denjenigen  Punkt  des  Gesichtsfel- 
des, für  welchen 

und  bei  dem  der  farbige  Rand  am  vollkommensten  gehoben  ist.  In 
Bezug  auf  diesen  Punkt  ist  das  dem  Minimum  oder  Maximum  ent- 
sprechende Brechungsverhältniss  = 

v  +  8v  =  v  +  ^ (h) 

femer  die  Brechungsverhältnisse  zweier  im  farbigen  Rande  zusammen- 
fallenden Strahlen 

v  +  Jv  =  v-f-^  +  Jr' Ö) 

und  der  ihnen  entsprechende  Werth  von  8tffa  == 

*'^«=^V/|[-^ +  «'''•] ck) 

Da  V  das  Brechungsverhältniss  des  mittleren  Strahles  bezeichnet, 
so  ist  nach  den  in  (cj  und  (f)  von  Nro.  130  gefundenen  Werthen 

y  +  -|-  =  1.530730 

welchem  Brechungsverhältnisse  im  Spectrum  die  grüne  Farbe  zuge- 
hört. Nehmen  wir  sodann  statt  +  $v'  die  den  sieben  Hauptfarben 
correspondirenden  Werthe^  so  finden  wir,  dass  die  in  der  nach- 
folgenden Tafel  unter  einander  stehenden  farbigen  Strahlen  zusam- 
menfallen 


grün 

gelb 

orange 

roth 

bläulich- 
grün 

blau 

indigo 

violett 

Da  eine  Mischung  von  gelb  und  bläulichgrün  eine  grüne  Farbe 
hervorbringt,  eine  Mischung  von  roth  und  indigo  dagegen  eine  vio- 
lette, so  ist  aus  der  vorhergehenden  Tafel  ersichtlich,  dass  das  Bild 
eines  weissen  Punktes  auf  der  einen  Seite  einen  grünen,  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  aber  einen  violetten  Rand  erhält. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  weisse  Fläche  an,  welche  nach  der 
Seite  des  grünen  Randes  von  schwarz  begrenzt  wird,  so  fallen  die 
Bilder  der  verschiedenen  Punkte  jener  Fläche  desto  weiter  nach  der 
violetten  Seite  hin,  je  weiter  die  Punkte  von  der  Grenze  entfernt 


NEUNTES   KAPITEL.  683 

sind.  An  der  letzteren  bleibt  daher  das  Grün  anvermischt,  bei 
weiterem  Abstände  von  derselben  vermischen  sich  aber  die  Farben 
immer  mehr  und  mehr,  so  dass  die  Farbe  allmähh'g  vom  Grünen  ins 
Weisse  übergeht,  mithin  nur  ein  grüner  Rand  an  der  Grenze  sichtbar 
ist*  Auf  ähnliche  Weisse  bildet  sich  nur  ein  violetter  Rand,  wenn 
die  weisse  Fläche  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  schwarz  be- 
grenzt wird. 

Die  vorhergehenden  Resultate  beziehen  sich  bloss  auf  diejenigen 
Punkte  des  Gesichtsfeldes,  für  welche  <p'  den  in  (g)  angegebenen 

Werth  elrhält.    Bei  allen  Punkten,  welche  näher  an  der  Grenze  des 

2 

Gesichtsfeldes  liegen,  ist(^'*>-^  (^*;  haben  daher  W  und  /  einerlei 

Zeichen,  so  folgt  aus  (d),  dass  der  dem  Minimum  oder  Maximum  ent- 
sprechende Werth  von  v-^-^iv  kleiner^  als  in  dem  vorhergehenden 
Falle  wird.  Die  dazu  gehörige  Farbe  nähert  sich  daher  dem  Gelben 
und  das  Roth,  welches  nach  der  obigen  Tafel  mit  dem  Indigo  zu- 
sammenfiel ,  liegt  jetzt  weiter  nach  dem  Blau  hin.  Der  grüne  Rand 
der  angenommenen  weissen  Fläche*  wird  mithin  gelber,  der  violette 
dagegen  blauer. 

Bei  denjenigen  Punkten  endlich,  welche  mehr  nach  der  Mitte 
des  Gesichtsfeldes  hin  liegen,  ist  der  dem  Minimum  oder  Maximum 
entsprechende  Werth  von  v-^-iv  grösser,  als  in  dem  zuerst  be- 
trachteten Falle;  die  dazu  gehörige  Farbe  nähert  sich  daher  dem 
Blauen  und  das  Roth  liegt  weiter  nach  dem  Violetten  hin.  Der  grüne 
Rand  der  weissen  Fläche  wird  mithin  blauer,  der  violette  dagegen 
röther. 

Ist  der  Gleichung  (b)  nicht  Genüge  geleistet  worden,  so  kann 
man  annehmen,  dass  an  die  Stelle  derselben  die  folgende  tritt: 

0=  T+iy/+-|»F^*  — (M)A'  +  T     .    .     ^    .     .    .    (I) 

wobei  T  eine  willkührliche  Grösse  bezeichnet.  Sie  entsteht  aus  der 
ersteren,  wenn  man  darin  -q  mit  iri  +  -y-J  verwechselt. 

Es  ist  hieraus  ersichtlich,  dass  das  Minimum  oder  Maximum  in 
jede  Farbe  des  Spectrums  fallen  kann,  je  nachdem  r  einen  anderen 
Werth  erhält.  Ist  der  farbige  Rand  beinahe  gehoben,  %  mithin  sehr 
klein,  so  wird  der  grüne  Rand  blauer  oder  gelber  und  der  violette 
röther  oder  blauer,  jenachdem  /  und  %  einerlei  oder  entgegengesetzte 
Zeichen  haben. 

Das  Erstere  findet  statt,  wenn  der  farbige  Rand  zu  stark  cor- 
rigirt  ist,  das  Letztere  im  entgegengesetzten  Falle. 

Die  angegebenen  Erscheinungen  können  sehr  gut  an  Fernröhren 
beobachtet  werden,  in  denen  ein  oder  mehrere  wirkliche  Bilder 
zu  Stande  kommen  und  welche  mit  gewöhnlichen  acliromatischen 
Objectiven  und  sogenannten  achromatischen  Ocularen  versehen  ^ivi«. 
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d.h.  mit  solchen  Ocularen,  wodurch  der  farbige  Rand  so  vollkommen 
als  mögh'ch  vernichtet  werden  soll.  Nur  ist  hierbei  die  Yeranderung 
in  der  Färbung  der  Ränder,  je  nachdem  der  Gegenstand  naher  bei 
dem  Rande  oder  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  liegt,  wegen  des  kleinen 

Werthes,  welchen  -7-  bei  den  Instrumenten  der  Art  erhält,   wenig 

bemerkbar,  zumal  da  der  farbige  Rand  desto  schwächer  wird,  je 
jnehr  man  sich  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes  nähert.  Wir  erhalten 
aber  hierdurch  ein  sehr  brauchbares  Mittel,  um  uns  zu  überzeugen, 
ob  bei  einem  gegebenen  Instrumente  der  farbige  Rand  möglichst 
gehoben  ist  und  um  nöthigenfalls  die  Einrichtung  desselben  so  lange 
abzuändern,  bis  dieses  auf  das  vollkommenste  bewirkt  wird. 

Als  Gegenstand  bedient  man  sich  bei  diesen  Beobachtnngen 
am  besten  eines  schmalen  dunkelen  Körpers  auf  hellem  Grunde,  z.B. 
eines  entfernten  dunkelen  Gewitterabieiters,  welcher  sich  auf  dem 
erleuchteten  Himmel  projicirt,  oder  eines  schmalen,  schwärzet  Streifens 
auf  weissem  Papier,  von  der  Sonne  erleuchtet.  Bringt  man  das  Bild 
dieses  Gegenstandes  nahe  an  den  Rand  des  Gesichtsfeldes,  so  muss 
es  auf  der  einen  Seite  mit  einem  schwachen  grünen,  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  mit  einem  schwachen  violetten  Rande  erscheinen, 
wenn  der  farbige  Rand  so  vollkommen  als  möglich  vernichtet  ist, 
wobei  die  Farben  sehr  nahe  die  des  Spectroms  sind.  Zeigt  sich  der 
grüne  Rand  blauer  und  der  violette  röther,  oder  gehen  sie  gar  ia 
blau  und  roth  über,  so  ist  diess  ein  Beweis,  dass  die  wegen  des 
farbigen  Randes  angebrachte  Correction  zu  stark  wirkt  Ist  dagegen 
der  grüne  Rand  gelber,- der  violette  blauer,  oder  gehen  sie  gar  in 
gelb  und  blau  über,  so  ist  die  Correction  zu  schwach. 

Die  Gleichung  (i)  von  Nro.  123  zeigt,  dass  die  oben  gefundenen 

Resultate  durch  Verwechselung  von  <p  mit  -L  auch  bei  denjenigen 

Instrumenten  mit  gewöhnlichen  achromatischen  Objectiven  anwendbar 
sind,  bei  denen  K  einen  bedeutenden  Werth  erhält  und  es  lässt  sich 
hier  auch  die  Veränderung  in  der  Färbung  der  Ränder  an  den  ver- 

schiedenen  Stellen  des  Gesichtsteldes  deutlich  wahrnehmen,   da  -y- 

beträchtlich  genug  ist,  um  eine  bemerkbare  Wirkung  zu  äussern. 
Wir  haben  in  der  allegirten  Nummer  gesehen,  dass  in  diesem  Falle 
der  farbige  Rand  hauptsächlich  durch  das  Objectiv  hervorgebracht 
wird  und  dass  die  daselbst  gefundene  Anordnung  desselben  nicht 
nur  jenen  Fehler,  sondern  auch  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe 
so  vollkommen  aufhebt,  als  diess  bei  beiden  zusammengenommen 
möglich  ist.  Die  erhaltenen  Resultate  geben  uns  daher  ein  Mittel 
an  die  Hand,  die  Vollkommenheit  des  Objectivs  in  dieser  Beziehung 
zu  prüfen. 

Um  die  Beobachtnngen  an    einem  Galileischen  Fernrohre  aof 
unzweideutige  Weise  anzustellen,  ist  es  zweckmässig,  das  Ocular 
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mit  einer  Btendang  von  etwa  zwei  Linien  Oeffnung'  zu  versehen,  damit 
das  Au^e  so  ^nau  als  möglich  in  die  Axe  des  Fi-rnrolires  j!^ebracht 
wird,  indem  eine  Verrürltun^  desselben  nach  der  8cite  den  fnrbigca 
Rand  bedeutend  abändert.  Genauer  lässl  sich  alsdann  der  Ort  des 
Auges  durch  die  Beobachtung^  des  farbigen  Randes  reguliren,  indem 
dieser  in  zwei  enlgegeng^eselzten  Punkten  an  der  Grenze  des  Ge- 
sichtsfeldes gleich  gefärbt  ersciieinen  mu-ss,  wenn  sich  das  Auge  in 
der  Axe  befindet.  Bei  schwachen  Vergrösseriingen,  wie  sie  die 
Galileischen  Fernröhre  meistens  haben,  gebraucht  man  am  besten 
einen  wenig  entfernten,  schmalen,  dunkelen  Gegenstand  auf  hellem 
Gninde,  z.  0.  einen  schmalen  Kenstersparren ,  welcher  sich  am  er- 
leuchteten Himmel  projicirl.  Bringt  man  zuerst  das  Bild  desselben 
in  diejenige  Entfernung  von  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes,  in  welcher 
der  farbige  Rand  so  vollkommen  als  möglich  gehoben  ist  und  die 
etwas  mehr  als  den  sechsten  Theil  von  dem  Halbmesser  des  Ge- 
sichtsfeldes beiragt,  so  müssen  die  gcgenüherslehenden  Ränder  nach 
dem  oben  Gesagten  bei  einem  vollkommenen  Objertive  schwach  grün 
und  violett  gefärbt  seyn.  Nähert  man  sodann  das  Bild  der  Grenze 
des  Gesichtsfeldes,  so  wird  der  grüne  Rand  gelber,  der  violette 
blauer,  bringt  man  dagegen  dasselbe  mehr  nach  der  Mille  des  Ge- 
sichtsfeldes, so  wird  der  grüne  Rand  blauer,  der  violelle  rölher. 
Bei  einem  unvollkommenen  Objective  zeigen  sich  an  der  Stelle,  wo 
der  farbige  Rand  so  vollkommen  als  möglich  gehoben  seyn  sollte, 
die  zuerst  oder  7.nletzt  genannten  vcrändcrlcn  Farben,  Je  nachdem 
das  Flintglas,  welches  hier  die  Correction  hervorbringt,  zu  schwach 
oder  ZM  stark  wirkend  ist. 

Obgleich  die  Wirkung,  welche  das  Ocular  auf  den  farbigen 
Rand  äussert,  in  Vcrgleichung  mil  der  des  Objectivs  klein  ist,  so 
kann  sie  doch  keineswegs  vernachlässigt  werden.  Hieraus  folgt, 
dass  ein  Objecliv,  welches  bei  einem  gewissen  Ociilare  uiögliclist 
vollkommen  ist.  het  anderen  Ocularen  an  seiner  Gute  verliert.  Ver- 
binde! man  mit  demselben  Objective  ein  stärker  vergrösserndes  Ocu- 
lar, so  haben  /  und  i  in  der  Gleichung  (1)  einerlei  Zeichen,  die 
grünen  und  violetten  Ränder  werden  daher  blauer  und  rölher;  bei 
schwächeren  Ocularen  dagegen  erhallen  die  erwähnten  Grössen  ent- 
gegengesetzte Zeichen,  jene  Ränder  werden  daher  gelber  und  blauer. 

134)  Auf  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  ist  die  vorher- 
gehende Methode  bei  Inslrumenlun,  in  welchen  ein  oder  mehrere 
wirkliche  Bilder  entstehen,  nicht  unmittelbar  anwendbar,  weil,  wie 
wir  in  Nro.  69  gesehen  haben,  hierdurch  keine  farbige  Ränder  her- 
vorgebracht werden.  Fraunhofer  ')  hat  jednch  bereits  ein  Millel  an- 
gegeben, um  zu  erkennen,  bei  welchem  aus  mehreren  Übjectiven 
von  denselben  Glasarten,  bri  gleicher  Brennweile  und  Oeffnung,  die 
Farbenzerstreuung  am    bi-sleii   gehoben    ist.      Uieses   Mittel   besieht 

')  DtDiucliiineii  der  Aodemia  dvr  WiMeiuchafleD  *u  HDnelian.    Band  V.,  p«E-  '^i^ 
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darin,  dass  man  jedes  Objeetiv  halb,  die  Mitte  darchschneidend, 
zudeckt;  bei  demjenigen,  wo  die  Linien  eines  entfernten  Gegenstandes, 
die  mit  der  Durchschnittslinie  desObjectivs  parallel  laufen,  am  deot- 
lichsten  gesehen  werden,  ist  die  Farbenzerstreuung  am  vollkommen- 
aten  gehoben.  Er  bemerkt  aber,  dass  man  sich  dabei  von  den  Farben, 
welche  entstehen ,  nicht  irre  führen  lassen  darf  und  nur  auf  Präcision 
llücksicht  nehmen  muss,  weil  man  bei  einem  Objective  weniger  Farben 
sehen  kann,  als  bei  einem  anderen ,  während  die  Präcision  doch  ge- 
ringer ist 

Die  erwähnten  Farben  bieten  indessen  ebenfalls  ein  brauchbares 
Mittel  dar,  um  zu  beiirtheiien ,  ob  bei  einem  gegebenen  Fernrohre 
die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  so  vollkommen  als  möglich  gehoben 
ist,  oder  nicht;  untersuchen  wir  daher,  auf  welche  Weise  jene  Farben 
bei  der  angegebenen  Vorrichtung  entstehen.  Zu  dem  Ende  nehme 
ich  die  in  (d)  von  Nro.  68  gefundenen  Ausdrücke  der  Seitenabwei- 
chungen wieder  vor,  indem  ich  bloss  diejenigen  Glieder  berücksichtige, 
welche  sich  auf  die  Farbenzerstreuüng  in  der  Axe  beziehen.    Nach 

Nro.  78  müssen  wir  darin  ( -J  mit  j  verwechseln,   um   auf  die 

kleinen  Veränderungen  Rücksicht  zu  nehmen,  welche  zur  genauen 
Einstellung  des  Instrumentes  erforderlich  sind.  Setzen  wir  ferner 
ein  gewöhnliches  achromatisches  Objeetiv  voraus,  dessen  Fasson; 
die  Stelle  der  Uauptblendung  vertritt,  so  ist  in  den  Gliedern  der 
dritten  Ordnung 

Ä  =  0 

Endlich  verwechsele  ich  R  mit  A^  um  die  Formeln  auf  einen 
beliebigen  Werth  dieser  Grösse  zu  beziehen,  da  R  gegenwärtig  den 
äussersten  Werth  bezeichnet.  Hiernach  sind  die  Seitenabweichungen 
durch  die  Formeln  gegeben: 

y  = [Ä^y-f-^Jy'-f  UR^8v-\-Ji\ 

tr      »i      •  /       •       •      ^^^ 

Nach  demjenigen,  was  in  Nro.  69  angeführt  wurde,  bilden 
alle  Strahlen  von  einerlei  Farbe,  welche  in  gleicher  Entfernung  vom 
Haupistrahle  auf  die  erste  brechende  Fläche  fallen ,  bei  denen  mithin 
Sv  und  R  einerlei  sind,  auf  der  Projectioiisfläche  einen  Kreis,  dessen 
Halbmesser  r  durch  den  Ausdruck  gegeben  ist : 

r  =  }^±BLiSdv+sSv^-}-UR'$v  +  Ji\  .    .    .    .    ^b) 

Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  liegt  in  dem  Durchschnittspunkte 
des  dazu  gehörigen  Ilauptstrahles  mit  der  Projectionsfläche.  Wird 
daher  die  Hälfte  des  Objectivs  auf  eine  solche  Weise  bedeckt,   dass 
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die  Halbiron^Iinie  sich  in  der  Ebene  der  y«  befindet^  in  welcher 
der  leuchtende  Punkt  ano^enommen  ist,  dass  ferner  die  unbedeckte 
Hälfte  auf  der  Seite  der  positiven  Ordinaten  x  liegt,  so  kommt  nur 
die  Hälfte  des  erwähnten  Kreises  wirklich  zu  Stande.  Sie  liegt  auf 
der  Seite  der  positiven  oder  der  negativen  x^  Je  nachdem  der  nach 
der  vorhergehenden  Formel  berechnete  Werth  von  r  positiv  oder 
negativ  ist,  indem  derselbe  zugleich  die  grösste  Ordinate  des  Halb- 
kreises ausdrückt,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  der  zweiten 

Formel  (a)  den  Winkel  ^  =  f-  setzt. 

Ist  bei  dem  Objective  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  so 
vollkommen  als  möglich  gehoben,  so  ist  dadurch  der  zweiten  Glei- 
chung (c)  von  Nro.  117  Genüge  geleistet.  Die  bei  derselben  ge- 
brauchten Bezeichnungen  stimmen  jedoch  nicht  mit  den  gegenwärtigen 
uberein.  Es  wurden  nämlich  daselbst  die  von  den  Ocularen  herrühren- 
den Glieder  von  den  übrigen  abgesondert  und  mit  8^  bezeichnet ,  statt 
dass  dieselben  bei  den  obigen  Formeln  unter  iSf  begriffen  sind.  Da- 
gegen^ wurde  nach  der  in  Nro.  96  gebrauchten  Methode  der  von  y 
abhängende  Theil  des  Gliedes  17«,  welcher  allein  einen  bemerkbaren 
Werth  erhält,  mit  8  vereinigt.  Hiernach  muss  in  der  allegirten 
Gleichung  (Ä  +  'SO  mit  (Ä  +  iz*)  verwechselt  werden,  um  sie  auf 
die  gegenwärtige  Bezeichnung  zurück  zu  fuhren;  sie  wird  mithin 

0  =  S  +  nS+jUW (c> 

wobei  R  den  äussersten  Werth  von  R  bezeichnet. 

Die  Gleichungen  (b)  und  (c)  sind  den  Gleichungen  (a)  und  cb) 
der  vorhergehenden  Nummer  analog,  welche  wir  in  Bezug  auf  den 
farbigen  Rand  erhalten  haben,  und  entstehen  aus  den  letzteren,  wenn 
man  darin 

dlgömit     r 2. 
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verwechselt.     Durch   diese  Verwechselungen   sind   daher   die  oben 
gefundenen  Resultate  auch  hier  anwendbar. 

Demnach  wird  der  Halbmesser  ein  Minimum  oder  Maximum  bei 
derjenigen  Farbentinle,  für  welche 

"-i-f.(*-i«-) «' 


588  NEUNTES   KAPlTEIi. 

Sodann  fallen  zwei  Halbkreise  zusammen,  bei  denen 
und  ihr  gemeinschaftlicher  Halbmesser  ist 

•==-¥i-"-[t-£(*-l«-)]'+--|* 

Haben 

VzR 


T^I-"-[i-Ä(*-l  «•)]•! 


und 


1^.3^ 


einerlei  Zeichen^  so  liegen  alle  Halbkreise  auf  einer  Seite  der*Ebeiie 
der  y%.  Derjenige  unter  ihnen,  welcher  dem  in  (e)  gegebene! 
Werthe  von  dv  entspricht,  ist  der  absoluten  Grösse  nach  und  ohne 
Rücksicht  auf  das  Zeichen  der  kleinste.  Seine  Farbe  ist  zwar  etwas 
verschieden,  je  nachdem  R  einen  anderen  Werth  erhält;  da  jedock 
diese  Grösse  bei  den  Instrumenten,   von  welchen  hier  die  Rede  ist, 

jederzeit  sehr  klein  wird,  so  ist  dv  nur  äusserst  wenig  von  -^  ver- 
schieden, so  dass  die  Farbe  des  kleinsten  Halbkreises  bei  allen 
Werthen  von  A  in  das  Grüne  des  Spectrums  fällt.  Für  die  ver- 
schiedenen Werthe  von  R  ist  jener  Halbmesser  ebenfalls  verschieden 
und  verschwindet  zugleich  mit  R.  Nehmen  wir  daher  alle  Strahlen 
zusammen,  welche  innerhalb  der  Entfernung  11  auf  die  erste  brechende 
Fläche  fallen,  so  ist  ihr  gemeinschaftliches  Bild  ein  Kalbkreis,  dessen 
Fläche  zwischen  dem  Umfange  und  dem  in  der  Ebene  der  y%  lie- 
genden Durchmesser  von  grünem  Lichte  erleuchtet  ist. 

Lassen  wir  ^v^  nach  und  nach  zunehmen,  so  entsteht  Anfangs 
für  jeden  Werth  desselben  auf  ähnliche  Weise  ein  Halbkreis,  dessen 
Fläche  von  einer  Mischung  derjenigen  farbigen  Strahlen  erleuchtet 
ist,  welchen  die  Werthe  +dv'  zugehören,  und  dessen  Halbmesser 
mit  dv^  zunimmt.  Diess  dauert  so  lange  fort,  bis  — dv^  den  der 
äussersten  Grenze  des  Roths  entsprechenden  Werth  erlangt  hat, 
welches  der  grösste  negative  des  Spectrums  ist.  Da  sich  nun  das 
letztere  nach  der  Seite  der  positiven  t^v^  noch  viel  weiter  erstreckt, 
so  bilden  sich  bei  fortwährender  Zunahme  von  dv'  zuletzt  Halbkreise, 
in  denen  bloss  die  den  letzten  positiven  Werthen  von  Sv'  corrcspoiH 
direnden  Strahlen  vorkommen,  und  welche  daher  auf  ihrer  ganzen 
Fläche  violett  gefärbt  sind. 

Die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Halbkreise  fallen  in  einen  Punkt 
zusammen;  ihr  gemeinschaftliches  Bild  ist  daher  ein  Halbkreis,  dessen 
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Halbmesser  dem  /p*össten  der  violetten  Ntrahlen  gleich  und  deMNcn 
Fläche  von  dem  Umfan/sce  nach  dem  Mittelpunkte  hin  verNchiedcnarlin^ 
gefärbt  ist  In  der  Nähe  des  Umfanjsces  ist  das  Violett  rein  enUiaUen; 
je  mehr  man  sich  aber  dem  Mittelpunkte  nähert,  desto  mehrere  Karben 
des  Spectrums  vermischen  sich  mit  einander,  so  dasM  sie  in  dem 
kleinsten  Halbkreise  alle  vorkommen.  Dieser  würde  daher  weiss 
erscheinen,  wxnn  das  hierzu  erforderliche  Mischun/Bfsverhällniss  vor- 
handen wäre,  welches  jedoch  nur  der  Fall  seyn  würde,  wenn  das 
sämmtliche  in  den  einzelnen  Halbkreisen  befindliche  Licht  im  kleinsten 
derselben  vereinigt  wäre.  Wegen  der  verschiedenen  Halhmestter 
der  ersteren  fällt  aber  auf  den  letzteren  desto  weniger  von  jeder 
Farbe,  je  weiter  dieselbe  imSpeetrum  vom  Grün  entfernt  ist,  daher 
nur  ein  Theil  von  diesem  neutralisirt  wird  und  im  Wesentlichen  die 
grüne  Farbe  vorherrschend  bleibt.  Das  ganze  Bild  ist  daher  ein 
Halbkreis,  welcher  am  Umfange  violett,  in  der  Nähe  des  Hittelpunktes 
dagegen  grün  gefärbt  ist 

Haben  die  beiden  oben  angef^ehenen  Theile.  woraus  der  Aus- 
druck  von  r  besteht,  entge;2;'engeselzte  Zeichen  und  solche  Werthe, 
dass  r  bei  keiner  Farbe  des  Spectrums  verschwinden  kann,  so  liegen 
die  verschiedenfarbigen  Halbkreise  ebenfalls  auf  derselben  .Seite  Atr 
Ebene  der  ys:  nur  ist  der  grösste  nunmehr  grün,  der  kleinste  da- 
ngen violett  gefärbt  Wenden  wir  daher  hier  dasselbe  Haisonne« 
■lent,  wie  iai  vorhergehenden  Falle  an.  so  müssen  wir  srhiiessen, 
daAs  das  ganze  Bdd  nunmehr  ans  einem  Halbkreise  besieht,  dessen 
Flache  am  Umfange  grün,  g^gtn  den  Mittelpunkt  hin  aber  violeU 
gffMrhl  ist. 

«  Sind  endlieh  im  letzteren  Falle  die  beiden  Theile  von  r  so  be« 
mehMMtn.  das«  dieser  Halbmesser  bei  irgend  einer  Farbe  des  Speetmms 
Trrschwiadet .  so  Ist  der  grös<ftte  Halbkreis,  weiriier  auf  der  einea 
Seite  der  Ebene  der  ys  liezt.  grün,  bei  df:n  folgmden  nefcaMra  die 
IIa!baie«:*er  nach  and  nach  be«  am  0  ab.  ihr  gnneTn:«ehafi(iHtes  Bild 
iart  daher  ein.  am  Umfange  gnin  gefärbter  Halbkr^^Ls.  Bei  fernerer 
Zanahme  von  ^7^  bekommt  r  das  enrgf^r^nge^^efzre  Z^rh^nz  die 
folgenden  Halbkreise  liegv-n  daher  aaf  der  enrr^genge«etzfea  .Sdse 
Eb«^iie  der   yz   «nd    ihre  Halbmesser   ir^irh*^fk   vsa  0  bis  am 

Mjtnisttk  Wenhe.  wHHi«^  dt^n  ässMersUn  Violen  entsfridto:  ür 
gc a»e ia*ehaftii>tu^  BiM  ist  daher  ein.  am  Un/aage  vfotett  gpüria» 
Halbkreis^  IIa-  ganze  Bdd  via  «ämmrLehea  fafb<z>^a  ShmMa  ^^ 
aaebi  demoarf)   a/i.-«  zwei .  anf  «^irgexen jr*^^^zxi»n   SnMi  4ar 

f  5  li^Ztn^Un  Hai^k.'TL*en  ^-la  ?<?r'M^i.<dt*tien  HaliiW!^ 

Umfanj:«^  x^in.   i^r  ftoiien^  '-jrtieu  z'rfir^':  L^t.    Ib 
Farheti.  wi^!<ne  an.-^  M L*Nriiiiiij:t»n  v<m  v<»r>ehiednMii 
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Nehmen  wir  jetzt  statt  des  leachtenden  Pankfes  eine  in  der 
Ebene  der  y»  liegende  weisse  Linie  an,  welche  als  eine  Reibe  vo& 
leuchtenden  Punkten  angesehen  werden  kann,  so  ist  aus  dem  Vor- 
hergehenden ersichtlich,  dass  das  Bild  jener  Linie  auf  der  einen  Seite 
mit  einem  grünen ,  auf  der  entgegengesetzten  Seite  dagegen  mit  eines 
violetten  Rande  versehen  ist,  im  Innern  aber  Farben  hat,  welche  aus 
verschiedenen  Mischungen  der  prismatischen  Farben  bestehen.  la 
den  beiden  ersten,  oben  betrachteten  Fällen  hat  zwar  der,  nach  der 
Seite  der  kleinsten  Halbkreise  liegende  farbige  Rand  nicht  die  reine 
Farbe  des  Spectrums,  indem  diese  noch  mit  den  übrigen  Farben  des- 
selben gemischt  ist,  sie  sind  aber  verhältnissmässig  in  zu  geringer 
Menge  vorhanden,  als  dass  nicht  die  angegebene  Farbe  daraus  ent- 
stehen sollte. 

Setzen  wir  endlich  an  die  Stelle  der  weissen  Linie  eine  von 
schwarz  begrenzte  weisse  Fläche ,  welche  als  eine  Folge  von  weissen, 
unendlich  nahe  bei  einander  liegenden  Parallellinien  betrachtet  werden 
kann ,  so  vermischen  sich  im  Innern  der  Fläche  die  zu  den  verschie- 
denen Linien  gehörigen  Farben  so  mit  einander,  dass  dadurch  die 
weisse  Farbe  hervorgebracht  wird,  und  nur  an  der  Grenze  bleibt  die 
nach,  der  Seite  derselben  liegende  Farbe  unvermischt,  so  dass  sich 
daselbst  ein  schwacher  grüner  oder  violetter  Rand  bildet,  je  nach- 
dem die  Grenze  nach  der  einen  oder  der  anderen  Seite  liegt. 

Wenn  daher  durch  ein  Fernrohr  von  der  angegebenen  Einrich- 
tung ein  entfernter  schmaler ,  dunkeler,  von  Parallellinien  begrenzter 
Gegenstand  auf  hellem  Grunde  betrachtet  wird,  so  wie  es  oben  bei 
dem  farbigen  Rande  angeführt  wurde,  indem  man  die  Hälfte  des  Ob- 
jectivs  auf  eine  solche  Weise  bedeckt,  dass  die  Halbirungslinie  mji 
den  Grenzen  des  Gegenstandes  parallel  lauft,  und  indem  man  diesen 
IQ  die  Mitte  des  Gesichtsfeldes  bringt,  um  von  dem  Einflüsse  des 
farbigen  Randes  unabhängig  zu  seyn,  so  muss  derselbe  auf  den 
entgegengesetzten  Seiten  mit  einem  schwachen  grünen  und  violetten 
Rande  erscheinen ,  wofern  die  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  so  voll- 
kommen als  möglich  gehoben  ist. 

Uebrigens  gelten  auch  hier  die  Schlüsse,  welche  wir  oben  bei 
dem  farbigen  Rande  in  Bezug  auf  eine  unvollkommene  Aufhebung 
desselben  und  auf  die  Anwendung  stärkerer  oder  schwächerer  Ver- 
grösserungen  gemacht  haben.  Nur  findet  der  Unterschied  statte  dass 
die  Oculare  bei  den  hier  betrachteten  Fernröhren  convex,  bei  dem 
Galileischen  Fernrohre  dagegen  concav  sind ,  daher  die  von  den  Ocu- 
laren  herrührenden  Glieder  bei  den  ersteren  Instrumenten  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen  erhalten  und  dem  zu  Folge  die  entgegenge- 
setzte Wirkung  hervorbringen. 

Je  nachdem  daher  bei  der  erwähnten  Beobachtung  der  grüne 
und  violette  Rand  entweder  ins  Gelbe  und  Blaue,  oder  ins  Blaue 
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und  Rotlie  übergeht,  ist  die  Vorrichtung,  wodurch  die  Karbcnf^er- 
slreuung  corrigirt  wird,  und  welche  hier  in  dem  FlintglaHC  de«  Ob- 
jectivs  besteht,  zu  schwach  oder  zu  stark  wirkend. 

Werden  endlich  an  einem  Instrumente,  weiches  bei  einer  gewissen 
Yergrösserung  die  Farbenzerstreuung  so  vollkommen,  als  möglich, 
aufhebt,  stärkere  oder  schwächere  Vergrösserungen  angebracht,  so 
wird  der  grüne  und  violette  Rand  bei  den  ersteren  gelber  und  blauer, 
bei  den  letzteren  dagegen  blauer  und  rötlier. 


Zehntes  Kapitel. 


Qe«tAlt  <ie«  ▼on  «lein  Instevineiite  Itterworgehrmmltktmwä  Mtlfies. 


Die  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  enthaltenen  Untersachan^n 
bezogen  sich  bloss  auf  die  Deutlichkeit  des  von  dem  Instrumente 
hervorgebrachten  Bildes.  Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  Gestalt  des- 
selben mit  der  des  Ge;B:enstandes  zu  vergleichen,  um  die  Fehler 
kennen  zu  lernen,  welche  sich  auf  jene  beziehen.  Wir  werden 
hierdurch  in  den  Stand  gesetzt  werden,  nicht  nur  die  Mittel  anzu- 
geben, durch  welche  das  Bild  dem  Gegenstande  so  ähnlich  als  mög- 
lich gemacht  werden  kann,  sondern  auch  die  Gestalt  zu  bestimmen, 
unter  welcher  eine  beliebige,  auf  dem  Gegenstande  gezogene  Curve 
im  Bilde  erscheint. 


Verzerrung  des  durch  das  Instrument  hervorgebrachten  Bi 

1353  Ausser  der  Undeutlichkeit  kommt  bei  den  optischen  Werk- 
zeugen noch  ein  anderer  Fehler  in  Betracht,  welcher  von  jener  un- 
abhängig ist  und  eine  besondere  Untersuchung  erfordert,  nämlich 
der,  dass  im  Allgemeinen  die  Gegenstände  durch  die  Instrumeii|| 
mehr  oder  weniger  verzerrt  erscheinen.  Nach  demjenigen,  was  oben 
angeführt  worden  ist,  hängt  die  Deutlichkeit  bei  unveränderter  Grösse 
des  ganzen  Bildes  allein  davon  ab,  wie  nahe  die  von  einem  und 
demselben  Punkte  des  Gegenstandes  ausgehenden  Strahlen  an  der- 
jenigen Stelle  bei  einander  liegen,  wo  sie  entweder  von  der  Pro- 
jectionsfläche  durchschnitten  werden,  oder  wo  sich  das  letzte  von 
dem  Instrumente  entworfene  Bild  befindet,  wenn  man  dieses  unmittelbar 
untersucht.  Dagegen  hat  es  auf  die  Deutlichkeit  keinen  Einfluss, 
welche  Lage  die  den  verschiedenen  Punkten  des  Gegenstandes  zu- 
gehörigen Bilder  gegen  einander  haben.  Diese  letztere  Lage  bestimmt 
die  Gestalt  des  von  dem  ganzen  Gegenstande  entworfenen  Bildes; 
man  kann  daher  aus  derselben  nicht  nur  beurtheilen,  ob  jener  durch 
das  Instrument  verzerrt  erscheint,  sondern  auch  die  Grösse  der  Ver- 
zerrung berechnen,  wenn  sie  stattfindet. 

Da  die  bei  dem  Instrumente  vorkommenden  willköhrlichen  Grössen 
durch  die  vorhergehende  Methode  so  bestimmt  werden ,  dass  die  von 
demselben  Punkte  des  Gegenstandes  ausgehenden  Strahlen  in  seinem 
Bilde  so  nahe  wie  möglich  bei  der  Axe  des  Strahienbundels  lie/pen, 
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BO  kann  der  in  jencro  Bilde  befinflliclie  Punkt  der  lelzferen,  wie  wir 
bereits  oben  bemerkt  haben,  hIr  der  jMitlelfiunkt  des  Bildes  belrarhiet 
werden,  weichen  wir  mil  dem  Bilde  selbst  verxvechselii  können, 
wenn  wir  von  dessen  Grösse  abstrahiren,  die  bloss  auf  die  Deutlich- 
keit Einfluss  hat. 

Nehmen  wir  ferner  den  Gegenstand,  wie  bisher,  als  eine  auf  der 
Axe  des  Instrumentes  senkrecht  stehende  Ebene  an,  so  können  wir 
die  Lage  seiner  verschiedenen  Punkte  durch  l'uhirconrdinalen  be- 
stimmen, so  wie  es  früher  jB^esrhehen  ist.  Da  wir  jedoch  in  der  Folge 
bisweilen  auch  die  rechtwinkeligen  Coordinnten  g(;hrHnchen  werden, 
wdcheausden  Polarcoordinaten  hergeleitet  werden  müssen,  so  andere 
ich,  um  Zweideutigkeiten  zu  vermeiden,  die  früheren  Bezeichnungen 
dahin  ab,  dass  ich  durch 
r  die  Polarordinate  von  einem  beliebigen  Piinkle  des  Gegenstandes, 

deren  Ursjirung  in  der  Axe  des  Instrumentes  liegt, 
i;,'   den  Winkel   zwischen  r  und  der  Linie,   in  welcher  die  Ebene 

des  Gegenstandes  von  der  als  fix  angenommenen  Ebene  der  ys 

durchschnitten  wird, 
bezeichne.  Wir  haben  in  N'ro.  SI  gesehen,  dass  die  den  verschiedenen 
Punkten  des  Gegenstandes  entsprechenden  Axen  der  Strahleiibünüei 
in  Ebenen  liegen,  welche  durch  ihre  Polarordinaten  und  die  Axe 
des  Instrumentes  gehen;  die  Abscissen  ij.'  drucken  daher  auch  die 
Neigungswinkel  Jener  Ebenen  mil  der  Ebene  der  t/s  aus. 

136)  Nach  diesen  Prämissen  fange  ich  die  Untersuchung  mit 
den  Instrumenten  der  ersten  Art  an,  welche  ein  Bild  des  Gegen- 
standes auf  einer  Projectionsebene  entwerfen. 

Die  Lage  der  verschiedenen  Punkte  dieses  Bildes  bestimme  ich 
auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  dem  Gegenstande,  durch  die  Polarcoor- 
dinaten  r  und  ^,. 

Soll  nun  das  Bild  dem  Gegenstände  ähnlich  seyn,  so  wird  er- 
fordert, dass  fiir  alle  eorrespondirende  Punkte  die  Abscissen  k;.'  und  i^ 
einander  gleich  sind,  die  Ordinalen  r  und  r  aber  ein  bestandiges 
Verhaltniss  zu  einander  haben. 

Die  erste  Bedingung  wird  in  allen  Fällen  strenge  erfüllt.  Da 
nämlich  der  Gegenstand  sowohl,  als  die  Projectionsebene  senkrecht 
auf  der  Axe  stehen,  so  «-erden  sie  von  «lien  durch  die  Axe  gelegten 
Ebenen  unter  gleichen  Winkeln  durchschnitten,  woraus  die  Gleichheit 
der  Winkel  <;.'  und  «^  folgt,  indem  sich  die  Axen  der  Sirahlenbündel 
and  folglich  auch  die  von  ihnen  auf  der  Projectionsebene  entworfenen 
Bilder  jederzeit  in  Ebenen  befinden,  welche  durch  die  Axe  des  In- 
strumentes und  die  entsprechi'nden  Polarordinalen  des  Gegenstandes 
gelegt  sind.  Es  bleibt  daher  nur  übrig,  zu  untersuchen,  in  wiefern 
der  zweiten  Bedingung  Genüge  geleistet  wird. 

aa 
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Nach  der  in  ik)  von  Nro.  4  eingeführten  Bezeichnung*  ist  die 
Polarordinate  von  einem  Punkte  des  Gegenstandes,  wenn  man  das 
dortige  b^  mit  r  verwechselt,  durch  den  Ausdrack  gegeben: 

r  =  ^1  ^1 (ä) 

Dagegen  finden  wir  die  Polarordinate  von  dem  correspondirenden 
Punkte  des  Bildes  durch  die  Formel  (i)  von  Nro.  81 ,  wenn  wir  darin  y 
mit  r  verwechseln,  nämlich 


fv 


r  =  ^-^-^(  I  ■    "  *   V  c,y  l      >    .    .    (b) 

'+  [p.  +  3  0.  Ä»  Äj  +  (P).  a1]  «pj 

In  diesem  Ausdrucke  moss  statt  ji  derjenige  Werth  substitairt 
werden,  welcher  der  grössten  Deutlichkeit  entspricht.  Da  jedoch 
derselbe,  ebenso  wie  D.FjSi,  von  der  einmaligen  Stellung  des  In- 
strumentes oder  der  Projectionsebene  abhängt,  so  sind  beide  für  alle 
Punkte  des  Bildes  einerlei,  d.h.  %'on  <p,  unabhängig. 

Wären  die  mit  <f>\  und  ^i  mnltiplicirten  Glieder  nicht  vorhanden, 
so  könnte  der  vorhergehende  Ausdruck  von  r  anter  die  Form  ge- 
bracht werden:  i 

r=  l^<?,  ij>t  —Vr Cc) 

wenn  wir  zur  Abkürzung 

1  +  ^^  +  0.«'«. 


setzen.  \         rTäT  *7 


T wi: \r^ — r « •  i 


Die  sämmtlichen  Polarordinaten  des  Gegenstandes  und  des  Bildes 
würden  daher  in  dem  beständigen  Verhältnisse  1 :  F. stehen,  so  dass 
also  das  Bild  dem  Gegenstande  vollkommen  ähnlich  wäre  und  seine 
Vergrösserung  durch  V  ausgedrückt  würde« 

Die  folgenden  Glieder  in  dem  Ausdrucke  von  r  zerstören  diese 
Aehnlichkeit  und  bringen  daher  eine  Verzerrung  des  Bildes  heri'or. 


I 
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^«ibl  iB«7.eic)inen  wir  sie  mit  fi,  so  uiMtil  -iit.  ihi»  iimii   Uittll 

"' '""  ■  r.s.lfp.  +  aaR'-Kt  +  cKi-Tfl'  "  '  ■';■'■ 
.i-.m'-'(n-flF7=— i-^  L  '^   ^  ^  Ci-I    /  •   .   .    .    Ce) 

(iidb-i.i.l.  >  .,      "'    l+Q.K\^l  \ 

•'  'Dte  VeiraeiTiin^  ist  liierdnrch  in  abwlotem  MaasRe  gege- 
ben: sie  lä»Ht  »iirfa  aber  aurh  in  aliquoten  Tlieik-ii  der  Ji'desinHiigeD 
Polarortlinate  ausdrücken.  Bemerken  wir  näinlivli,  dans  die  Producte 
von  ( —;;;")  in  andere  Abweicliungen  vernitehlassigt  werden,  «o 
können  wir  in  dem  Ausdrucke  von  Q 

setzen,  wonach  *■      ^1     --    i 

wird.  „Nennen  wir  d^q-,s),'^,j(((;  Verztsirung  in  aliquoten  Theilen  der 

Pplar(»rdinate  ausgedrü^ftj^ipp.i^t,   '^i  . 

Q'  =   ^         .l.'l'.lil,.   ,ti,.//  ,     .Bh 
folglich 

137)  Vm  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  die  Verzerrung 
berechnen  zu  können,  ist  es  nolhueudig,  itii-  Luge  zu  bestimmen, 
welche  die  den  verschiedenen  Punkten  des  GcgenilHndes  itiigehörigcn 
Aven  der  Slrahlenbündel  nach  der  lelKlen  Brechung  durch  das  In- 
strument erhalten.    Zu  diesem  Ende  sey 

a   der  Winkel,   welchen   die  Axe   des   der  Polarordinate   r   ent- 
sprechenden StruhlenbiindeU  mit  der  Axe  des  Inslrumeutes 
macht, 
.  j^  4er  Neigungswinkel  zwischen  der  Ebene,  in  der  sich  die  ,Au 
.,j,      des  Slrahlcnl>ündels  befindet,  und  dtr  Ebenu  der  i/9,     '"  "*' 
Mt  ist  nach  dem  oben  Angeführten  i^  ^  <;,'. 

Den  Winkel  a  findet  man  durch  den  Ausdruck' (n>:ron  Nro.  81, 
wenn  man  darin  'ä  mit  o  verwechselt.     Diess  giebt 

l  +  ^^^Q.R'K, 


Denkt  man  sich  das  InstHiment  anulfdeh'  GegeoBotändj  -Welcher 
durch  dasselbe  betrachjtet<{iYird^  ^^,  .qnd  i|\mtat  an  deren  Stelle  in 
^f^r  iieliebigei^  Entfernung  Cc)  einen  anderen^  l^nial  Tergrösserten 
Gegenstand  an,  welcher  dem  wirkliohenf * ähnlicd  ist,  mit  demselben 
eine  parallele  Lage: hat  undfinitLhtastsen  Augen  betraditet  wird,  so 
hat V  bei  jenem  Gegenstände  denselbenWerth  wie  bei  dem  wirk- 
Ifohem»   Nennen  wir  ferner  in  Bezvg  auf  .den  bypothetisclien  Oe^^- 

(r)  die  Polarordinate,  welche. der JPolarpnlina,te  r ^ |^nt^pri6ht , 

(o)  den  Winkel ,  welchen  der  von  dem  Endpunkte  derselben  in  4ma 
Auge  fallende  Hauptstrahl  mit  der  Axe  macht,  so  ist 

(r)=  Fr^  tc,(p,         i 

'"  Wären  nun  die  mit  ^f  und  ^  muHiplicnrt^  Glieder  ih  ibm  Ans«- 
drucke  von  (go  nicht  vorhanden,  so  kSnnt^n  wir  T  so  bestidiikien, 
dass  tg&  und  /^(o)  einerlei  Werth  erhielten,  namlich 


"^Ti  '•■ .  ..\ 


fl      .    ... 


des  Strahlenbundels'  würde  daher  nach  derselt^en  Ij^ich-  ^ 
tung  in  das  Auge  fallen,  wie  der.  correspondirende  jUauptstrahl^ 
w^9her  dem  hypothetischen  Gegen/stände  zugehört,  d.h.  der  Gregen- 
stand  würde,  durch  das  Instrument  dem  wirklichen  (Be/rehstande  Ihnlich 
erscheinen.  Die  von  <p\  und  <^\  abhängigen  Glieder  zerstören  auch 
^ier,  wie  bei  den  Instrumenten  der  ersten  Art ,  die  Aehnlichlceit.  Be- 
zeichnen wir  d^e  yerzefrunj^.  wie^b^^  mit.  ü  ütid  sdhälzto^ie 
nach  der  Veränderung  ,*  welche  sie  iii  dfei"^  W  Xf)  des 
hypothetischen  Gegenstandes  odefan  /^(o)  hefVbk'bHit^t^'  da  beide 
einander  proportioäal  sind, 'Ml)  ward      .,    r  r              i.        : 

:  Soli  aie  in  aliquoten  ^Thei^n' von  ifjr(o)  oder  tgm  nusgedrückt 
jilferdeii,  so  ist  mit  Vernachlässigung  der  Glieder,  welche  in  den 
Pro^uoten  mit  Abweichiingea  nicht  beibehalten  werden,  . 

tgn  =  — -<f,  ,       '  -  J        • 

r'l. 


^'=7^ 
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folg'lich  die  Verzerrung  in  aJiijuoten  Tlieilen  von  tga  ^    >ir)ihriitl3 

rf.  <'!•     (•) 

-ttln 

r 

Methoden    zur   Erhaltunif   der    ifrösatmöfflichen    AehnticfikeU 
zwischen  dem  BHd»^  und  dem  Gegenstände. 

138^  N^nelidcm  wir  in  den  vorhergehenden  N'iiinmern  die  Grösse 
der  Verzerrung  bestimmt  haben,  welche  in  Bezug  nur  die  verschie- 
denen Piinkle  des  Gegenstandes  »itwoht  bei  den  Inxlruineiiten  der 
ersten  nls  der  zwciteo  Art  statlfindet,  so  können  wir  die  Melhoden 
aursnrhen,  welrhe  angewendet  werden  müssen,  um  jene  Verzerrung; 
aurzuheben  oder  wenigstens  uii>g]ir)isl  •i.a  vermindern. 

Gebrauchen  wir,  wie  in?Jro.  68,  statt  der  Coeffinenten  einfache 
Bachstaben  und  setzen  zu  dem  lOnde 

p  =  p.  +  3Q.n•K'.  +  iP'|.^^\ ,„ 

Q  =  0.  '\ 

lassen  wir  ferner  den  Index,  ebenso  wie  es  an  dem  angeftihrlen  Orte 
geschelien  ist,  weg,  so  können  die  in  (e)  von  Nro.  136  und  (d)  von 
Nro.  137  gefundenen  Ausdrucke  von  ß  unter  die  Gestalt  gebracht 
werden :  -ir  ^ 

ü  =-^{Pf'-\-QK'<p'] tb-) 

mit  der  Bedingung,  dass  bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  der 
gemeinschaniiclic  Factor  »  weggelassen  wird. 

Die  Formel  ib)  zeigt,  dass  die  Verzerrung  nur  dann  wegfalltjo, 
mithin  eine  vollkommene  Aehnlicbkeit  erhallen  werden  knnn,  wenn  u 
für  alle  Werihe  von  tp  verschwindet,  wozu  erfordert  wird,  dass  die 
Coeffirienlen  der  verschiedenen  Potenzen  von  rp  abgesondert  =  0 
sind.    Hierdurch  entstehen  daher  die  beiden  Gleichungen 

welchen  zugleich  Genüge  geleistet  werden  muss,  wenn  eine  voll- 
kommene Aehnlicbkeit  stattfinden  soll. 


Kann  der  Coeflieient  P,  welcher  dem  beträchlichsten,  mit  9)' 
ntuKipIicirten  Gliede  von  st  zugehört,  nicht  verschwinden,  so  bleibt 
nichts  Anderes  übrig,  als  die  willkuhrlicben  Grössen  des  Instrumentes 
M  zu  bestimmen,  dass  jener  Coefficient  so  klein  wird,  als  es  ge- 
schehen kann,  ohne  der  Deutlichkeit  bedeutend  zu  schaden.  Man 
erreicht  dieses  gewöhnlich  am  leichtesten,  wenn  man  sowohl  P,  ah 
die  Grössen,  welche  sich  auf  die  l'ndeutlichkeit  beziehen,  für  mehrere 


1M8  JSAunnvm  KAinvuL. 

Einrichtun|refi  des'  IfistnimeiiJt^s  'numerisch  beredmet/weicte  nahe 
bei  dem  Minimum,  der  letzteren  liegen,  wie  es  .bereits  in  Nro.  111 
bemerkt  wurde,    x 

'  '  Ist  das  Instrument  90  beschaffen^*  dasfs  P^,0  werden  kann, 
ohne  dass  dieses  ^ugteich  bei  0  stattfindet',  so  können  wir  diejenijsre 
Einrichtung  des  Instrumentes  suchen,  bei  M^c^^ltei' )die  von  den  ver- 
schiedenen Punkten  des  Gegenstandes  entstehenden  Bilder  im  Mittel 
Iso'weAig  wie  mägikh  ^aU»  derjcni^nvLa^v^gebracsbt.siad^  weliifte 
der  vollkoHtfmei^eo  Aehaliebkßit^  entspricht  ;   v,   ,        ..  r- 

Die  Grösse  Q  ist  nämlich  als  ein  Fehler  zu  betri^chten ,  welcher 

dem^  dqrch  die  Coordinatep  rrr;  pnd  ^i^bi^L^iimnteii  leuchtendQn  Punkte 

des  G^^nsfandes  zugehört.  Wenden  ^ wir  däiher  auf  diefcn  Fall 
dleseSbe  Methode  an ,  welche  in  Nro.  W  gebraucht  wurde,  tun  von  9 
auf  17' überzugehen ,  und  venVechseln  wir/zu  dem  Ende,  e  nit  fi^, 
so  erhalten  wir  das  arithmetische  Mittel  aus  den  sämmtlichen  tWertbea 
ypn  AS  weljche  den  verschiedenen  Punkten;  ^es  Gegenstandes  zuge- 
hören. Bezeichnen  wir  dieses  firitbm^tfsche  Mittel  vfit  ^'^y  so  muss 
in  (b)  der  allegirten  Numpier  ,e  mit  fi*  jind  zr  mit  o!'*  verwechselt 
werden«    Diessgiebt  *    w    ; 

] .      fijiibstitvirt  ^ai^  hierin  statt  ^  den  v^^Qrgeh|snden  l^^rth^  90  wird 

wobei  (f  nunmehr  den  der  drenze  des  uesicntisifelides  entsprechenden 
Werth  jenier  Grösse  bezeichnet. 

.^ ;.  .  Pieser  Aii^uck  von  n"*,  kann  nach  der  früher  gebraachten 
.Methode  so  umgeändert  werden,  dass  er  ; aus  zwei  vollständigen 
Quadraten  besteht,  wodurch  er  die  Gestalt,  erhält : 

'  Dk  ä"^  das  arifhmetiicWe  Mittel  Wuis  allen  Wei-theh  vort  ö^  Ist, 
80  können  wir  si*'  die  mUllere'yerfserrunff  hennen.  Sblf  dieselbe  so 
kl^- als  möglich  werden,  so*muss  man  die  willkührlichen  Grössen 
dealnstruffleiiles  so  bestimmen,  date  dadurch  si*'^  zu  einem  Minimum 
wird.  Da  nun  der  Aitsdruckndieser  Grösse  unte«  der  in  (a)  von 
Nro.  114  angenommeilen  Form;  ebienfalls:  begriffen  isti,  so  eotsteht 
:  dadurch  vermöge  (c)  jenfer  Numaier  die  Glefchung: 

I  •  0  ^=  P -f* TT^QÄ.  0  ,.• .  •  c  •   .• .  ♦    •    •    *    • ,,  •    •..  •    %s  Ce) 
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Sie  knnn  durch  Multiplication  mit  —  (  ^v'ä"  J  "ilcr  die  (»estaU 
gebracht  werden : 

•=^°[KV4)"+o«'«)"]----"^ 

Da^CKCn  erhalten  wir  aus  (b),  wenn  wir  darin  f>  mit  <{•'  ver- 
wechseln, um  den  auf  einen  beliebigen  Punkt  des  Gegcuslandcs  sich 
beziehenden  Werth  von  dcuijeniprcn  zu  unterscheiden,  welcher  in  (ft 
anter  rp  verstanden  wird  und  sich  auf  die  Grenxe  des  Gcsiclitsreldet« 
bezieht,  ir„ 

a  =  ~[_Pr  +Qli-,p-] (gj 

Die  VerjMTleichung  der  beiden  vorhergehen  den  Ausdrüekc  zeigt , 
dass  bei  dem  Minimum  von  a'"  die  Verzerrung  nur  in  Bezug  niif 
diejenigen  Punkte  des  Gegenstandes  vollkommen  verschwindet,  für 
welche,  /* 

'P'=fVT ^"^ 

ist,  dass  sie  aber  diesseits  und  jenseits  dieser  Punkte  da»  enlgegen- 
gesetzle  Zeichen  hat. 

AVerden  die  willkührlichen  Grössen  des  Instrumentes  so  bestimmt, 
dass  der  Gleichung  (e)  Genüge  geleistet  wird ,  so  erhält  dadurch  Jenes 
die  Eigenscliaft,  dass  in  dein  letzten,  von  ihm  entworfenen  Bilde  die 
verschiedenen  Punkte  im  Mittel  sich  so  wenig  wie  möglich  von  der- 
jenigen Lage  entfernen,  welche  sie  bei  einer  vollkommenen  Aehii- 
lichkeit  haben  würden.  Bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  tritt 
aber  alsdann  gewöhnlich  der  in  Nro.  86  erwäliute  \achlheil  ein,  dass 
das  Bild  dem  Ange  theils  seine  convexe,  (heila  seine  concave  Seile 
zukehrt,  daher  man,  so  oft  dieser  Füll  slatllindct,  nicht  weiter  gehen 
kann,  als  die  Gleichung  (dj  jener  \umuier  statt  der  obigen  Gleichung 
(e)  zu  gebrauchen. 

Bei  den  mit  gewöhnlichen  achromalischen  Objectiven  versehenen 
Instrumenten,  in  welchen  ein  oder  mehrere  wirkliche  Bilder  zu  Hiandc 
kommen,  ist,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  K  so  klein,  dass  es  in 
den,  ursprünglich  zur  drillen  Ordnung  gehörigen  Gliedern  ■=  0  ge- 
setzt werden  kann.  In  diesem  t-'alle  reducirt  sich  milliin  die  Glei- 
chung (.e)  auf 

P  ==  0 (i) 

Wenn  daher  dieser  Gleichung  nicht  vollständig  Geniige  geleistet 
werden  kann,  so  muss  man  wenigstens  zu  bewirken  «uchen,  dass  P 
keinen  bedeutenden  Werlh  erhalt,  wie  bereits  ohen  bemerkt  wurde. 

Instrumente  mit  inneren  Micrometern. 

139)  Bei  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  werden  häufig  innere 
Hicrometer  angebracht,  welche  den  Zweck  haben,  die  absolute  oder 
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scheinbare  Grösse  von  einzelnen  Theilen  des  Gegenstandes  sa  messen. 
Welche  Einrichtuno:  auch  einem  solchen  Micrometer  gegeben  werden 
mag,  so  ist  dabei  doch  stets  die  Erfüllung  der  beiden  Bedingungen 
noth wendig,  dass  in  der  Ebene  des  Micronieters  ein  wirkliches  Bild 
entsteht,  an  welchem  die  Messungen  vorgenommen  werden,  dass 
ferner  dieses  Bild  dem  Gegenstande  ähnlich  ist,  weil  sonst  die  An- 
gaben des  Micrometers  anrichtig  werden«  In  diesem  Falle  findet 
daher  die  Formel  (e)  von  Nro.  1S6  ihre  Anwendung,  wenn  man  sie 
auf  das  in  der  Ebene  des  Micrometers  hervorgebrachte  Bild  besieht 
nnd  diese  Ebene  als  die  Projectionsebene  betrachtet.  Naeh  dem- 
jenigen, was  wir  bereits  im  Anfange  der  vorhergehenden  Nummer 
angeführt  haben,  muss  hiernach  die  Einrichtung  des  Instrumentes  so 
getroffen  werden,  dass  die  beiden  Gleichungen 

^  =  ®'  ral 

zugleich  erfüllt  werden.  Kann  denselben  nicht  vollkommen  Genüge 
geleistet  werden,  so  ist  es  wenigstens  erforderlich,  dass  die  in  dem 
Ausdrucke  von  Q  enthaltenen  Glieder 

V  V 

bei  dem  gross  ten  Wert  he  von  <p  nur  solche  Werthe  erhalten ,  welche 
nach  der  durch  das  Micrometer  zu  erreichenden  Genauigkeit  als  un- 
merklich zu  betrachten  sind.  Oft  wird  hierdurch  die  Nt^wendigkeit 
herbei  geführt,  etwas  von  der  Deutlichkeit  aufeuopfern,  um  den  er- 
wähnten Forderungen  zu  entsprechen. 

Gestalt,  unter  welcher  eine  auf  dem  Gegenstande  gezogene 

Curve  durch  das  Instrument  erscheint. 

1403  Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  enthaltenen  Formeln 
geben  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Gestalt  zu  bestimmen,  unter  welcher 
eine  auf  dem  Gegenstande  gezogene  Curve  erscheint,  wenn  sie  durch 
das  Instrument  betrachtet  wird. 

Ich  nehme  dabei  den  Gegenstand,  wie  bisher,  als  eine  auf  der 
Axe  des  Instrumentes  senkrecht  stehende  Ebene  an,  in  welcher  sich 
daher  auch  jene  CArvc  befindet.  Da  sich  die  Gleichungen  der  Curven 
gewöhnlich  einfacher  durch  rechtwinkelige  Coordinaten,  als  durch 
Polarcoordinaten  ausdrücken  lassen,  so  bezeichne  ich  bei  den  Instru- 
menten der  ersten  Art  durch : 

X  und  y  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  von  einem  beliebigen 
Punkte  des  Gegenstandes,  welche  den  Polarcoordinaten  r  und  i^,^ 
entsprechen, 

X  und  y  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  dazu  gehörigen 
Punktes  im  Bilde,  dessen  Polarcoordinaten  r  und  x^  sind, 

^,  I  und  V  die  Werthe,  welche  r,  x  und  y  erhalten  würden,  wejon 
das  Bild  dem  Gegenstande  vollkommen  ähnlich  wäre. 
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Zuerst  ist  es  erforderlJrh,  die  Relationen  anfEnsaeheD ,  welche 
H'isrlien  den   verschiedenen  Coordinnlen   stnllflnden.     Hierxa  ^eben 
[  :die  bekannten  Formeln,  da  die  Winkel  r^,'  und  ij.  einander  gleich  sind 
.■od  der  Poiarordinate  f  derselbe  Winkel  zug^chürt : 


m 


•ms  IsHc  f 


y  ^  r  cos  4,  I 
jr  =  r  sin  1;,  ( 
y=r  CO»  ^^  ) 
£  ==  f  *i«  «j,  l 

t)  =  e  cog^i, )       ,      ,      , 

Wir  haben  ferner  in  Cd  von  Nro.  136  gesehen,  dass  bei  dem 
den  Coordinalen  f,  £  und  «  entsprechenden  Bilde,  welches  ans  dem 
wirklichen  Bilde  durch  die  Weglassung  der  mit  <p]  und  tp\  mulli|ili- 
elften  Glieder  in  dem  Ausdrucke  von  r  entüteht, 

i=i^r (b) 

Ist,  woraus  nach  den  vorhergehenden  Formeln 

*         i,  •       tc) 

und  umgekehrt  ' ' 

r  «4-1 
VI 


(d> 


folgt.  V  ' 

Vermöge  (b)  von  Xro.  136  ist  sodann,  wenn  man  die  Coeffi- 
cienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  gs,  durch  die  einfachen 
Buchstaben  A-,  B  und  C  ersetzt  und  den  Index  weglüsst, 

r  =  Af  -\-  Bf  -}-  Cf'  .    .    .    i   .    it  ._.   ,.    .    .    (e) 
mithin  j  J  j* 

i  =  Af .    .    .    (fj 

und,  wenn  der  aus  der  letzten  Gleichung  resaltirende  Werlh  von  qs 
in  der  vorhergehenden  subsllluirt  wird, 
B  C 

r^f  +  ^e'  +  ^e" ^^ 

wofür  ich  Kor  Abkürzung  schreibe  : 

r  =  e  [i+ae*  +  6e'] Ch) 

Um  vermittelst  dieser  Gleichung  umgekehrt  j  in  r  auszudrücken, 
können  wir  dieselben  Grundsätze  befolgen,  welche  wir  bei  der  Ent- 
wickelung  der  Gleichung  (i)  von  Nro.  83  in  Anwendung  gebracht 
haben.    Das  mit  b  mulliplicirte  Glied  wurde  nämlich  nur  unter  der 
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Voraiissetzinig'i^efDnden^  dass  der  CoefSeient  a  des  vörhergi^endea 
einen  kinlihglich  kleinen  Werth  erhält  vOb  beide  Glieder  als  zn 
einerlei  Ordnottg  gehörig  betrftchten  zn  Jcönnen,  wenn  man  sie  beide 
berücksichtigt;  dagegen  lyird  das  erstere  jiederzeit  vernachUssi^, 
so  oft  dieser  Fall  nicht  eintritt.  Da  nun  in  beiden  Fällen  die  Glieder 
der  höheren  Ordnungen  nicht  beibehalten  werden,  so  ist  es  erlaubt, 
statt  der  in  jenen  Gliedern  enthaltenen  Grossen  ihre  Werthe  ohne 
Rücksicht  auf  die  Abweichungen  zu  substitniren.  Verwechselt  man 
daher  in  denselben  e  mit  r  und  setzt  zur  Abkürzung 

,fio  folgt  aus  (h) 

i^rii—a-)    .....*.... OO 

und  vermittelst  dieses  Wertbes  aus  Ca>  . 

I  =  a;(t  — a))  „^ 

I     ■  ■  ■ 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  a  und  b  müssen  wir  bemerken, 

dass  dieselben  nur  in  Gliedern  vorkommen,  welche  zur  dritten  Ord- 

•     •     •     •  •         •  .  / 

nung  gezählt  werden,  daher  es  genügt,  die  darin  entlialtene  Grpsse  Ä 
ohne  Rücksicht  auf  die  Abweichungen  zu  berechnen ;  die  Vergleichung 
von  (e)  mit  (bj  von  Nro.  136  giebt  folglich  nach  der  in  Nro.  IS^ 
gebrauchten  Bezeichnung 

B==^P     ) („) 

e  =  — QÄ' 

V 

mithin 


(D) 


Können  die  ursprünglich  zur  dritten  Ordnung  gehörigen  Grössen 
gegen  die  der  zweiten  Ordnung  vernachlässigt  werden,  so  fallen  die 

von  Q  und  A—  abhängigen  Glieder  weg  und  P  verwandelt  sich  in  P,. 

In  diesem  Fälle  wird  daher 

^y^>^     /  •  • .  .  (0) 

6  ==  0  \ 

Nachdem  wir  auf  diese  Weise  die  Relationen  zwischen  den 
Tersdhiedenen  Coordinaten  gefunden  haben  ^  können  wir  zur  Unter- 
sachung  über  die  Gestalt  der  im  Bilde  entstehenden  Corve  äber^ebea. 


ZEHNTES    KAPITRb. 


Ich  setze  dabei  vcr^hs.  dnss  die  auf  dem  Gc^enntunde  ^eso^ne 
Corve  durch  eine  Gteichiing  ^c^eben  ist,  wekho  ich.  je  nai-Iidcra 
sie  rechtwinkelige  oder  l'olarcoordiaateh  entbitlt,  durch 


■,  l,- 


:\ . 


.'^'•<» 


'"■"'"""oto-       ■' 

/>  r,  ,(,  =  0     ^  X  »iai  -u 

bezeichne.  Subslitoirt  man  hierin  statt  x,  y  und  r  ilire  Wcrthe  aus 
(d;),  oder  verwechselt  man,  was  auf  dasselbe  hinaus  kommt, 

X  mit  I  ,1,!      , 

y  mit  «  .     .    ^»7  «  V 

r   mit  e 
und  jede  in  den  Gleichungen  enthaltene  constante  Linie  rf'  mtl  Krf', 
wofür  ich  xur  Abkürzung  r/ schreibe,  »o  entstehen  daraus  neue  Glei- 
chungen, welche  sich  auf  das  hypothetische,  den  Cttordinalea  ^  und  v 
o4^.,(tUnfl  ({'  ealsprecheude  fiijl,^,,|>,e^e^n.,^^  die  ich  durch  ,^ 

..•I     ,M-        F  l,V^Ql  „     ,,";„,■-,,.,      ■  I* 

oder  J     .    .   I.    i  :  .■    .1.    .' {j0 

/•f,  ^  =  ol  '■'.". 

bezeichne.  Um  hiervon  suf  das  wirkliche  Bild  äberzngehen,  ist  weiter 
nichts  crford'eriich .  als  in  den  letzleren  CIcichnngen  stnit  e,  v  und  e 
ihre  Werthe  aus  ck)  und  [1)  zu  substituiren,  wodurch  sie  sich  in 

Fj-CI— o),  ytl— <0  =  0 

und 

verwandeln.  Da  jedoch  nach  den  angeriomai.eoen  Grundsätzen 
die  Potenzen  von  «  vernnrhiassigt  werden,  so  können  wir  jene 
Gleichungen  dadurch  vereinfachen,  dass  wir  sie  in  Reihen  entwickeln, 
welche  nach  Potenzen  von  a  fortlaufen,  und  dass  wir  nur  die  erste 
Potenz  dieser  Grösse  beibehalten.  Diess  giebt  für  die  im  wirklichen 
Bilde  entstehende  Curve,  je  nachdem  rechtwinkelige  oder  Polar- 
coordinatcß  gebraucht  werden,  die  Gleichung 

worin  statt  «  sein  Werth  aus  (1)  zu  substitniren  ist.    Eine  weitere 
•Vereinfachung  dieser  Gleichungen  wird  dadurch  möglich,    dass  man 
';iD  den  von  a  abhangigen  Gliedern  eine  der  Coordinalen  vermittelst 
der  Gleichungen 
J  ((  f'^'V  =  Oi  ,..,j   .,1,  -^3,..,    ..1,  *(i 


s^-ki 
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« 

eltminart,  welches  nm»  desto  willen  i^esohehen  kmm,  Weil  es  «rlavlil 
ist^  die  ia  jenen  Gliedern  'enthaltenen  Grossen  ohne  BiiekMcht  aaf 
die  Abweichnngea  zu  Iwreofaneii.    : 

Die  obige  Entwickelung  zeigt  übrigens  ^  dass  man  von  F'  x,y 
und  f  r,  \p  unmittelbar  zu  Fx,  y  und  fr,  \^  übergehen  kann,  wenn  man 

X  mit  X 

y  mit  y  :,      ..    . 
r  mit-JT  •'^^^- 
und  jede  constante  Linie  d^  mit  d  verwechselt,  wobei 

d=Vd^ .     .    (t) 

ist. 

1413.  Um  die  vorhergehende  Methode  auf  die  Instrumente  der 
zweiten  Art  an:^u wanden,  mü'sseh  wir  die  Strahlen  in  der  nach 
Nrö.91  bestimmt^H  liiittferen  Entfernung  des  letzten,  iäi  Instrumente 
entstehenden'  BtTd^^'  ^ufch  etni^  auf  der  Axe  von  Jenem  senkrecht 
stehende  '  ProjeclioriS^eb^Ae '  durchschnitten  denken.  Der  im  Gegen- 
stände befindlichen  Curve  entspricht  alsdann  eine  andere  auf  der  Pro- 
Jectionsebene,  deren  Gestalt  nach  dem  Vorhergehenden  bestimmt 
werden  kann.  Diese  Curve  hat  die  Eigenschaft,  dass  ihre  ver- 
schiedenen Pfinkte  .v.oq  ^eiii  Aage  nach  denselben  Richtungen  gesehen 
werden,  wie  die  correspondirenden  Punkte  des  widi|ichen  Bildes. 
Sie  würde  mit  der  jim^  letzteren  entstehenden  Curve  vollkommen  zu- 
sammenfallen, wenn  sich  dasselbe  in  einer  Ebene  befände,  was  aber 
nach  dem  oben  Entwickelten  nicht  stattfindet.  Hiernach  verhalt  sich 
die  auf  der  Projectionsebene  entworfene  Curve  zu  der  im  wirklichen 
Bilde  entstehenden,  wie  eine  prespectivische  Zeichnung  zu  dem 
Gegenstände,  wi^lli^heit  sie  darstellt. 

Setzt  man  nun,  wie  wir  oben  gethan  haben,  voraus,  dass  die 
Verzerrung  bei  einem  ehenen ,  vergrösserten  Bilde ,  welches  mit  dem 
ebenfalls  als  eben  betrachteten  Gegenstande  eine  parallele  Lage  hat, 
wegfällt,  wenn  dasselbe  dem  letzteren  vollkommen  ähnlich  ist,  so 
giebt  die  auf  der  hypothetischen  Projectionsebene  entworfene  Curve 
die  Gestalt  an,  unter  welcher  sie,  und  mithin  auch  die  entsprechende 
Curve  des  Gegenstandes ,  durch  das  Instrument  betrachtet,  dem  Auge 
erscheint.  Diese  Gestalt  kann  daher  durch  die  vorhergehenden  For- 
meln leicht  bestimmt  werden,  wenn  man  sie  auf  die  erwähnte  Pro- 
jectionsebene anwendet. 

Gestalt  einer  iurc^  4^s  Instrument  betrachteten  geraden  hinU. 

1423  Die  Ver%ferrung  ist  am  auffiillendsten  bei  geraden  Linien; 
beschäftigen  wir  uns  daher  zuerst  mit  diesen. 

Da  die  Lage  der  Coordinatenaxen  willktihrlich  ist,  so  lege  ich 
die  Ebene  der  y  s  so,  dass  sie  die  im  Gegenstande  befindliche  gerade 


I 
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Linie  senkrecht  durchschneidet.    Unter  dieser  VoranssetzDit^  wird 
itie  oben  mit  F'  j:,y  ^^  0  bezeichnete  Gleidinng'  der  geraden  Linie 

y  —  rf'  =  0 (a) 

wobei  d'  den  senkrechten  Abstand  derselben  von  der  Mitte  des  Ge- 
sichtsreides bezeichnet. 

Hieraus  folgt  durch  Verwechselung  von  y  mit  y  und  von  d'  mit  d 
,,  S^^x,y  =  y  —  d 

I  ii         rf'^ 

•ly     ~ 

Durch  Substitulion  dieser  Werlhe  verwandelt  sich  die  erste 
Gleichung  (jr')  von  Nro.  140  in  die  Tolgende: 

y  —  d--ay  =  0 
snd  wenn  man  hierin  i^lutt  a  seinen  Wertb  aus  (t>  jener  Nummer 
«ibslituirt,  in  dem  davon  abhängigen  Gliede  sodann  y  mit  d  ver- 
wechselt, wie  es  aus  der  Gleichung  Fx,y  =  0  folgt,  so  wird 

y  =  d  +  rf  I  flfj:'  +  rf")  -I-  6  ix'  +  (DM (b) 

Diese  Gleichung  gehört  milhin  der  Curve  Eu,  welche  in  dem 
wirklichen  Bilde  der  durch  die  Gleichung  (a)  beslimmlen  geraden 
Linie  des  Gegenstandes  entspricht. 

Kür  den  Scheitel  der  Curve,  io  welchem  sie  die  Ebene  der  y* 
durchschneidet,  ist 

y    =  rf+d[a£P  +  *(/•]    1 t" 

Wird  daher  der  Scheitel  als  Ursprung  der  Coordinaten  ange- 
nommen und  in  diesem  Falle  y  mit  y,  verwechselt,  so  ist 

y,  =  y-d-d[ad'^b(^^ td) 

und  die  Gleichung  der  Curve 

-.   !,   ,       y,  =  rf  [(a  +  «id'Jx*4  ***]    - fe) 

Eine  an  den  Scheitel  gezogene  Tangente  bat  zur  Gleichung 

y.  =  u (0 

der  vorhergehende   Werth  von  y,  bestimmt  daher   den  Abstand  der 
verschiedenen  Punkte  der  Curve  von  jener  Tangente. 

Können  die  iirs[)ränglich  zur  dritten  Ordnung  gehörigen  Grössen 
gegen  die  der  zwei len  Ordnung  vernachlässigt  werden,  so  ist  b'^Q 
und  die  Gleichung  (ej  reducirt  sich  auf  die  folgende: 

y,  =  dax* , (g) 

Das  Bild  der  geraden  Linie  ist  daher  in  diesem  Falle  sehr  nahe 
eine  Parabel,  deren  Parameter  = 

L  — _I1^ 

~  da  ~  y-dP, 
und  deren  Concavität  nach  aussen  oder  nach  innen  gekehrt  ist,  je 
DHchdeui  P,  positiv  oder  negativ  wird. 


tO&  sunums!  mjomxL^ 


Hat  dagegen  dksvon  m  nhlhäügige  Crlied  «ihen  so  kldnea  Wertli^ 
diss  die  mit  b  mditipitträrten  jGlieder  beibehalten  werden  nUisaen«,  se 
treten  nach  der  Beschaffenheit  der  Zeichen  jener  Coeüficienten  ver- 
schiedene Umstände  ein ^  'welche  denen  analog  sind,  die  wir.  in 
Nro.  83  bei  der  erä^ieiiginden  Curvie  der  BildHäch     gefunden  haben. 

Bei  gleichen  Zeichen  von  a  und  b  hat  nämlich  die  Curve  zwar 
dieselbe  Lage,  welche  ^i^ erhalten  würde,  wenn  6  ==  0  wäre,  aber 
eine  verschiedene  Natur,  indem  sie  wegen  des  von  x^  abhängigen 
Gliedes  keine  Parabel  mehr  ist. 

Erhält  b  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  a,  so  ändert  sich 
die  Gestalt  der  Curve  mit  dem  Wert  he  von  rf,  d.  h.  mit  ihrem  Ab- 
stände von  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes.  . 

Ist  in  diesem  Falle.  ij^^J^^iner. als -r-/^,  so  ballen  die  ipit  x^* 

und  x^  multiplicirten  Glieder  in  dem  Ausdrucke  .von  y^  entgegenge- 
setzte Zeicheii.  Dfe'CiVTe<liat  alsdann,  je  nachdem^  n  positiv  oder 
negativ  Ist,  Jm  Seheitel  ein  Minimum  oder  Maximum  von  y^,  femer 
zwei  Wendungspiinkle  diesseits  und  jenseits  des  Scheitels ,  weihen 
die  Ajbscissien  |  i    . 

•  ■      ar  ±=.  ±V-I       gA-     )■/    .....    ;'.    .    .    (h) 

zugehören.  Hierauf  folgen  zwei  Maxima  oder  Miniina^  .dereh  Abacissen 


sind.  Von  da  an  nähert,  sich  die  Curve  wieder  der  an  ihren  Scheitel 
gezogenen  Tangente,  durchschneidet  sie  in  den  beiden  Punkten, 
welche  den  Absfeissen*  /-  ♦  .    .        ., 

.  .,  =  ±vC^^?^... .  (k, 

entsprechen,  und  geht  endlich  auf  die  entgegengesetzte  j^eite  jener 
Tangente  über,  von  der  sie'  sich  bei  fortwährender  Zunahme  von  x 
immer  mehr  enlfemtl   * 

Weniidiigfeg^n  rf*  grosser  als -^ -5^  ist,. so  fallen  die  beiden 

Wendungspunkte ,j^.^i^,l^axima  odel*  Minima  und  dia  Ourchi^chiutte 
der  Curve  mit  der  Tangente  des  Scheitels  weg.  Die  Curve  hat  als- 
dift'nn  die  ümgekenrt%' tiageyqh  dier,  welche  stattfinden  w;urde,  wenn 
das  von  ä  abhängige  Crli[ed  allein  vorhanden  wäre,  so  (|ass4ie  Curv^' 
ganz  auf  einer  Sette  "jehei*  Tangente  liegt  und  sichl  von  iieser  "bei 
ftN^fgesetzter  Zunahme  von  x  immer  mehr  entfernt.  ' 

Wir  hdbeh  iri  (if)  von  Nro.  138  die  Gleichung  gefuhden,  >hrelchc 
erfüllt  werden  muss,  wenn  sich  die  verschi^derien  Punkte  desBilddä 
im  Mittel  so  wenig  wie  möglich  von  derjenigen  Lage  entfernen 
sollen ,  welche  sie  bei  einer  vollkommenen  Aehnlichkeit  haben  würden. 
Untersuehen  wir  jetzt ,' V^lche  Gestalt  in  diesem  Falle  daa  Bild  der 


I    .    »■  /  «  .     .  "  t         ■  ■  ■      1  •         1  i«  •'  J  I 
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oben  betrachteten  i^eraden  Linie  erhält    Sabstituhrt  jBan  in  der  alle- 

g^irten  Gleichung  die  Werihe,  welche  ans  (e),  (m)  und  (n)  von  Nro.  140 

folgen,  nämlich 

r  rv 

P 


so  wird  dieselbe 


0  =  ö  +  y  Ar» 0), 

worin  r  den  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  entsprechenden  Werth, 
mithin  den  Halbmesser  des  vergrösserten  Gesichtsfeldes  bezeichnet. 
Vermittelst  der  vorhergehenden  Gleichung  können  wir  a  aas  der 
oben  gefundenen  Gleichung  (e)  eliminiren ,  wodurch  wir  fär  das  Bild 
der  geraden  Linie  die  Gleichung  erhalten : 

y/=  *rf[(-4-r'+«rf')^  +  ^'].    .....    (m) 

Je  nachdem  daher  tiP  kleiner  oder  grösser  als  -r-  r'  ist ,  hat  die 
Curve  die  eine,  oder  die  andere  der  obüh  angegebenen  Eigenschaften. 

Gestalt  eines  durch  das  Instrument  betrachteten  Kreises.    ' 

■ 

1433  Nächst  den  geraden  Linien  geben  die  Kreise  eine  Ver- 
zerrung am  leichtesten  zu  erkennen ;  untersuchen  wir  daher  aodi  bei 
diesen  die  Gestalt  des  Bildes«    Zu  dem  Ende  sey  :  \ 

W  der  Halbmesser  eines  auf  dem  Cregenstande  gezogenen  Kreises  y 

d^  der  Abstand  seines  Mittelpunktes  von  dem  Mittelpunkte  des 
Gesichtsfeldes. 

Legen  wir  nun  die  Ebene  der  y%  durch  jenen  Mittelpunkt,  w^ 
ist  die  Gleichung  des  Kreises 

^  +  (^  — ^0*  — **•  —  Ö Ca) 

folglich 

dx 
dWx,v       ^  -. 

Substituirt  man  diese  Wertbe  in  der  ersten  Gleichung  (f)  von 
Nro.  140,  statt  a  aber  seinei»  Werth  ans  (i)  derselben  Nummer,  so 
wird  Jene  Gleichung  *  * 

0  =  a:»  +  (y  — rf)'  — *• 
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In  den  von  s  nnd  ^  «bhän^g^n  COiediern  kann  x  vemlttebt 
der  Gleichung  Fx,y  <=>:  0  elininirt  werden,  wonach  in  denselben 

ar»+yV=  «rfCy  — rf)  +  «P  +  Ä» 

ist.    Durch  Substitntion  dieser  Werthe  verwandelt  sich  die  vorher- 
gehende Gleichang  in  die  folgende: 

0  =  x»+(y  — rf)»  — A*  J 

-  «  [a  (;« rf(y_d)+rf»+Ä»3+«  (i diy-d[)-\-d*-\-Ny^\ .  (b) 

x[rf(y-rf)+A*J  \ 

wodurch  die  Curve  bestimmt  wird ,  welche  im  Bilde-  dem  auf  dem 
Gegenstande  'gezogenen  Kreise  entspricht. 

Die  Gleichung  wird  ^'nfacher,- wenn  nan  den  Ursprung  der 
Coordinaten  in  deqjenigen  Punlct  verlegt,  für  welchen 

ist.    Verwechselt  man  in  diesem  Falle  y  mit  y^,  so  wird 

y,  =  y— rf— örfCrf^+SÄ»)— 6rf(d»  +  Ä')(d»+5Ä»)   .    cd) 
und  die  Gleichung  der  Curve 

Ist  es  erlaubt,  die  mit  b  multiph'cirten  Glieder  zu  vernachlässigen, 
80  kann  die  letztere  Gleichung  anter  die  Gestalt  gebracht  werden : 

^Die  Curve  ist  daher  in  diesem  Falle  sehr  nahe  eine  Ellipse«  deren 
halbe  Axen  A[t-f  «(if +  A*)J  und  A[l+aCd<P+A*)J  sind  und  mit 
denen  der  x  und  y,  zusammenrallen. 

Die  erstere  ist  kleiner  oder. grösser  als  die  letztere ^  je  nach- 
dem a  positiv  oder  negativ  ist. 

Müssen  die  von  b  abhängigen  Glieder  beibehalten  werden,  so 
irürde  detnungeachtet  die  Cor\'e  eine  Ellipse  bleiben ,  wenn  das  Glied 
—  Sbd^y)  nicht  vorhanden  wäre.  Durch  dieses  wird  aber  auf  der 
einen  jSeite  d^r  Axe  der  y,  eine  Verlängerung  und  auf  der  entgegen- 
gesetzte Seite  eine  Abplattung  der  Curve  hervorgebracht,  so  dass 
sie  eine  Gestalt  erhält,  welche  sich  dem  Durchschnitte  eines  Eies 
oder  der  Crystallinse  eines  Ochsenauges  nähert,  je  nachdem  jene  Axe 
die  grössere  oder  die  kleinere  ist.  Die  der  Gleichung  zugehörige 
Curve  hat  ausserdem  zwei  ins  Unendliche  fortlaufende  Aeste,  die 
sich  bei  grösseren  Werthen  von  b  mit  dem  sonst  geschlossenen  Ovale 
vereinigen,  hier  aber  nicht  in  Betracht  kommen,  da  nach  der  bei  der 
Entwickelung  der  Formeln  gebrauchten  Methode  nur  kleine  Werthe 
der  Coordinaten  zulässig  sind  und  b  bei  der  zwecknuUsigen  *  Ein* 
richtung  der  Instrumente  stets  klein  werden  muss. 


^     V 
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